Opponensi vélemény Révész Szildrd Gyorgy
Extremal problems for positive diophantine functions and polynomials
c. doktori értekezésérol

Az értekezés harom teljesen elkiiloniils részbdél all, és mind tartalméban, mind kiglli-
tadsdban megfelel a kovetelményeknek. Mindhdrom rész kapcsolédik a matematika egyéb
teriileteihez, és a disszertdcié ezeket a kapcsolédasi pontokat igen kimeritéen targyalja az
idevago, gyakran rendkiviil szertedgazé irodalommal egytitt.

Az elsé rész Turdan Pal egy eredményét altaldnositja. Az approximéciéelméletben
alapvetd kérdés, hogy egy polinom derivaltjat hogyan lehet feliilr6l megbecsiilni a poli-
nom norméjaval; ez az in. Markov-Bernstein problémakér. Pl. az egységkoron a derivalt
abszolut értéke legfeljebb a polinom szuprémum norméjanak n-szerese, ahol n a fokszam.
Turén vette észre, hogy ha a polinom zérushelyei mind az egységkorben vannak, akkor
forditott egyenlStlenség is fenndll: a derivalt normdja legaldbb n/2-szerese a polinom
normajanak. Ennek bizonyitdsa rendkiviil egyszerii, csak annyit kell kihaszndlni, hogy
ha a az egységkoron van, akkor 1/(a — z) valds része a koérlapon legaldbb 1/2. Hasonlé
alsé becslés a [—1,1] intervallumon mér csak /n/6 konstanssal igaz. Mérmost az I. rész
alapkérdése az, hogy mi a helyzet altaldnos K konvex halmazokra: a derivdlt norméja
hogyan becstilheté alulrdl a polinom norméjaval ha minden zerdhely a halmazba esik. Az
I. rész {6 tétele az, hogy az intervallum az egyediili kivétel: minden mds esetben az alsé
becslésben fellépé faktor cxn, és még a legjobb cx nagysigdt is pontosan megadja K
geometriai tulajdonsdgainak segitségével. Ez az eredmény lezér egy témakort, és min-
denképpen figyelemremélté. A bizonyitas valamelyest parallel az eredeti Turdn otlettel, de
annal sokkal nehezebb, és a disszertécié egyik fontos pillére még akkor is, ha a jelolt szerint
egy lényeges 1épés Haldsz Gabortdl szarmazik. A fejezet tovabbi része kiilonféle varidcidkat
tartalmaz. Ezek tobbnyire az eredeti Turan otletet hasznéljédk tgy, hogy kiilonb6z6 érintd
korokbe foglaljdk bele a halmazt. Ehhez kell Blaschke 7 gordiild kor” tétele, illetve annak a
jelolt altal talalt diszkrét valtozata a nem sima esetben. Ezek érdekesek geometriai szem-
pontbdl, viszont az alaptételhez képest csak mésodlagosnak érzem Gket azért, mert (astdl
eltéréen) nem nyilnak til a Turdn Gtleten.

A 1L rész azt vizsgélja, hogy egy tartomanyon kiviil azonosan 0 pozitiv definit fiiggvé-
nyek esetén mekkora lehet a fliggvény integralja (megfelel6 normalizaldssal). Ezt Turdn
tipusi problémakdrnek nevezi a jelolt, de az els6 idevdgd eredményeket Siegel mar 1935-
ben igazolta. Ennek a résznek a bevezetése rendkivil hosszii és nehézkes, nagyon sok
varidnsra és altaldnositésra tér ki. A targyalasban is kissé kifogasolhaté néhany dolog
(pl. (2.17) hirtelen egy mésfajta pozitiv definitségrél beszél mint kordbban, vannak nem
definidlt jelolések mint pl. "CC” ill. a — sejtésem szerint — kompakt tartalmazds jele, stb).
Nem tudom megitélni e rész eredményeinek fontossdgat illetve hogy mennyire érdekesek a
lokalisan kompakt Abel csoportokra sz6l6 altalanositasok. Kétségkivil érdekesek viszont
a 2.3.5. rész szdmelméleti alkalmazdsai és az egész fejezetnek azon mondanivaléja, hogy
hogyan lehet aszimptotikus felsé stirtiséget definidlni az dltaldnos esetben ami visszadja a
természetes szdmokon definidlt hasonlé fogalom legfontosabb tulajdonsdgait. A jelolt altal
adott definiciék nagyon természetesek, és, mint azt a targyalds mutatja, hasznalhatok is.
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Ezzel kapcsolatban megjegyzem, hogy (2.19) pozitivitdsa minden kovér K-ra nyilvdnvaléan
ugyanaz (nem csak bizonyos K-kra ahogy a disszertdciéban szerepel), és az 58. oldalon
felvetett kérdésre, nevezetesen hogy a 2.3.5. és 2.3.8. definiciék ugyanazt a felsd sfirtiséget
adjak-e ellenpélda barmely véges tartéji mérték R%-ben. Nem vildgos a 2.3.5. és 2.3.8.
definiciékban az S o-algebra szerepe: latszdlag ez a v definidl6é o-algebraja, de pl. a 2.3.6.
tétel bizonyitasaban v minden konvex testre értelmezett kell, hogy legyen, és ekkor persze
minden Borel-halmazra is (véleményem szerint S egyszertien kihagyhaté a definiciékbdl,
és azokat Borel-mértékekre kell megadni). A fejezet tovédbbi része kiilonb6z6 kapcsola-
tokat targyal pakolasi és lefedési feltételekkel illetve pozitiv trigonometrikus polinomokra
vonatkozé extremadlis probléméakkal. Az egész fejezetben sok aprd allitds van amelyek
meglehetésen szertedgazdak és szdmomra az egész nem &llt Gssze egységes elméletté. Az
mindenesetre vildgos, hogy a probléma rendkiviil érzékeny a feltételekre (1d. pl. a 2.9.22-
23. kovetkezményeket). Kiemelked6en erdsnek latszik ebben a fejezetben a 2.6.3. tétel
aminek tobb alkalmazdsa is szerepel (illetve az is bemutatésra kertil, hogy a tétel pontos is),
valamint a pontonkénti Turdn-problémat kielégitéen megoldé 2.9.4. tétel (trigonometrikus
eset).

A disszertacid I11. része kétségkiviil a legkoherensebb és legfontosabb a hdrom koziil.
Azt a probléméat targyalja, hogyan lehet olyan 0 — 1 egyiitthatds trigonometrikus poli-
nomokat (idempotenseket) konstrudlni, amelyek LP-norméja vagy annak egy fix része egy
eléirt pont tetszélegesen kicsi kornyezetére koncentrélédik. Ez klasszikus valés fiiggvény-
tani ill. harmonikus analizisbeli kérdésnek tekintheto, amely, mint kideriilt, mas régebben
felvetett harmonikus analizisbeli problémdkhoz is kapcsolédik. Utébbi 10 évben elért
eredmények szerint ilyen koncentréacié létezik 1 < p < co-ra, de az ezekben az eredmények-
ben fellépd konstansok azt sugalltdk, hogy ez mar nem igaz p < 1-re. A disszertdcié messze-
mendéen pontositja az idevigd kordbbi tételeket. Egyrészt megmutatja, hogy koncentracid
minden p-re van, pontosan leirja, hogy milyen p-kre van teljes koncentrécié (itt, mint sok
m4s problémdban, a p = 2k szdmok a kivételek), ugyanezt kitargyalja teljes kérnyezet
helyett halmazok sfirtiségi pontjaira, és végil azt a problémdt is megoldja, amikoris a
fellépé idempotensekben az egymést kovetd kitevok kozotti hézagok tetszblegesen nagyok
lehetnek. Ez utébbi kérdés szorosan Osszefiigg Ingham egy egyenlétlenségével ami alapjan
tetszélegesen nagy hézagokkal L2-koncentrdcié nem lehetséges. Ezzel kapcsolatban Zyg-
mund kérdezte, hogy mi a helyzet LP esetén, és ezt a Zygmund problémat is kielégitéen
megoldjdk a disszertiacié eredményei megmutatvan, hogy p = 2 az egyedili kivétel — ez
valdszintileg az egész munka legmeglepdbb Aallitdsa. Ugyancsak pontositjak az értekezés
eredményei Wiener egy problémdjanak kordbbi megoldéasait pozitiv Fourier-egyiitthatéja
fuggvényekre vonatkozd bedgyazasi tételekrdl, és érdekesek a disszertécié legvégén sze-
replé Hardy terekre vonatkozé alkalmazdsok is. Néhany apré kérdés nyitott maradt a
témakorben, de ezek margindlisak, és az elmélet teljesnek tekinthetd. A bizonyitdsok szép
konstrukeickra, valés fiiggvénytani, szamelméleti és valészintiségi megfontoldsokra épiilnek.

A disszertdcié eredményei részben kézos munkdkat tartalmaznak (a IL. részben Kolo-
untzakis, a III. részben Bonami az allandé tarsszerz6) amit a szerz6 minden esetben
hangsulyoz; de szdmomra tgy tlnik, hogy Révész Szilard volt mindig a f6 mozgaté erd.
Tobbszor szerepel az is, hogy a III. részben szerepl6 alapveté Riesz-szorzat-konstrukcio
T. Tao-t6l szarmazik, és hogy enélkill az eredményeket nem tudtdk volna Bonamival
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elérni. Ezt én Tao személye irdnt vett tulzott tiszteletnek vélem: mihelyst vannak egy
ponton csicsosodd idempotensek, az elképzelhetetlen hogy valaki ne akarjon ilyeneket
Osszeszorozni egyre nagyobb frekvencidval (hogy idempotenseket kapjunk); aztdn hogy
az véglil Riesz-szorzat alakot Olt-e vagy sem, az technikai kérdés.

ésszefoglalés: A disszertdcié igen tartalmas munka, amely hdrom teriileten lényege-
sen tovabblép a korabbi elméleteken, és ebbdl legalabb két esetben lényegileg le is zdrja a
problémakort. Az értekezés eredményei nagyon jé lapokban jelentek meg (a legutolso, az
American Journal of Mathematics jelenleg az egyik legjobb, ha nem a legjobb, folyéirat).
Mind az elért eredmények, mind a hozzajuk vezeté modszerek megalkotdsa meghaladja a
doktori szintet, és a magam részérél az értekezés nyilvanos vitara bocsatasat illetve
a doktori cim megadédsat melegen javaslom.

Elirdsok, aprébb észrevételek

A 40. oldal kézepén Fj definicidjdban mivel vessziik a maximumot?

A 49. oldon mi az A(G) tér?

Mit jelent a 2.2.4. lemma bizony{tdsdnak els6 sordban (- — )7

Mi a G a 2.3.6. tétel bizonyitasanak elsé soraban?

Mi az S; a 2.3.23. lemma bizonyitdsdban?

Example 2.4.5 el6tti sor: a 2.4.4. definici6 szerint Ep és nem A a spektrum (bar ez a
széhaszndlat nem zavarg).

A 2.4.9. allités bizonyitasdban egyenldség szerepel a ”so clearly” utdn, de én csak C-t
latok.

A 2.7.2. tétel bizonyitdsdban ®-t konvoliciénak és nem Osszegnek kellene valasztani.

Nem latom, hogy a 3.1.9. 4llatds mdsodik felének hol a bizonyitasa (tetsz6leges pontra,
nem csak 0-ra).

(3.28)-ban a szuprémum P,-ra veendod.

A 3.8.3. megjegyzésben F'(0) = 0-t is fel kell tenni.

Lemma 3.9.2. miért kovetkezik az el6z6b6l (itt P magasabb fokszami lehet)?

A 160. oldalon mi az f*7

Szeged, 2010. aug. 29. —

Totik Vilmos
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