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1. Kittizott kutatasi feladat

A disszertacio célja megvizsgélni, hogy milyen kapcsolat van a szamegyenes vagy
altalanosabban R"™ additiv és mértékelméleti strukturaja kozott. Mindezt kiilonb6zé
probléméakon keresztiil tessziik.

Az egyik f6 kérdés az, hogy ha kicsi egy halmaz az egyik értelemben, akkor
kovetkezik-e ebbdl, hogy kicsi a masik értelemben. Vilagos, hogy mérték szerint akkor
kicsi egy halmaz, ha kicsi a mértéke vagy a dimenzidja. Az additiv struktira, vagy
konkrétabban az eltolasok (és esetleg nagyitasok) szerint sokféleképpen lehet kicsi
egy halmaz. Az egyik lehet&ség, hogy egy halmazt akkor tekintiink kicsinek, ha nem
tartalmaz adott halmazhoz hasonlé mintat. Ennek és a mértékelméleti kicsiségnek
a kapcsolatat vizsgéljuk a disszertacio elsé fejezetében. A mésodik fejezetben akkor
tekintiink egy halmazt kicsinek, ha kevés eltoltjaval nem fedhetd a szamegyenes.

A harmadik fejezetben a kicsiséggel és fedésekkel kapcsolatban az alabbi kérdést
fogjuk vizsgalni: Igaz-e, hogy ha egy mérheté halmazt le lehet fedni bizonyos tipu-
st halmazokkal tgy, hogy a halmaz stirtisége minden fedé halmazban kicsi, akkor
magénak a halmaznak kicsi a mértéke? Latni fogjuk, hogy ha akarmilyen téglalapot
megengediink fedGhalmaznak, akkor negativ a valasz, ha viszont csak tengelyparhu-
zamost, akkor mar pozitiv. Tehat a pozitiv eredmény valamiképpen itt is az additiv
struktiradhoz kotddik, és nem marad igaz, ha megengediink forgatasokat is.

A negyedik fejezetben azt vizsgaljuk, hogy egy fraktal halmaz (konkrétabban
onhasonl6é vagy onaffin halmaz) mekkora mértékid halmazban metszi sajat maga-
nak egy eltolt (vagy altalanosabban egybevago, hasonlé vagy affin) példanyat. Itt
mérték alatt az onhasonl6 illetve onaffin halmazra természetesen illeszkedé mérté-
ket értiink. Kétféle eredményt bizonyitunk. Az egyik tipus instabilitasrol szol és azt
mondja, hogy a metszet mértéke csak tugy lehet kozel az eredeti halmaz mértéke-
hez, ha azt az elmozgatott példany teljesen lefedi. A mésik pedig azt mondja, hogy
a metszet specidlis eseteket kivéve mindig nullmértékid. Vegytik észre, hogy mind-
ezek a tulajdonsagok szoges ellentétben allnak a hagyoméanyos geometriai alakzatok
tulajdonsagaival.

Az 6t6dik fejezetben a szamegyenes additiv és mértékelméleti kapcsolatat ugy ta-
nulmanyozzuk, hogy egész értéki fiiggvények periodikus mérhets fiiggvények Ossze-
geként torténd elGallithatosagat vizsgaljuk. A f6 kérdés, amit vizsgalunk az, hogy
vajon, ha egy egészértéki fliggvény elGall periodikus mérhetd valos értékd fiiggveé-
nyek Osszegeként, akkor elgall-e ugyanilyen periodusi egész értéki (vagy legalabb
majdnem mindeniitt egész értékd) mérhets periodikus fiiggvények sszegeként. Mi-
utan kidertil, hogy ez nem mindig igaz, jellemezziik azokat a periddusokat (pon-
tosabban periodus k-asokat), amelyek esetén ez igaz. Kozben jellemezziik azokat a
periodus k-asokat is, amelyekre igaz, hogy egy mérheté R — R /Z fliggvény lényegé-
ben egyértelmten all el§ ilyen periodusi periodikus mérheté R — R/Z fiiggvények
Osszegeként (ha eldall).

Célunk még a fenti eredmények alkalmazésa valamint kapcsolodo allitasok vizs-
galata a matematika kiilonb6zd teriiletein. Latni fogjuk példéul, hogy az eltoléas
szerint kis halmazok hasznéalhatdak csoportelméleti eredményhez, a fedések stirtisé-
gével kapcsolatos eredményeink olyan fedési tételekhez vezetnek, amelyek erdsitései
a harmonikus analizisben hasznalt fedési tételeknek, a fraktal halmazok metszetérsl



kapott eredményeink pedig a halmazokon értelmezett természetes mértékek invari-
ans kiterjesztésére lesznek hasznalhatoak.

2. Vizsgalati modszerek

A bizonyitasok soran sokféle modszert és eredményt alkalmazunk, melyek egy ré-
szét mar masok is hasznéltak, de igen sok 1j technikara is sziikség volt. A geometriai
mértékelmélet mellett halmazelméleti, geometriai, valos fiiggvénytani, harmonikus
analizisbeli, algebrai és szamelméleti modszerek jatszanak még fontos szerpet, s6t
(az 1. fejezetben) még az Ordog Jatékdban hasznalt "6rdogi" stratégiat is hasznal-
juk. Volt, ahol valamilyen hagyoményos modszer ihletett valami ujat: példaul a 3.
fejezetben a kulcs-allitas bizonyitasaban a harmonikus analizisben alapveté maxi-
méloperator mintajara bevezetett minimaloperator jatszik nagyon fontos szerepet.

3. Uj tudoméanyos eredmények és alkalmazasaik

A disszertacio alapvetfen a valos szamok vagy altalanosabban a véges dimen-
zi6s euklideszi terek additiv és mértékelméleti strukturajanak kapcsolatarol szol.
Az eredmények szorosan kapcsolédnak mas témakorokhoz is. Egyrészt, mint ahogy
azt az el6z6 részben ismertettiik, hasznalunk eredményeket és modszereket a mate-
matika szdmos a4gabol, mésrészt bemutatunk alkalmazasokat, valamint kapcsolodo
eredményeket is.

3.1. Adott mintakat elkeriilé halmazok

A Lebesgue-féle stirtiségi tétel egy egyszert és kozismert kovetkezménye szerint a
szamegyenesen tetszéleges pozitiv mértékd mérhets halmaz tartalmaz minden véges
halmazhoz hasonlé részhalmazt. Felmeriil a kérdés, hogy elég-e, ha pozitiv mérté-
kiiség helyett nagy Hausdorff-dimenziot tesziink fel. A disszertacio elsé fejezetének
eredményei azt mutatjak, hogy nem.

Azt fogjuk mondani, hogy a szamegyenes egy 3 vagy 4 pontt részhalmaza parale-
logrammat alkot, ha {a, a+u,a+v,a+u+v} alakt, ahola € R és 0 < u < v. Az elsd
eredményben a paralelogrammakat keriiljiik el, azaz mutatunk olyan 1 Hausdorft-
dimenzi6ji kompakt halmazt, amely nem tartalmaz paralelogrammét, amibdl persze
az is kovetkezik, hogy nem tartalmaz legalabb 3 tagu szamtani sorozatot sem.

Vegyiik észre, hogy a szdmegyenes egy részhalmaza pontosan akkor nem tartal-
maz paralelogrammat, ha minden eltoltjat legfeljebb 1 pontban metszi. (A hely-
benhagyést itt nem tekintjiik eltolasnak.) Tehat a kovetkezs tétel valoban olyan 1
Hausdorff-dimenzi6ji kompakt halmazt ad, amely nem tartalmaz paralelogrammat

1. Tétel. [Suppl-1, Theorem 1] Van olyan 1 Hausdorff-dimenzidji kompakt halmaz
a szamegyenesen, amely minden (6nmagdtdl kilonbozd) eltoltjdt legfeljebb 1 pontban
metszi.

Az elsg ilyen tipusu eredmény Pertti Mattilatol [Ma84| szarmazik, aki olyan 1
Hausdorff-dimenzioja kompakt A és B halmazokat mutatott a szdmegyenesen, ame-
lyek egymas barmely eltoltjat csak legfeljebb 1 pontban metszik. A fenti eredmény



tehéat azt mutatja, hogy amennyiben a helybenhagyastol mint eltolastol eltekintiink,
valaszthatjuk A-t és B-t egyforménak.

A disszertacié 4. részében ugyanennek az 1. tételnek alkalmazéasaként az alabbi
furcsasag is kideriil majd a kapott halmazrol: ez egy olyan 1 Hausdorff-dimenzi6ju
kompakt halmaz a szamegyenesen, amelyen barhogy definialunk egy folytonos Borel-
mértéket (a folytonos itt azt jelenti, hogy az 1 pontd halmazok nullmértékiek), az
mindig kiterjeszthets az egész szdmegyenesre eltolasinvarians mértékkeé.

Adott halmazhoz hasonlo halmaz keresése illetve elkeriilése szorosan kapcsolodik
egy régi Erdds sejtéshez is, amely azt allitja, hogy megadhat6 a szamegyenes minden
végtelen halmazéhoz olyan pozitiv mértéki mérhets halmaz, amely nem tartalmaz
az adott halmazhoz hasonlot. Ismert, hogy lassan konvergalé sorozatok nem ellenpél-
déak [Fa84, Bo87, Ko97| (tovabbi eredményekért lasd a [HLIS, Ko83, Sv00] cikkeket).
Kiemelked6 matematikusok erdfeszitési ellenére sem lehet ennél sokkal tobbet tud-
ni, példaul egyetlen exponenciélis sebességgel konvergald sorozatrol sem tudni, hogy
ellenpélda-e. Méasfelsl, mint ahogy azt mar emlitettiik, a Lebesgue féle stirtiségi tétel-
bél egyszeriien kévetkezik, hogy minden pozitiv mértékid mérheté halmaz tartalmaz
barmely véges halmazhoz hasonlé részhalmazt.

Bisbas és Kolountzakis [BK06| kezdték vizsgalni, hogy mi a helyzet akkor, ha
pozitiv mértéki halmaz helyett megelégsziink 1 Hausdorff-dimenzi6ji halmazzal. Az
alabbi allitasra adtak egy nem teljes bizonyitast: Minden végtelen A C R halmazhoz
megadhat6 egy 1-dimenzioju kompakt E halmaz tgy, hogy F nem tartalmaz A-hoz
hasonlé halmazt. Ezutan felvetették a kérdést, hogy vajon igaz-e ez véges A halmaz
esetén is.

Kozben losevich is feltette szinte ugyanezt a kérdést az alabbi forméban: Ha
A C R adott véges halmaz és £ C [0,1] adott (elég nagy) Hausdorff dimenzioju
véges halmaz, akkor igaz-e hogy FE biztosan tartalmaz A-hoz hasonlé halmazt?

Ezeket a kérdéseket sikeriilt megvalaszolni megmutatva, hogy tetszéleges leg-
alabb 3 elemid A halmazhoz megadhaté 1 Hausdorff-dimenzioju halmaz, amely nem
tartalmaz A-hoz hasonl6 részhalmazt. Valojaban az aldbbi tétel és annak két koz-
vetlen kovetkezménye ennél valamivel tobbet is allit.

2. Tétel. [Suppl-2, Theorem 1] Tetszéleges A C (1,00) halmazhoz megadhatd olyan
1 Hausdorff-dimenzioji kompakt EE C R halmaz, amelyre x < y < z,x2,y,2 € E
esetén == & A.

)

3. Kovetkezmény. [Suppl-2, Corollary 2/ Legaldbb 3 elemid halmazok tetszéleges
B1, B, ... C R sorozatdhoz megadhato olyan 1 Hausdorff-dimenzidji kompakt E C
R halmaz, amely a By, Bo, ... eqyikéhez sem tartalmaz hasonlo részhalmaczt.

4. Kovetkezmény. [Suppl-2, Corollary 3] Tetszéleges B C R megszdamldlhato hal-
mazhoz megadhato olyan 1 Hausdorff-dimenzioji kompakt E C R halmaz, amely B
barmely hasonlo példdnydt legfeljebb két pontban metszi.

A fenti negativ eredmények utdn Laba és Pramanik [LP09| gy értek el pozi-
tiv eredményeket, hogy csak olyan E C R halmazokat engedtek meg, amelyeken
van olyan valészintiségi mérték, amelynek Fourier transzformaltja adott sebességgel
cseng le a végtelenben.



A kozelmultban Maga Péternek [MaP| a modszerek tovabbfejlesztésével sikertilt
a fenti eredmények egy részét altalanositani. Megmutatta, hogy az 1. Tétel megfele-
16je igaz n-dimenzidban is, vagyis mutatott olyan n Hausdorff-dimenzioju kompakt
halmazt R"-ben, amely minden (6nmagatol kiilonbozs) eltoltjat legfeljebb 1 pont-
ban metszi. A 3. Kévetkezményhez hasonld allitast a sikon sikeriilt bizonyitania,
megmutatva, hogy a sik barmely legalabb 3 elemii A halmazédhoz megadhaté olyan
2 Hausdorff-dimenzi6ju kompakt halmaz a sikon, amely nem tartalmaz A-hoz ha-
sonl6 részhalmazt. A bizonyitasa magasabb dimenziéban nem miikodik, az is lehet,
hogy az analog allitas magasabb dimenziéban mér nem is igaz. Heurisztikak alapjan
agy tinik, hogy példaul a térben egy 2-nél nagyobb Hausdorff-dimenzi6ji halmaz-
nak mar tartalmaznia kell barmilyen nem egy egyenesre esé harom adott ponthoz
hasonlé részhalmazt. Ebben az irdnyban jelenleg is folyik kutatas.

Mind az 1. mind a 2. Tétel, valamint Maga Péter altalanositdsai ugyanazt a
triikkot hasznaljak mint az Ordog az alabbi jatékban:

Az Ordég Jateka: A Jdtékos minden lépésben ad eqy szdzforintos érmét az
Ordognek, aki ad helyette két darab szdzforintos érmét. Két tovabbi meqgkités van:
az eqyik, hogy végtelen sok Iépésig kell jdtszani, a mdsik pedig, hogy az Ordég vdlasztja
ki, hogy melyik lépésben melyik érmét kér.

Az Ordég gonosz stratégiaja a kovetkezd: megszamozza az Osszes érmét, minden
lépésben a legkisebb szamhoz tartoz6 érmét kéri el, és azt mar tébbet nem is adja
oda. Igy a Jatékosnak ugyan egyre tobb pénze lesz, de végtelen sok 1épés utan minden
érme az Ordégnél lesz.

3.2. A szamegyenes lefedése kis halmazokkal

Mely kompakt halmazok kontinuumnal kevesebb eltoltjaval lehet lefedni a szam-
egyenest? Vilagos, hogy ha a kompakt halmaz tartalmaz intervallumot, akkor mar
megszamlalhato sok eltolt is elég. Masrészt viszont a Baire féle kategoria tétel szerint
egy sehol sem stird kompakt halmaz megszdmlalhatéan sok eltoltja nem fedheti le a
szamegyenest, tehat kontinuum hipotézis esetén ezzel meg is valaszoltuk a kérdést.

Gary Gruenhage vette észre, hogy a halmazelmélet szokasos ZFC axiémarendsze-
rével az is konzisztens, hogy egy tetszéleges adott pozitiv Lebesgue-mértéki kom-
pakt halmaz kontinuumnal kevesebb eltoltjaval is lefedhets a szamegyenes. Tehat
pozitiv mértékd sehol sem stird kompakt halmazok esetén a ZFC axiémarendszertsl
fiiggetlen, hogy kontinuumnal kevesebb eltoltjuk lefedheti-e a szdmegyenest.

Gruenhage azt is bebizonyitotta, hogy a szdmegyenes nem fedhetd le a klasszikus
triadikus Cantor-halmaz kontinuumnal kevesebb eltoltjaval. Ezen eredmények utan
tette fol az alabbi kérdést:

5. Kérdés. Igaz-e, hogy a szamegyenes nem fedhetd le semmilyen nullmértékid kom-
pakt halmaz kontinuumndl kevesebb eltoltjdval?

Késébb Daniel Mauldin kérdezte, hogy legalabb a kovetkez6 kérdésre pozitiv-e
valasz:

6. Kérdés. Igaz-e, hogy a szdmegyenes nem fedhetd le semmilyen 1-nél kisebb Ha-
usdorff dimenzios kompakt halmaz kontinuumndl kevesebb eltoltjdval?



Az Udayan B. Darjival k6zos cikkiink f6 eredménye szerint ha Hausdorff-dimenzio
helyett pakolasi dimenziét tekintiink, akkor a valasz pozitiv:

7. Tétel. [Suppl-3] A szimegyenes nem fedhetd le semmilyen 1-nél kisebb pakoldsi
dimenzioji kompakt halmaz kontinuumndl kevesebb eltoltjdaval.

Valojaban a kovetkezd erGsebb tételt igazoltuk, amely egyben Ronnie Levy kér-
désére is valaszt ad, aki azt kérdezte, hogy lefedhet6-e a szdmegyenes a klasszikus
triadikus Cantor-halmaz kontinuumnal kevesebb hasonlo példanyaval.

8. Tétel. [Suppl-3, Theorem 2.5] A szimegyenes nem fedhetd le semmilyen 1-nél
kisebb pakoldsi dimenzioji kompakt halmaz kontinuumndl kevesebb hasonlo példd-
nydval.

Ugy bizonyitottuk be a 8. tételt, hogy az adott 1-nél kisebb pakolasi dimenzi-
6jua C kompakt halmazhoz gyartottunk egy nem-iires P perfekt halmazt, amelyet
C barmely hasonlé példanya véges halmazban metsz. Miutan egy nem-iires perfekt
halmaz biztosan kontinuum szamossagi, ebbdl azonnal kovetkezik, hogy C' kontinu-
umnal kevesebb eltoltja mar P-t sem tudja lefedni, nemhogy R-et.

Az eredeti 5. Probléma megoldaséhoz egy lehetséges utként az alabbi kérdést
vetettiik fel.

9. Kérdés. [Suppl-3, Problem 3.1] Igaz-e, hogy minden nullmértékd kompakt C' hal-
mazhoz megadhato olyan nem-ires perfekt halmaz, amelyet C' minden eloltja meg-
szamldalhatoan sok pontban metsz?

Pozitiv valaszbol vilagosan koévetkezik pozitiv valasz az 5. Problémara is. Bar
negativ valaszbol kozvetleniil semmi sem kdvetkezik, legalabb nem muszaj az axio-
méaktol fliggenie egy esetleges negativ valasznak.

Késébb ez a megkozelités annak ellenére is sikeresnek bizonyult, hogy mindkét
kérdésre negativ vilasz adodott: Elekes Marton és Juris Steprans [ES04] el6bb nega-
tiv valaszt adtak ZFC-ben a 9. kérdésiinkre, majd ugyanazon ellenpélda segitségével
megmuttak, hogy a negativ valasz (is) konzisztens ZFC-vel az eredeti 5. kérdeésre.

Nemrég Mauldin 6. kérdése is megoldodott: Mathé Andras [MaA| a fent em-
litett Elekes-Steprans bizonyitast tovabbfejlesztve olyan nulla Hausdorff-dimenzios
kompakt halmazt mutatott, amelyre konzisztens ZFC-vel, hogy kontinuumnal keve-
sebb eltoltjaval lefedhet a szamegyenes. Ez azt mutatja, hogy a 7. Tétel éles ab-
ban az értelemben, hogy a pakolasi dimenzi6 (nagyon) nem cserélhetd le Hausdorff-
dimenziora.

A fentiekben egy rogzitett kis halmaz kevés eltoltjaval probaltuk lefedni a szam-
egyenest. Most viszont azt fogjuk megnézni, hogy kevés kis halmaz lefedheti-e a
szamegyenest. Ezuttal egy halmazt  kicsi”-nek tekintiink, ha van kontinuum sok
paronként diszjunkt eltoltja. Habér elsére talan azt varnank, hogy kontinuumnal
kevesebb ilyen értelemben kicsi halmaz nem tudja lefedni a szamegyenest, de mint
ahogy az Abért Miklossal [Suppl-4| észrevettiik, akar megszamlalhatéan sok ilyen
halmaz is elég lehet, s6t még a kovetkezd is igaz:

10. Lemma. [Suppl-4, Lemma 5] Megadhaté a szimegyenesnek egy U2 A, = R
megszamldlhato particidja és minden A, halmaznak kontinuum sok eltoltja gy, hogy
az 0sszes halmaz dsszes eltoltja (vagyis az A, + tha (n € Nya € [0,1)) halmazok)
paronként diszjunktak legyenek.



Talan kissé meglepd, hogy a fenti lemma végiil tisztan csoportelméleti eredmény-
hez fog vezetni. Ehhez azt vizsgaltuk meg, hogy a sik mely permutécioi allnak el
az alabbi nagyon egyszeri transzformaciok kompozicidjaként.

11. Definici6. Figgdleges (illetve vizszintes) csusztatdson (z,y) — (z,y + f(z))
(illetve (z,y) — (z + g(y),y)) alaka R?* — R? leképezést értiink, ahol f (illetve g)
tetszéleges R — R fiiggvény.

Csusztatdason fiiggtleges vagy vizszintes cstusztatést értiink.

Vegylik észre, hogy a fiiggsleges (illetve vizszintes) csusztatas olyan siktranszfor-
méaciot jelent, amikor a fiiggsleges (illetve vizszintes) egyeneseket toligaljuk fiiggs-
legesen (illetve vizszintesen).

Miutan minden csiisztatas nyilvan a sik pontjainak egy permutacioja, a kérdés az,
hogy mely permutéciok allnak el§ véges sok csiisztatas kompozicidjaként. A valasz
meglepGen egyszerid. Mind!

12. Tétel. [Suppl-4, Theorem 2| A sik pontjainak barmely permutdcidja elddllit-
hato legfeljebb 209 csusztatds egymds utdni alkalmazdsaval. Azaz a sik bdarmely p
permutdciojdhoz megadhatoak fi, ..., fios €s g1,...,9104 R — R fiiggvények, ame-
lyekre p = Fy o Gy o -+ o Figq 0 Gyog © Fios, ahol Fi(z,y) = (z,y + fi(x)) és
Gi(r,y) = (x +9i(y), y).

Mivel mind a fiiggéleges, mind a vizszintes csisztatdasok a sik permutéciocso-
portjanak Abel-részcsoportjat alkotjak, melyek egymassal izomorfak, az alabbi cso-
portelméleti eredmény kozvetleniil adodik:

13. Kovetkezmény. [Suppl-4, Corollary 3] A kontinuum szimossagi halmazon ha-
td permutdciccsoport elddll két egymdssal izomorf Abel-részcsoport véges sok (209)
példdnydnak szorzataként.

Korabban hasonlo eredményt bizonyitott Abért Miklos [Ab02] megszamlalhato
halmazon haté permutéaciocsoportra gy, hogy a 12. Tétel megfelelgjét (persze 209
helyett mas konstanssal) a sik helyett Z x Z-n bizonyitotta.

Keésébb Komjath Péter [Ko02] altalanositotta a 12. Tételt, és azt is megmutatta,
hogy joval kevesebb csiisztataas is elég.

Ezen a ponton talan nem egészen vildgos, mi koze a kis halmazokkal fedés-
nek (10. Lemma) a sik permutacioinak cstsztatasokkal torténd elgallithatosagahoz
(12. Tétel). Az sszekots kapocs az alabbi allitas:

14. Allitas. [Suppl-4, Claim 6] Az S = R x [0,1) wizszintes sdv beleképezhetd az
e =R x {0} egyenesbe 3 csisztatds segitségével.

3.3. Sirtiség és fedések R"-ben
A 3. fejezet kiindul6é probléméja a kovetkezd:

15. Kérdés. Igaz-e, hogy ha az egqységnégyzet eqy mérhetd részhalmazdt lefedyiik
tengelypdrhuzamos téglalapokkal (melyek mindegyike benne van az egységnégyzetben)
gy, hogy a halmaz strisége minden fedd téglalapban kicsi, akkor a halmaz mértéke
is kicsi?



|ANB|
|B]

(Az A halmaz siriségén a B halmazban a mennyiséget értjiik, ahol |.| a
Lebesgue mértéket jeldli.)

Elsére talan egyértelmiinek tiinik, hogy ennek igaznak kell lennie. Ugyan tényleg
igaz, de abbol deriil ki, hogy ez egyaltalan nem magatol értet6dd, hogy akarmilyen
allasu téglalapokat is megengedve mér nagyon negativ lenne a valasz: egy tgyneve-
zett Nikodym-halmazbol (lasd pl. [Gu75]) kiindulva nem nehéz akar 1 — e mértékd
zart halmazt megadni az egységnégyzetben, valamint annak egy fedését az egység-
négyzetben fekvo kis téglalapokkal ugy, hogy minden fedé téglalapban e-nal kisebb
a halmaz striisége.

A 3. fejezet kulcseredménye pozitiv valasz a 15. kérdésre nemcsak a sikon, hanem
R™-ben.

16. Tétel. [Suppl-5, Theorem 2.1] Ha a (0,1)" egységkocka egy h-ndl nagyobb (Le-
besque) mértékd mérhetd H részét lefedjik az eqységkocka tengelypdrhuzamos résztég-
ldinak egy R rendszerével, akkor valamelyik R € R fedd téglaban H siriisége nagyobb

mint (1-)", azaz HoR N
N
)

Egyszertd példa (az egységkocka egy testatloja koriili vékony henger) mutatja,
hogy az eredmény éles abban az értelemben, hogy C,h"-nél nagyobb stirtiség nem
garantalhato.

Miel6tt ratérnénk a tétel legfontosabb alkalmazasaira, elGszor nézziik meg azt az
alkalmazést, amely a fenti kérdést eredetileg motivalta.

A. Carbery tette fol a kovetkezs kérdéset (lasd [CCW]), amely méig megoldatlan:

Mely g : [0,1] — [0, 1] figguényekre igaz, hogy

(*) az eqységnégyzet tetszileges H mérhetd részébdl kivdalaszthato 4 pont, melyek
legalabb g(|H|) teriiletd tengelypdrhuzamos téglalapot alkotnak?

Ennek a kérdésnek a kapcséan kérdezte Gyongy Istvan a kovetkezdt:
Mely f :[0,1] — [0, 1] figgvényekre igaz, hogy

(#%) az egységnégyzet tetszdleges H mérhetd részébdl kivdlaszthato 4 pont, melyek
olyan R tengelypdarhuzamos téglalapot alkotnak, amely a H halmaz legaldbb
f(|H|) mértékd részét lefedi?

Vilagos, hogy nehezebb (xx)-nak eleget tenni mint (*)-nak. A 16. Tételt felhasz-
nalva viszont nem nehéz egy (*)-nak eleget tevs fliggvénybol (xx)-nak eleget tevs
fiiggvényt kapni:

17. Allitas. [Suppl-5, Proposition 3.4] Ha a g fiigguény teljesiti (*)-t, akkor f(h) =
pa(h/2)g(h/2) teljesiti (#x)-t, ahol pa(h) = h?/16 az a figguény, amely megjelent
a 16. Tételben n = 2 esetben.

Hasznéalva A. Carbery, M. Christ és J. Wright [CCW] eredményét, mely szerint
g(h) = ch?/log(1/h) (alkalmas ¢ > 0 és elég kis h esetén) eleget tesz (x)-nak, a
kovetkezd részeredményt kapjuk Gyongy Istvan kérdésére:



18. Kovetkezmény. [Suppl-5, Corollary 3.5] A h < 6-ra f(h) = ¢h*/log(1/h),
h > é-ra f(h) = f(0)-nak értelmezett fiigguény eleget tesz (*x)-nak, ahol § > 0
tetszoleges, ¢’ pedig csak §-tol fiigg.

Az alabbi egyszert példa mutatja, hogy egy (*)-t kielégits fiiggvény nem lehet u?-
nél nagyobb. Legyen H,, az egységnégyzet m x m-es felosztas fGatlojaban szerepld
kis négyzetlapok uni6ja. Ekkor |H,,| = 1/m és minden olyan tengelyparhuzamos
téglalap, amelynek mind a négy csicsa H,,-ben van legfeljebb # teriiletd. Nem
ismert, hogy a(u) = cu? kielégiti-e (*)-t (elegendden kicsi ¢ > 0 esetén).

Reiman Istvan [Reb8| egy véges geometriai konstrukciojanak segitségével adhato
olyan példa [Suppl-5, Example 3.6], amely azt mutatja, hogy a h® + k' ( ~ h3)
fliggvény nem teljesiti (xx)-ot. Tehat a (xx)-ot kielégits f(h) fliggvények optimalis
nagysagrendjében h kitevgje valahol a [3, 4] intervallumban van.

A 16. tételbdl konnyen kaphaté olyan eredmény, amely a teljes R"-ben hasznal-
hato:

19. Tétel. [Suppl-5, Theorem 2.4] Legyen H C R™ véges mértékd mérhetd halmaz,
R pedig tengelypdarhuzamos tégldak olyan rendszere, amely gy fedi le H-t, hogy H
strisége UR-ben nagyobb mint h > 0. Ekkor van olyan R € R tégla, amelyben H

strisége nagyobb mint p,(h) = (%)n; azaz
\H N R h\"
>pa(h)=(=—] .

Ebbdl a tételbsl mohod kimeritéssel kaphatjuk az alabbi fedési tételt, amely azt
mondja, hogy tengelyparhuzamos téglak barmilyen rendszerébdl kivilaszthatod vé-
ges sok, amelyek mar az eredeti unié nagyon nagy részét fedik, mégis az atlagos
atfedettség valamilyen korlat alatt marad.

20. Tétel. [Suppl-5, Theorem 2.5/ Minden n € N-re van olyan C, : Rt — R*
fiigguény, amelyre a kovetkezd teljesiil: ha € > 0, R pedig R™-beli tengelypdrhuzamos
téglak olyan rendszere, amelynek unidja véges mértéki, akkor R-bdl kivdlaszthatoak
Ry,... R, € R téglik, amelyekre

(Z) ’ UR\UZL:IRk‘
|UR|
és
. ™ R
(11) % < Cple).

Az alabbi allitasokban és definiciokban feltessziik, hogy B nem-tires korlatos nyilt
halmazok egy rendszere R™-ben, tovabba hogy 1 < ¢ < oc.
Cordoba és Fefferman |[CF75| vezette be az alabbi fedési tulajdonsagot:

21. Definicié. Azt mondjuk, hogy a B halmazrendszer rendelkezik a V, fedési tu-
lajdonsaggal, ha léteznek olyan C' < 0o és ¢ > 0 konstansok, amelyekre valahanyszor
R C B és | UR| < oo, mindig kivalaszthato Ry, ..., R, € R ugy, hogy

(i) JUR Rl 2 ¢ [UR] & (i) || ) xmllo < CJURIM,

k=1

ahol ||.||, az L,-norméat, y g, pedig az R halmaz karakterisztikus fiiggvényét jeloli.
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A [CF75| cikkben bebizonyitottak, hogy a tengelyparhuzamos téglak Z" rend-
szere rendelkezik a V, fedési tulajdonsaggal minden 1 < ¢ < oo-ra. Ki fog dertilni,
hogy az aldbbi erdsebb tulajdonsaggal is rendelkezik:

22. Definici6. [Suppl-5, Definition 4.2] Azt mondjuk, hogy B rendelkezik a C'V
fedési tulajdonsaggal, ha megadhato olyan C': RT — R* fiiggvény, amelyre € > 0,
R C Bés|UR| < oo esetén mindig kivalaszthatd Ry, ..., R, € R amelyre

() U Rl 2 (1=9)UR| & (i) [[) xmlle < Ce)URIM

k=1

Vegyiik észre, hogy a 20. Tétel épp azt mondta ki, hogy a tengelyparhuzamos
tégldk Z" rendszere rendelkezik a CV; fedési tulajdonsédggal. A 19. tétel pedig az 7"
rendszer aldbbi tulajdonsagaval fejezhetd ki:

23. Definicié. [Suppl-5, Definition 4.2] Azt mondjuk, hogy a B halmazrendszer
rendelkezik a minimalis stirtiségi tulajdonsaggal (MST) ha létezik olyan p : Rt — R™
fliggvény, amelyre valahanyszor egy véges mértékd mérhet6 H C R™ halmazt ugy
fed le egy R C B rendszer, hogy H strtisége UR-ban d > 0, akkor van olyan R € R,
amelyben H striisége nagyobb mint p(d); azaz

[ROH| [ |H
RSN A

Ugyanugy, ahogy a 19. Tételb6l moho kimeritéssel kovetkezett a 20. Tétel, nem
nehéz bizonyitani, hogy MST-bdl mindig kévetkezik a CVi-tulajdonsig. Talan kissé
meglepd, hogy a megfordités is igaz:

24. Tétel. [Suppl-5, Theorem 4.6/
MST < CV;y.

25. Megjegyzés. A fedési tételek kiilondsen az integralok differencialasénak elmé-
letében jatszanak fontos szerepet (lasd példaul [Gu75| és [Gu8l]). Ismeretes, hogy
ha B rendelkezik a Vi-tulajdonsaggal, akkor rendelkezik a stirtiségi tulajdonsaggal
is (amely azt jelenti, hogy mint differencialbazis differencialja a mérhets halmazok
karakterisztikus fliggvényeit, azaz majdnem minden z-re ﬁ Il ot = (x), ha f
mérhets halmaz karakterisztikus fiiggvénye, x € R,, € B és az R,, halmazok atmérGje
nulldhoz tart). Tehat az itt bevezetett minimaélis stirtiségi tulajdonsaghol kovetkezik
a klasszikus strtiségi tulajdonsag. Az alabbi példa mutatja, hogy a megforditas nem
igaz.

Alljon R azokbol a halmazokbél a sikon, amelyek elallnak egy korlap és egy
ugyanolyan kozéppontt, de kétszer akkora sugara korcikk unidjaként. Mivel ezek a
halmazok regulérisak abban az értelemben, hogy kitoltik egy négyzet teriiletének egy
rogzitett részét, ezért ez a rendszer rendelkezik az 6sszes szokasos szép tulajdonsag-
gal, igy a stirtiségi tulajdonsaggal is. Viszont nem rendelkezik a minimaélis stirtiségi
tulajdonsaggal (és igy a CV, tulajdonsaggal sem semmilyen ¢ > 1-re), mert alkal-
mas korgytrtt ugy le tudunk fedni ilyen halmazokkal, hogy a korgytiri strtisége
mindegyikben nagyon kicsi.

Tehat



1. A minimalis stirtiségi tulajdonsag szigortian erésebb mint a stirtiségi tulajdon-
Sag.

2. A CV-tulajdonsag szigortian ergsebb mint a V,-tulajdonsag.

3. A minimalis striségi tulajdonsagot és a CV, tulajdonsagot nem lehet a har-
monikus analizis hagyomanyos modszereivel bizonyitani.

Vilagos, hogy barmilyen 1 < ¢ < oo esetén a CV,-tulajdonsagbhol kovetkezik a
V,-tulajdonsag és a CV;-tulajdonsag. Talan kissé meglepd, hogy a megforditas is
igaz:

26. Tétel. [Suppl-5, Corollary 4.12] Ha B rendelkezik a minimdlis sdriségi tulaj-
donsdggal (vagy az ezzel ekvivalens CVi-tulajdonsdggal),akkor

V,&CV, (1<qg<o).

Tehat a 19. és 26. tételek egylitt azt adjak, hogy a tengelyparhuzamos téglak
rendszere (més néven az erés bazis) rendelkezik a CV -fedési tulajdonsaggal, amely
bizonyos értelemben a legerdsebb ismert fedési tulajdonsaga az erés bézisnak:

27. Kovetkezmény. [Suppl-5, Corollary 4.15] A tengelypdrhuzamos téglak I™ rend-
szere R™-ben rendelkezik a CV,y-tulajdonsdggal minden 1 < q < oco-ra.

Azaz minden n € N, 1 < ¢ < oo és € > 0-hoz megadhaté egy C(n,q,€) kons-
tans, amelyre ha R n-dimenzids tengelypdrhuzamos téglik olyan rendszere, amelyre
| UR| < oo akkor kivdlaszthato Ry, ..., R, € R amelyre

() JUiL Bl = (1=)]UR| és (i) || xrlle < Cln,q.e)]UR[VE

k=1

A fenti eredmények mutattdk a minimaélis stirtségi tulajdonsagi hasznossagat.
Masteldl eddig csak a tengelyparhuzamos téglak rendszerérdl lattuk be, hogy rendel-
kezik vele. Rdadasul a legkevésbé sem konnyt ezt a tulajdonsagot bizonyitani még a
legalapvetébb halmazrendszerek esetén sem. A 25. Megjegyzésben lattuk, hogy azon
halmazok rendszere, amelyek elGallnak egy korlap és egy ugyanolyan kozéppont,
de kétszer akkora sugart korcikk unidjaként, nem rendelkezik ezzel a tulajdonsag-
gal. Az alabbiakban latni fogjuk, hogy ha a B halmazrendszer halmazai nem tul
,szurosak”, akkor a rendszer rendelkezik a minimélis stirdiségi tulajdonsaggal.

28. Definicidé. Csoppdn egy pont és egy a pontot nem tartalmazéd géomb unidjanak
konvex burkét értjiik, a csopp szégén pedig azt a szoget értjiik, amelyet a ponton és
a gomb kozéppontjan atmend egyenes zar be a pontbol hiizott érintkkel.

Legyen 0 < d < 1¢és 0 < a < /2. Azt mondjuk, hogy a H C R™ korlétos
nyilt halmaz (d, o)-nem-szirds, ha H el6all legalabb o szog és legalabb d - diam H
atmérdji csoppok unidjaként.

29. Tétel. [Suppl-6, Theorem 3] Tegyiik fel, hogy a R halmazrendszer R™-beli korld-
tos dtmérdji (d, a)-nem-sziurds halmazokbdl dll. Ekkor minden ¢ > 0-ra kivdlaszthato
Ry,..., R, € R amelyekre
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(1)
| Uity Bel = (1 —¢)[UR] s
(11) az Ry, ..., Ry halmazok beoszthatoak M darab, paronként diszjunkt halmazokat
tartalmazo halmazrendszerbe, ahol M csak n-tdl, d-tdl, a-tdl, és e-tdl figg.

A kovetkezd allitas kozvetlenil adodik a 29. tételbdl:

30. Kovetkezmény. [Suppl-G, Corollary 5] Tetszéleges n € N, 0 < d < 1 és 0 <
a < /2 esetén R™-beli (d, )-nem-szirds halmazok tetszdleges rendszere rendelkezik
a CVy tulajdonsdggal és igy a CV, tulajdonsdg is minden 1 < q < oo-ra €és a
mimimalis siridségr tulajdonsdaggal 1s.

Tehét a nem-szurossag elégséges feltétel a mimimaélis stirtiségi tulajdonsaghoz, de
annal valojaban sokkal erGsebb. Masfelsl igen nagy és alapvets osztalyok is kielégitik
ezt a feltételt. Példaként csak az alabbi osztalyt emlitjiik:

31. Definicié. Egy H C R™ halmaz r-requldris ha van olyan ) D R kocka, amelyre
|H[/|Q| > .

32. Kovetkezmény. [Suppl-6, Corollary 8/ Ha az R halmazrendszer R™-beli -
requldris konvexr nyilt halmazokbol dll, akkor barmely € > 0-ra megadhato R-nek M
darab olyan részrendszere, amelyek mindegyike paronként diszjunkt halmazokbol dll,
és amelyek egyiitt UR legaldbb 1 — € részét fedik, ahol M csak n-tél, r-tdl és e-tdl
figg.

33. Kovetkezmény. [Suppl-6, Corollary 9] Barmely R™-beli r-requldris konvex nyilt
halmazokbol dllo R halmazrendszer rendelkezik a CVy tulajdonsdggal és igy a CV,
tulagdonsdggal is minden 1 < q < co-ra €s a mimimadlis suriség: tulajdonsaggal is.

A bizonyitas soran melléktermékként adodott az alabbi forditott izoperimetrikus
egyenlGtlenség:

34. Kovetkezmény. [Suppl-6, Corollary 12] Ha az E halmaz eldall R™-beli D dt-
meérdyd r-requldris nyilt halmazok uniojaként, akkor
Au(E) _ Clur)
El — D

ahol A, (E) a Minkowski féle kiilsG felszint jelenti, azaz

ﬁL(E) = lim sup [S(E,9)| — |E|,
0—0+ 0

ahol S(E,0) az E halmaz nyilt 0-kérnyezetét jeloli.

35. Megjegyzés. A 34. Kovetkezmény specialis eseteként azt kapjuk példaul, hogy
véges sok (nem feltétleniil tengelyparhuzamos) egységnégyzet univjanak keriilet /tertilet
hanyadosa abszolut konstans alatt van. Ez a specidlis eset bekeriilt az 1998-as
Schweitzer verseny feladatai kozé is. A [Suppl-6] cikkben az a kérdés is szerepel,
hogy vajon a 4-e a legjobb konstans. Az eddigi legjobb eredmény Gyenes Zoltéan
nevéhez flizédik, aki azt latta be, hogy a legjobb konstans kisebb mint 5,6.
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3.4. Onhasonlé vagy 6naffin halmaz két példanyanak metszete

Cantor-tipust halmazok metszetének vizsgalata mind a geometriai mértékelmé-
letnek, mind a dinamikus rendszerek elméletének fontos téméjava valt néhany éve
(lasd példéaul az [Ig03, LX99, Mo96, MY01, NL02, PS98| cikkeket). A [Suppl-7| cikk-
ben azt vizsgaltuk Elekes Martonnal és Mathé Andrassal, hogy egy 6nhasonlo vagy
onaffin halmaz két példanya milyen mértékii halmazban metszi egymast, ahol mérté-
ken valamelyik példanyra természetesen illeszkedé 6nhasonlé illetve 6naffin mértéket
értiink (lasd a definiciokat lejjebb). Kétféle eredményt bizonyitunk. Az egyik tipus
instabilitasrol szol és azt mondja, hogy a metszet mértéke csak tgy lehet kozel az
eredeti halmaz mértékéhez, ha azt az elmozgatott példany teljesen lefedi. A mésik
pedig azt mondja, hogy a metszet specialis eseteket kivéve mindig nullmértéki. Ve-
gyiik észre, hogy mindezek a tulajdonsagok szoges ellentétben allnak a hagyoményos
geometriai alakzatok tulajdonsagaival.

36. Definicié. A K C R? kompakt halmaz énhasonld ha K = ¢, (K)U. ..U, (K),
ahol r > 2 és ¢4, ..., ¢, kontraktiv hasonlosagok.

A K C R? kompakt halmaz dnaffin ha K = ¢1(K)U ... U ¢,.(K), ahol r >
2 és ¢1,...,0, injektiv affin leképezések, amelyek valamilyen norma szerint mind
kontrakciok.

K elemi részei a (¢, o...0 ¢; )(K) alaki halmazok.

Azt mondjuk, hogy K diszjunkt részekbdl dll, ha a ¢1(K),. .., ¢.(K) halmazok
paronként diszjunktak.

Legyen K = ¢1(K) U ... U ¢,.(K) 6nhasonlo/6naffin halmaz, és legyen p; +
...+ p, =1, p; > 0 minden i-re. Tekintsiik az Q = {1,...,r}" szimbolikus teret a
szorzattopologiaval és rajta azt a v Borel valoszintiségi mértéket, amelyet a p({i}) =
pi (i € {1,...,r}) diszkrét valosziniiségi mértékek megszamlalhato szorzataként
kapunk. Ekkor a

7:Q— K, {m(iig... )} =002 1(dy0...0¢; )(K)

leképezés természetesen moédon hozzarendeli az €2 szimbolikus tér pontjait a K on-
hasonlé/6naffin halmaz pontjaihoz.
Legyen a p mérték a v mérték 7 leképezés szerinti képe, azaz minden H C K
Borel halmazra legyen
pw(H) =v(r~ ' (H)).
Az igy kapott p mértékeket hivjuk dnhasonld/onaffin mértékeknek K-n.

ElGszor diszjunkt részekbdl allo 6naffin és 6nhasonlé halmazokat vizsgalunk.
Az onaffin esetben az alédbbi instabilitasi eredményeket tudtuk bizonyitani:

37. Tétel. [Suppl-7, Theorem 3.2] Legyen K = ¢1(K)U* ... U* ¢.(K) diszjunkt ré-
szekbdl allo onaffin halmaz, p pedig onaffin mérték K-n. Ekkor megadhato olyan ¢ <
1 konstans és a helybenhagyds leképezés eqy U nyilt kornyezete a K dltal feszitett affin
alteret onmagdba vivd affin leképezések terében, amelyre g € U\ {helybenhagyds} —>

n(Kng(K)) <c.

38. Tétel. [Suppl-7, Theorem 3.5] Legyen K = ¢1(K) U* ... U* ¢,.(K) diszjunkt
részekbdl dllo onaffin halmaz, p pedig énaffin mérték K-n. Ekkor van olyan ¢ < 1
konstans, amelyre bdrmely g eqybevdgdsdg esetén ,u(Kﬂg(K)) <cowagy g(K) =K.
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Onhasonlo esetben egybevagosagok mellett hasonlésagokat is megengedhetiink:

39. Tétel. [Suppl-7, Theorem 4.1] Legyen K = ¢1(K) U* ... U* ¢.(K) diszjunkt
részekbdl dllo onhasonlo halmaz, p pedig onhasonlo mérték K-n. Ekkor van olyan
¢ < 1 konstans, amelyre barmely g hasonlésdgi transzformdcio esetén p(Kﬂg(K)) <
cvagy K C g(K).

Ennek az eredménynek a segitségével sikeriilt bizonyitani, hogy énhasonlé eset-
ben a metszet csak azokban a trividlis esetekben lehet pozitiv mértékd, amikor a
metszet egy teljes elemi rész tartalmaz, vagyis amikor a metszet relativ belseje nem
ires:

40. Tétel. [Suppl-7, Theorem 4.5] Legyen K = ¢1(K)U* ... U* ¢,.(K) diszjunkt ré-
szekbdl dllo onhasonlo halmaz,  onhasonlo mérték K-n, g pedig hasonlosdgi transz-
formdcid. Ekkor p(g(K) N K) > 0 pontosan akkor teljesil, ha g(K) N K relativ
belseje K -ban nem-tires.

A kovetkez6 egyszerd lemma 6nmagéaban is érdekes lehet. Azt mondja ki, hogy
halmazon értelmezett Borel mérték csak akkor nem terjed ki invarians mértékké a
teljes térre, ha mér a halmazon beliil sem invarians.

41. Lemma. [Suppl-7, Lemma 2.18] Legyen pu Borel mérték az A C R™ Borel halma-
zon, G pedig legyen R™ affin transzformdcioinak eqy részcsoportja. Pontosan akkor
terjeszthetd ki p az egész R™-re G-invarians Borel mértékként, ha

11(g(B)) = u(B) valahdnyszor B C G Borel halmaz, g € G és g(B) C A.

Erdekességképpen bemutatjuk a lemma egy furcsa kizvetlen alkalmazasat.

42. Lemma. [Suppl-7, Lemma 2.21] Tegyiik fol, hogy A C R™ olyan Borel halmaz,
amelyre AN(A-+t) megszamldlhaté minden t € R™\{0}-re. Ekkor barmely A-n értel-
mezelt folytonos (azaz az eqy ponti halmazokon eltind) . Borel mérték kiterjeszthetd
a teljes R™-re eltolds-invaridns Borel mértékke. 0

Bér a tétel feltétele latszolag csak rendkiviil kicsi halmazokra teljesiilhet, de em-
lékezzilink vissza, hogy az 1. Tétel szerint van példaul olyan 1 Hausdorff-dimenzioju
C' C R kompakt halmaz, amelyre CN(C+t) legfeljebb 1 pontt minden ¢ € R\ {0}-re.
Tehat az 1. Tétel és a 42. lemma egyiitt a kdvetkezs furcsasigot adja:

43. Kovetkezmény. [Suppl-7, Corollary 2.22] Van olyan 1 Hausdorff-dimenzidji
C' C R kompakt halmaz, amelyen definidlt barmely folytonos (azaz az egy ponti
halmazokon elting)  Borel mérték kiterjeszthetd a teljes szamegyenesen eltolds-
invarians Borel mértékké.

A fentieknél lényegesen nehezebben, a 41. lemma valamint korabbi tételek segit-
ségével jellemezhetSek az egybevagosig invarians mértékké kiterjesztheté onhasonlod
mértékek egy 6nhasonld halmazon:

44. Tétel. [Suppl-7, Theorem 5.3] Legyen K = ¢1(K) U* ... U* ¢,.(K) diszjunkt
részekbdl dllo onhasonlo halmaz, i pedig onhasonlo mérték K-n. A p mérték ponto-
san akkor terjeszthetd ki a teljes R™-re eltoldsinvarians mértékként, ha K egybevigo
elemi részeinek megegyezik a mértéke.
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A tételben szerepld feltétel viszonylag konnyen ellenérizhets, mert egyrészt két

elemi rész pontosan akkor egybevigo, ha a megfelel6 hasonlosagi aranyok szorzata
megegyezik, masrészt az elemi részek mértékét tudjuk: p((¢;, o ... 0 ¢; )(K)) =
Diy* - Din-
A negyedik fejezet eddig ismertetett eredményeinél sziikségiink volt arra, hogy
az Oonhasonlo illetve 6naffin halmazunk diszjunkt részekbdl alljon, emellett az ered-
mények nagy részét csak onhasonlé halmazokra lattuk be. Az alabbiakban onaffin
halmazok egy olyan osztalyara fogunk hasonlé eredményeket bizonyitani, amelyek
nem feltétleniil diszjunk részekbdl allnak.

Osszuk fel a [0, 1]" egységkockat my X ... x m,, egyforma téglara és hagyjunk
el koziiliik néhanyat. Ezutan csinaljuk meg ugyanezt minden megmaradt téglaval,
ugyanazon minta szerint hagyva el kis téglakat mint az els6 lépésben. Es igy tovabb.
A végtelen sok 1épés utan maradt onaffin halmazt nevezziik Sierpinski-szivacsnak.
A precizebb definicié a kovetkezd:

45. Definicié. Onaffin Sierpinski-szivacsnak az alabbi moédon megkaphat6 énaffin
halmazokat hivjuk. Legyenek n,r € N, my, mo, ..., m, > 2 egészek, M pedig legyen
az
mi 0
M =

0 My,

n X n-es diagonalis matrix altal meghatarozott linearis transzformacio, tovabbé le-

gyen
D={dy,....d,} c{0,1,....,m —1} x...x{0,1,...,m, — 1}

adott. Legyen ¢;(z) = M Yz +d;) (j=1,...,r) . Az igy kapott K(M,D) = K =
H1(K)U...U¢,.(K) onaffin halmazt hivjuk Sierpinski-szivacsnak.

A K = K(M,D) onaffin szivacson természetes valosziniiségi mértéken azt az
onaffin mértéket érjiik, amelynél p; =+ (j =1,...,7).

Ezeket a halmazokat, melyeket a stkon Bedford-McMullen-szényegnek is nevez-
nek, sokat vizsgaltdk. A Hausdorff és Minkowski dimenziojukat a [Be84|, [Mu84] és
[KP96| cikkekben hataroztak meg. A [GL92|, [Pe94H]| és [Pe94P] cikkekben pedig
olyan eredményeket bizonyitottak, amelyek azt mondjék, hogy bizonyos specialis ese-
teket leszamitva semelyik szokasos mérték (Hausdorff, pakolasi) szerint sincs pozitiv
de véges mértéke egy ilyen halmaznak.

Elekes Martonnal [EK06| azt mutattuk meg, hogy bizonyos szép halmazokat —
tobbek kozott a Liouville szamok halmazat - szintén nem méri jol egyik szokasos
mérték sem, mégpedig azért nem, mert ezek a halmazok mérhetetlenek abban az
értelemben, hogy tetsz6leges eltolasinvaridns Borel-mérték esetén nulla vagy nem
o-véges a Borel-mértékiik. (Az méar sokkal kordbban ismert volt, hogy létezik ilyen
tulajdonsagi kompakt halmaz a szamegyenesen [Da71].)

Ezek utédn természetesen vet6dott fel a kérdés, hogy vajon a Sierpinski szivacsok
is mérhetetlenek-e. Latni fogjuk, hogy a vélasz negativ. Ennek bizonyitasara az elsé
utunk oOnaffin szivacsok metszetének vizsgalatan keresztiil vezetett: azt vizsgaltuk
hogy mikor metszheti egy eltolt az eredeti halmazt a természetes mérték szerint
pozitiv mértékd halmazban. Bar a fenn emlitett (nem-mérhetetlenségi) eremdényt
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késébb sokkal egyszertibben kozvetleniil is tudtuk igazolni, de az utkozben elért
eredmények valoszintileg mélyebbek és alapvet&bbek.

A késébbi allitasok kulcsa az alabbi struktura-tétel, amely azt mondja ki, hogy
az eltolt az eredeti halmazt csak kivételes esetekben metszheti pozitiv mértéki hal-
mazban.

46. Tétel. [Suppl-7, Theorem 7.4] Legyen p természetes valdsziniségi mérték a
K C R™ énaffin Sierpinski-szivacson €s legyen t € R™.

Ekkor p(K N (K +1t)) =0, kivéve esetleg az aldbbi specidlis esetekben:
(i) Megadhatéak Sy és Sy elemi részei K-nak, melyekre Sy = Sy + t.
(ii) A K énaffin szivacs szivacs K = L x Ky alaki, ahol L a [0,1]" egységkocka egyik
testdtloja (1 € {1,2,...,n}), Ko pedig kisebb dimenzids énaffin Sierpinski-szivacs.

A 46. Tétel és a 41. Lemma felhasznalasaval ki tudjuk terjeszteni a természetes
mértéket elotlasinvarians mértékké, igy az adodik, hogy a Sierpiriski-szivacsok nem
mérhetetlenek:

47. Tétel. [Suppl-7, Theorem 8.1/ Bdrmely K C R"™ Sierpinski-szivacshoz megad-
hato R™-en eltolds-invaridns Borel mérték, amelyre v(K) = 1.

Bér a 46. Tétel eredeti motivacidja a 47. Tétel volt, de fontosabbak és mélyebbek
azok az allitasok, amelyek hasonldoak az 6nhasonlé halmazoknal korabban emlitett
eredményekhez.

A 46. Tételbdl viszonylag egyszertien kovetkezik a 40. Tétel alabbi megfelelGje:

48. Kovetkezmény. [Suppl-7, Corollary 7.7] Legyen u természetes valdsziniségi
mérték a K C R"™ onaffin Sierpinski-szivacson és legyen t € R™.

Ekkor a K N (K +t) halmaz pontosan akkor pozitiv p-mértékd, ha nem-ires a
relativ belseje K-ban (vagy mds széval, ha teljesen tartalmazza K valamely elemi
részét).

A 38. tételhez hasonl6 instabilitasi eredmény nem igaz minden Sierpiriski-szivacsra.
Konnyen lathato, hogy a 46. Tétel kivételes szivacsai itt is ellenpéldék. A kévetkezd
tétel azt mondja, hogy més ellenpélda nincs:

49. Tétel. [Suppl-7, Theorem 7.9] Legyen p természetes valdszindségi mérték a
(45. Definicid szerint megadott) K = K(M,D) C R™ dnaffin Sierpinski-szivacson
és legyen t € R".

Ekkor u(Kﬂ(K—i—t)) <1- %2 (aholr jeloli D elemszdmadt, vagyis az elsd lépésben
meghagyott téglik szamdt) kivéve esetleq az alabbi két trividlis esetben:

(i)t =0,
(i) a K énaffin szivacs szivacs K = L x K alaki, ahol L a [0,1) egységkocka egyik
datloja (1 € {1,2,...,n}), Ko pedig kisebb dimenzids onaffin Sierpinski-szivacs.

3.5. Fiiggvények felbontasa mérhets egész értéki fiiggvények
Osszegére

50. Definici6. Legyenek ay,...,a; € R\ {0} adott periodusok.
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Azt mondjuk, hogy az f : R — R fiiggvénynek van (aq,...,ax)-felbontdsa, ha
f = fi+ ...+ fi alakba frhato, ahol minden j-re f; periodikus a; szerint.

Egész értékid / mérhetd / korldtos /... felbontdsrol beszéliink, ha minden f; egész
értékid / mérhets / korlatos /... .

Azon fiiggvények vizsgalatat, melyek elGallnak adott tulajdonsagu adott perio-
dust periodikus fiiggvények Osszegeként Ruzsa Z. Imre kezdte el még a hetvenes
években. Ha f-nek van (aq, ..., a,)-periodikus felbontéasa, akkor

Ag Dy, Ay, f =0, ahol Ay f(z) = f(r+a;)— f(z), (1)
mert a A, differenciaoperdtorok egymassal felcserélhetéek.

51. Definicié. Azt mondjuk, hogy az F fiiggvényosztaly rendelkezik a felbontdsi
tulajdonsdggal, ha valahanyszor egy f € F fiiggvényre teljesiil (1), akkor f-nek van
F-beli (ay, ..., ax)-periodikus felbontasa.

Miutén az f(z) = x figgvényre AjA;f = 0, de nyilvan nem &ll els két 1-
szerint periodikus fiiggvény Osszegeként, sok természetes fliggvényosztaly (pl. foly-
tonos/mérhetd/tetszéleges R — R fiiggvények) nem rendelkezik ezzel a tulajdon-
saggal. Sok viszont igen: Laczkovich Miklos és Révész Szilard [LR89, LR9I0| 20 éve
bizonyitottak, hogy a korlatos folytonos R — R fiiggvények, a korlatos mérhetd
R — R fiiggvények és a tetszbleges korlatos R — R fiiggvények osztélya igen.

Egész értéki fiiggvényekre azt bizonyitottuk [KKKRJ|-ban, hogy a korlatos Z —
7. fiiggvények osztalya rendelkezik, viszont a korlatos R — Z fiiggvények osztalya
nem rendelkezik a felbontéasi tulajdonsaggal.

Most azt fogjuk megvizsgalni, hogy vajon ha egy egész értéki (vagy legalabb
majdnem mindeniitt egész értéki) fiiggvénynek van valds értéki (aq, . . ., ax)-felbontésa,
akkor kovetkezik-e ebbdl, hogy van egész értéki (vagy legalabb majdnem mindeniitt
egész értéki) meérhetd (ay, ..., ag)-felbontasa is. A kovetkezs eredmény azt mutatja,
hogy ez teljes altalanossagban mar k = 3-ra sem igaz:

52. Tétel. [Suppl-8, Theorem 1.2] Van olyan egész értékd korldtos Lebesgue mér-
hetd fiigguény a szdmegyenesen, amely elddll hdrom valos értékid korldtos mérhetd
periodikus fligguény dsszegeként, de nem dll eld hdarom majdnem mindeniitt egész
értékd mérhetd ugyanilyen periodusi periodikus fligguény osszegeként.

Mivel a valos értékd (aq, ..., ay)-felbontasbol kovetkezik (1), ezért az alabbiak
azonnal adoédnak:

53. Kovetkezmény. [Suppl-8, Corollary 1.3] A kévetkezd fiigguényosztdlyok nem
rendelkeznek a felbontdsi tulajdonsdggal:

o {f:R—Z| f korldtos és mérhetd},
e {fR—Z|f€Ly},
o {f:R— R | f korlatos, mérhetd és majdnem mindeniitt egész értéki}, és

e {f:R—=R | f€ Ly és f majdnem mindeniitt egész értéki}.

16



Maga a példa az 52. Tételnél igen egyszeri:

fx) = {te} +{(1 = )z} + {—a},
ahol t € R\ Q tetszdleges.

Ezek utéan a tovabbiakban az a célunk, hogy jellemezziik azokat az (ay, ..., ax)
periodus k-asokat, amelyekre egy R — Z fiiggvény valos értékd mérhets (aq, . . ., ax)-

felbontéasanak létezésébdl kovetkezik egész értéki (vagy legalabb majdnem minde-
niitt egész értéki) felbontés létezése.

Ha megelégsziink majdnem mindeniitt egész értéki felbontassal, akkor a kovet-
kez6 karakterizaciot kapjuk:

54. Tétel. [Suppl-8, Theorem 2.5] Barmely ay,...,ar € R\ {0} periddus k-asra az
alabbi hét dllitas ekvivalens:

(1) /(i") Ha egy mindeniitt/majdnem mindenitt egész értéki mérhetd f figguénynek

van mérhetd valds értékd (ay, ..., ax)-felbontdsa, akkor van mérhetéd majdnem
mindeniitt egész értékd (aq,. .., ay)-felbontdsa is.

(17) /(i7") Ha egy mindendtt/majdnem mindeniitt egész értékd mérhetd f figguénynek

van korldtos mérhetd valds értéki (aq, ..., ax)-felbontdsa, akkor van korldtos
mérhetd majdnem mindenitt egész értéki (aq, . . ., ax)-felbontdsa is.

(zi1) /(ii7") Egy mindenditt/majdnem mindenditt egész értékid korldtos mérhetd f figguény-
nek pontosan akkor van van korldtos mérhetd majdnem mindeniitt egész értéki

(a1, ..., ax)-felbontdsa, ha N, ... Ay, f =0, ahol A f(x) = f(x 4+ a) — f(x).

() Ha By,...,B, a{ay,...,ax} halmaz a ~ b < a/b € Q reldcid szerinti ek-
vivalenciaosztdalyai és b; jeloli minden j-re a Bj-beli szamok legkisebb kézos
tobbszorosét, akkor az %, ey bin szamok linedrisan figgetlenek Q felett.

A bizonyitéashoz tébbek kozott az alabbi 6nmagaban is érdekesnek tiing allitasra
volt sziikség:

55. Tétel. [Suppl-8, Theorem 2.3] Tegyiik fel, hogy a_117 cee i linedrisan figgetlenek
Q felett, fi,..., fr olyan mérhetd R — R filigguények, amelyek dsszege majdnem
mindentitt egész értéki fliggvény, valamint hogy minden j-re az f; fliggvény a; szerint
periodikus.

Ekkor minden f; fiigguény tortrésze majdnem mindeniitt konstans.

Ebbdl a tételbs]l melléktermékként adodik az alabbi:

56. Kovetkezmény. [Suppl-8, Corollary 2.4] Barmely ay, ..., ar € R\ {0} periddus
k-asra az aldbbi két dllitds ekvivalens:

(1) Ha fi+...+ fx = g1+ ...+ gr €s minden j-re, f; és g; aj-periodikus mérhetd
R — R/Z figgvények, akkor f;—g; majdnem mindeniitt konstans minden j-re.

(11) a_117 ce i linedrisan figgetlenek Q felett.

17



Ahhoz, hogy mindeniitt egész értéki felbontast kapjunk, a kivételes nullmértéki
halmazon kell tetszéleges egész értéki felbontéast talalni. Ezért ehhez a megfelel
nem mérhetd kérdést kell tisztézni.

Karolyi, Keleti, Kos és Ruzsa |[KKKR]| egy eredménye szerint egy egész érté-
ki fliggvény korlatos valos értéki felbontéasanak létezésébdsl nem mindig kovetkezik
korlatos egész értékii felbontas ugyanezekkel a periddusokkal. Ezt is felhasznélva a
kovetkezd bizonyithato:

57. Allitas. [Suppl-8, Proposition 3.4] Vannak olyan ay,as, a3 € R periddusok, ame-
lyekre a_117 a—12 €s a—13 linedrisan fliggetlenek Q felett, és amelyekhez van olyan f : R —
{0,1} fiiggvény, amelynek van korldtos mérhetd valos értéki (ay, as, az)-periodikus
felbontdsa, de nincs korldtos mérhetd egész értéki (aq, as, as)-periodikus felbontdsa.

Tehdt az 54. Tétel (ii) és (iii) pontjdban nem hagyhato el, hogy ,majdnem min-

denttt”.

Késsbb Harangi Viktornak [HalO| (lasd még [Ha07]) sikertilt jellemeznie azokat
az (ay,...,a;) periodus k-asokat, amelyekre a korlatos valos értékid (ay,...,ax)-
felbontés létezésébdl kovetkezik az egész értéki (aq, ..., ax)-felbontés létezése. Ezt
és az b4. Tételt hasznalva sikeriilt (elég bonyolult algebrai szamelméleti) jellemzést
adnia azokrdl az (ay,...,a;) periodus k-asokrol, amelyekre (i) és (i7i) mindeniitt
egész értékd variansa teljesiil.

Az 54. Tétel (i) részének mindeniitt egész értékivé tételérsl az alabbi allitast
sikertilt elGszor bizonyitani:

58. Allitas. [Suppl-8, Proposition 3.3] A kévetkezd két kérdés ekvivalens:
(*) Elhagyhatd-e a ,majdnem mindenitt” az 54. Tétel (i) pontjdbol?

(#%) Igaz-e minden aq,...,a; € R periddus k-asra, hogy ha eqy egész értékd
fiigguény f : R — Z fiigguénynek van valds értékd (ay, . . ., ax)-periodikus felbontdsa,
akkor van egész értéki (aq, . .., ax)-periodikus felbontdsa is?

Nem sokkal kés6bb Farkas Bélinttal, Harangi Viktorral és Révész Szilarddal sike-
riilt (#%)-ra pozitiv valaszt adnunk, amelybdl tehat kovetkezett pozitiv valasz (*)-ra
is:

59. Tétel. [FHKR, Corollary 4.3 Tetszdleges ay, . ..,ar € R periddus k-as esetén
a kovetkezd dllitas is ekvivalens az 54. Tétel hét dllitdsdval:

(i") Ha egy egész értéki figguénynek van mérhetd valds értéki (ay, . . ., ay)-felbontdsa,
akkor van mérhetd egész értékd (ay, ..., ay)-felbontdsa is.

Koszonetnyilvanitas

Ko6szonetet szeretnék mondani Suranyi Laszlonak és Laczkovich Miklosnak, akik
a matematikat illetve a valos fliggvénytant és a geometriai mértékelméletet megis-
mertették velem. Valojaban messze nemcsak matemikat kaptam téliik. Sokat tanul-
tam David Preisstol és Cliff Weiltél is, valamint a fiatalabb generacio tagjaitol is,
akik, mikézben vagy miutéan tanitvanyaim voltak, munkatarsaim is lettek: Csornyei
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Mariannatol, Abért Miklostol, Elekes Martontol, Ruzsa Zoltantol, Matrai Tamés-
t6l, Mathé Andrastol, Gyenes Zoltantol, Harangi Viktortol és Maga Pétertsl. Halés
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Holickynak, Karolyi Gyuldnak, Mihalis N. Kolountzakisnak, Kés Gézanak, Ruzsa Z.
Imrének, Farkas Balintnak, Révész Gy. Szilardnak és Elliot Paquette-nek.

Koszonettel tartozom Maarit és Esa Jarvenpaédnak, valamint a Jyvaskylai Egye-
temnek, ahol a disszertaciot osszeallitottam. Hélas vagyok az E6tvos Lorand Tudo-
manyegyetemnek, a Rényi Alfréd Matematikai Kutatointézetnek, a Univerity Col-
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Leghalasabb Sziileimnek, feleségemnek Gabinak, valamit gyermekeimnek Han-
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