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cimi MTA doktori értekezésérsl

Az értékelés targyat képezo értekezés alapjan szamomra nyilvanvald, hogy Keleti Taméast
a vérbeli problémamegoldd matematikusok kozé kell sorolni, mert értekezése a valos fiigg-
vénytan és a geometriai mértékelmélet szadmos aktualis, tobbnyire mésok altal felvetett és
sokakat érdekld nyitott problémajénak a megoldasat tartalmazza. Emellett bepillantast en-
ged a megoldasok torténetébe és bemutatja azt is, hogy eredményeinek milyen fontos és
latvanyos kovetkezményei vannak.

Keleti Tamas disszertacidjanak gerincét a valdés szdmegyenes, illetve a véges dimenzids
euklideszi terek additiv és mértékelméleti strukturajanak a kapcsolatat vizsgalo eredmények
alkotjak, amelyeket a jelolt az irodalomjegyzékben felsorolt 8 tudoméanyos dolgozat eredmé-
nyeinek felhasznalasaval tézisszertien foglalt Gssze.

A disszertacio elsé fejezete azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy milyenek lehetnek az olyan
valés szamhalmazok, amelyekben bizonyos megadott mintédzatok nem fordulhatnak el§. Egy
{a,a+u,a+v,a+u+v} alaka (3-, vagy 4-elemti) halmazt paralellogrammanak neveziink.
Kérdés, hogy milyen ,nagy,, lehet egy olyan halmaz, amely nem tartalmaz parallelogram-
méat. A megleps valasz az (Thm. 1.1, [5]), hogy létezik olyan kompakt halmaz, amely 1
Hausdorff-dimenzioju de parallelogrammamentes. Ez tobbek kozott azt is mutatja, hogy
milyen jelentds kiilonbség van az 1 Hausdorff-dimenzioju és a pozitiv Lebesgue-mértékii
halmazok kozott, mert Lebesgue stirtiségi tételébsl kovetkezik, hogy a pozitiv Lebesgue-
mértéki halmazok tetszdleges véges halmazhoz hasonlo (azaz eltolas és nagyitas egymaés-
utani alkalmazéaséval megkaphato) részhalmazokat tartalmaznak (tehat paralellogrammékat
is biztosan).

Keleti [7] dolgozatat Erdés Pal egy 1974-ben megfogalmazott sejtése motivalta. Ebben
Erdés azt sejtette, hogy barmely végtelen valos A szdmhalmazhoz létezik egy olyan po-
zitiv Lebesgue-mértékid halmaz, amely nem tartalmaz A-hoz hasonlé részhalmazt. Ez a
probléma a mi napig megoldatlan. Masfel§l Erdds és Kakutani még 1957-ben egy olyan Le-
besgue nullmértékd halmazt konstrualt, amelynek minden véges valés szdmhalmazhoz van
hasonlé részhalmaza. Mathé Andrasnak sikeriilt ugyanilyen tulajdonsagi, de 0 Hausdorff-
dimenzi6ju halmazt szerkesztenie. Az Erdés sejtéshez kapcsolodva Bisbas és Kolountzakis
2006-ban (hidnyosan) bizonyitottak a kovetkezd allitast: Barmely A végtelen halmazhoz 1é-
tezik olyan kompakt és 1 Hausdorff-dimenziés halmaz, amelynek egyetlen részhalmaza sem
hasonloé A-hoz. Keleti Taméas [7] dolgozatanak az eredménye ennek a kérdésnek egy joval
er@sebb formaja megvélaszolasat adja: Megmutatta, hogy legalabb hiarom elemi halmazok
tetszoleges (Ay) sorozatdhoz van olyan kompakt 1 Hausdorff-dimenziéja halmaz, amelynek
semelyik A, halmazzal sincs hasonlé részhalmaza. Ez az allitas azonnal kovetkezik Keleti
kovetkezs tételébsl: Barmely A C (1, 00) megszamlalhato halmazhoz van olyan kompakt 1
Hausdorff-dimenziéju halmaz, amelynek barmely harom egymast kivets © < y < z eleme
esetén i:’; ¢ A. Ennek az utobbi tételnek a bizonyitasa Gtletes, szellemes, (az "Ordog
Jatékanak” alapgondolatat hasznélja fel) és relative rovid, de korantsem trivialis. Ezek az
eredmények tobb hazai és kiilfoldi kutatét inspirdltak az Erdés-féle problémakor vizsgéla-
tara, és Erdgs 1974-es sejtésén til szamos nyitott probléma van még a témakdrben.

Trivialis, hogy a szamegyenest egy nemiires belsejii kompakt halmaz megszamlalhaté sok
eltolt példanyaval le lehet fedni. Természetes kérdés, hogy mi allithaté a seholsem strt
kompakt halmazokkal kapcsolatban. Gruenhage megmutatta, hogy a standard Cantor-féle
triadikus halmaz eltoltjaibdl legalabb kontinuum sok kell R lefedéshez. Az U. B. Darjival

koz6s 2003-ban megjelent [2] dolgozat {6 eredménye szerint 1-nél kisebb pakolasi dimenziéja
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kompakt halmazok eltoltjaibol/hasonlod példanyaibol legalabb kontinuum sok kell R lefedé-
séhez. Meglepd, hogy ha a pakolési dimenzi6 helyett Hausdorff-dimenziét mondunk, akkor a
kérdés sokkal nehezebb: 2009-ben Méathé Andras konstrualt egy olyan 0 Hausdorff-dimenzios
kompakt halmazt, hogy az az allitds miszerint R-et ennek a halmaznak kontinuum-nél kisebb
szamossagu eltolt példanya lefedi, konzisztens ZFC-vel. A szamegyenes halmazainak kicsi-
ségét mésképp is lehet értelmezni: ha egy halmaznak van kontinuum sok diszjunkt eltoltja,
akkor azt kicsinek lehet tekinteni. Kérdés, hogy kontinuum soknal kevesebb kicsi halmaz
lefedheti-e R-et. Az Abért Miklossal kozos 2002-beli [1] dolgozat szerint R-nek létezik mar
megszamlalhato sok kicsi halmazra val6 particidja is. Ennek az eredménynek az alkalmaza-
saval adodik, hogy a sik barmely bijekcidja (permutécioja) elgallithato legfeljebb 209 olyan
leképezés kompozicidjaként, amelyek a sik pontjait csak vertikalisan vagy csak horizonta-
lisan mozgatjédk tgy, hogy az azonos abszcisszaju (ordinataji) pontok azonos mértékben
tolodnak el vertikalisan (horizontalisan). A fentiek egy érdekes csoportelméleti kovetkezmé-
nye az, hogy egy kontinuum szamossagu halmaz 6sszes permutaciéinak csoportja azonos két
izomorf Abel részcsoportjanak véges sok (209) példanyanak a szorzatéaval.

A [6] dolgozat kulcseredménye a lefedések és stirtiség kapcsolatat vizsgalja. Ha H a nyilt
n-dimenziés egységkockdnak egy h > 0-nal nagyobb mértékd részhalmaza, akkor a nyilt
kocka barmely (parhuzamos oldalt) nyilt téglakkal valo befedésében van olyan tégla, amely-
ben H legalabb (h/(2n))" striségi. Ebbdl, joval altalanosabban, az is kovetkezik, hogyha
H egy nyilt téglarendszer egyesitésében h-nal nagyobb sirtiségi, akkor a téglarendszerben
van olyan tégla, amelyben H legalabb (h/(2n))" strtségi. Ezek az eredmények jol és ha-
tékonyan alkalmazhaték az integralok differencidlasanak a vizsgalatara, azaz az olyan B
halmazrendszerek és J fiiggvényosztélyok leirdsara, hogy barmely F osztélybeli f fiiggvény
és m.m. x esetén érvényes az, hogy fRn f/|Rn| konvergal f(x)-hez, ha R,, egy olyan B-beli
halmazsorozat, amely tartalmazza x-et és az R, atmérGje tart nulldhoz. Az idevago alap-
vetd fogalmak a ¢ > 1 paraméter segitségével értelmezett Vi és C'V, lefedési tulajdonsagok,
valamint a minimaélis stirtiségi tulajdonsag M DP. Keleti Tamés [6]-beli eredményei azt mu-
tatjak, hogy M DP és C'V; barmely nemiires korlatos nyilt halmazokbdl allé6 halmazcsaladra
nézve ekvivalensek, tovabba, ha M DP teljesiil, akkor V, és C'V, is ekvivalensek.

Steinhaus jol ismert tétele szerint barmely Lebesgue mérheté H halmaz esetén a HN(H+-t)
halmaz mértéke t-nek folytonos fiiggvénye. Az Elekes Martonnal és Mathé Andrassal irt [3]
kozos dolgozat onaffin, illetve 6nhasonlo halmazok (azaz fraktalok) két példanya metszeté-
nek hasonl6 tulajdonsagat vizsgéalja. Az egyik f6eredmény szerint, ha K egy (az t.n. erds
elvalasztasi feltételt teljesitd ¢1, ..., ¢y, affin leképezésekkel meghatarozott) 6naffin halmaz,
akkor minden K-n értelmezett onaffin u mérték esetén van olyan ¢ < 1 konstans, hogy
w(KNg(K)) < ¢, ha g egy olyan affin leképezés, amely kozel van az identikus leképezéshez,
de nem azonos vele. Ebbgl azonnal kévetkezik, az is hogy a t — u(K N (K +t)) figgvény
nem lehet folytonos t = 0-ban. Az 6nhasonld halmazok, illetve mérték esetére nyert allités
nem teljesen analog az onaffin esetével. A fenti eredmény egy érdekes és fontos kévetkez-
meénye, hogy ha K egy 6nhasonlé halmaz (a fenti értelemben) és ha p egy olyan 6nhasonlo
mérték, amelynél a K kongruens elemi darabjainak a mértéke egyenls, akkor p izometria-
invarians K-n. A Sierpinski-szivacsok specidlis (az egységkockabol a Cantor-féle halmaz,
vagy a Sierpinski-szényeg mintajara szarmaztatott) onhasonlé halmazok. A [3]| dolgozatban
azt is sikeriilt megmutatni, hogy minden Sierpiiiski-szivacshoz létezik R™-en olyan eltolas-
invarians Borel mérték, amelynél a szivacs mértéke 1. Sok esetben (ti., ha az t.n. konvex
nyilt halmaz feltétel teljesiil és ha a K definiciojaban szerepld affinitdsok egymaés eltoltjai)
ez az eltolas invarians mérték megkaphat6 a K halmaz természetes valoszintiségi mértékének
kiterjesztéseként.

Kérdés: Ha K egy onhasonlé/onaffin halmaz, akkor mondhaté-e valami a K N (K + t)

Jol ismert, hogy ha egy mérhets valos fliggvény mikroperiodikus, akkor a fliggvény m.m.
egyenld egy konstanssal. Az utolsé fejezet témaja olyan fiiggvények vizsgalata, amelyek
eldallnak adott szamu és adott periodusu fiiggvények Osszegeként. Az ilyen fiiggvények



nyilvanvaléan benne vannak a periédusoknak megfelel§ differenciaoperatorok szorzatanak a
nullterében. Az alapkérdés az, hogy milyen fiiggvény osztalyokban érvényes a forditott imp-
likacio is. Az ilyen fliiggvényosztalyokra azt mondjuk, hogy érvényes benniik a dekompozicios
tulajdonsag. A szerzs egyik [7]-beli eredménye szerint van olyan egészértéki korlatos mér-
het§ fiiggvény, amely el6all harom periodikus mérhets fliggvény 6sszegeként, de nem all el§
harom periodikus m.m. egészértékd mérhets fliggvény Osszegeként. Ennek kdvetkeztében a
korlatos, mérhets, egészértéki fliggvények osztélydban nem lehet érvényes a dekompozicios
tulajdonsag. Ugyanakkor Laczkovich és Révész tétele szerint a korlatos, mérhetd fiiggvények
osztalyaban érvényes a dekompozicios tulajdonsag. Egy mésik érdekes eredmény szerint, ha
periodusok reciprokai linearisan fliggetlenek Q felett és f olyan m.m. egészértéki fliggvény,
amely elGall a megadott periddusokkal periodikus mérhets fliggvények Gsszegeként, akkor
az Osszeadandok tortrészei m.m. konstans értéktiek. Ennek az ereménynek a segitségével
jellemezhetd.

Kérdés: Az f(x) = x fiiggvényre AyApf = 0 teljesiil barmely nemzéro6 a, b € R esetén. Az
nyilvanval6, hogy f nem &ll el6 egy a- és egy b-periodikus fiiggvény Osszegeként ha 3 € Q. De
ha 3 ¢ Q, akkor f-et fel lehet bontani egy a- és egy b-periodikus additiv fiiggvény Osszegére.
Igaz lehet-e, hogy az Osszes valos fiiggvények halmaza rendelkezik az (a,b)-dekompozicios
tul@jdonséggal, ha ¢ ¢ Q7

Osszefoglalva, tigy vélem, hogy Keleti Taméas a valos fliggvénytant és a geometriai mér-
tékelméletet alapvetd és értékes eredményekkel gazdagitotta, megoldotta ezeknek a teriile-
teknek szdmos ismert és érdekes probléméjat. A disszertacidéban feldolgozott—bemutatott
anyag meggydzéen mutatja be elmélyiilt problémamegoldé gondolkodéasat. Ezen beliil is
kiemelendd a szerz6 konstrukcios (példa és ellenpélda készits) képessége. A disszertacio
formailag és tartalmilag is igen gazdag sokrétd anyagot targyal, egységes torténeti és tar-
talmi szerkezetbe foglalja a szerzé legfontosabb eredményeit. A disszertacioban bemutatott
eredmények messzemenden megfelelnek az MTA doktori palyazatokkal szemben tdmasztott
kovetelményeknek. Ezért a disszertacié nyilvanos vitara valo kitiizését és az MTA doktora
cim Keleti Tamés szdmara torténd odaitélését hatarozottan javaslom.

Péales Zsolt, az MTA doktora
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