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A dolgozatban a szerzé Osszegyljtotte azon eredményeit, amelyek matrix alak-
ban megfogalmazhaté extremalis kombinatorikai problémak. Ezzel sajnos a szerzo
sok mas szép eredménye kimaradt. A dolgozat négy fejezetbol all. Az els6 egy
rovid bevezetés. A méasodik és harmadik fejezetekben egyszerti 0,1 matrixokkal (az
oszlopai kiilonb6z6k) foglalkozik, amelyek ténylegesen halmazrendszereknek felel-
nek meg. A negyedik fejezetben relaciés adatbazisok altal motivalt kombinatorikai
problémakat targyal.

A bevezeté utan kovetkez6 mésodik fejezetben, egyszeri 0,1 matrixok tiltott
részkonfiguraciéival foglalkozik. Az itt targyalt probléma a kovetkezo. Legyen F
egy ,kis”, k x f-es 0,1 matrix. Jelolje forb(m, F') a legnagyobb olyan n értéket (m és
F fliggvényében), amelyre igaz, hogy létezik egy egyszerti m x n-es 0, l-métrix ame-
lyik nem tartalmazza F' semmilyen sor és/vagy oszlop permutécidjat részmétrixként.
Az oszlopkat tekinthetjiik az m-elemi halmaz reprezentaciéiként, és akkor a feltétel
szerinti legnagyobb halmazrendszert keressiik. Ha F' a 2 x 2-es egységmatrix, akkor a
feltétel azt jelenti, hogy barmely két halmaz egyike tartalmazza a masikat. Megfelel6
F-ekre tobb, az extremalis halmazrendszerek elméletébol ismert problémat megka-
punk, de ez a megfogalmazas kiterjeszti a lehetOségeket, sok 1j érdekes probléma
meriil fel. Az extremalis halmazrendszerek témakorének érdekes 1j irdnyat jelenti.

Az éltalanos esetre Anstee és a szerzd csak egy sejtést allitanak fel, ami forb(m, F)
nagysagrendjét adja meg és bizonyos értelemben az Erdds-Stone-Simonovits Tételre
hasonlit. A 2.2.3. Sejtést itt nem tudjuk pontosan kimondani, csak koriilirjuk.
Lényegében tehat azt mondja ki, hogy forb(m, F') nagysagrendi meghatérozasihoz
elegend6 harom alap maéatrix tipusbdl képzett direkt szorzatokat vizsgdlni. Ez a
harom tipus az egységmatrix, annak 0, 1-komplementere, valamint az a fels6 harom-
szO0g matrix, amelynek féatléjaban és felette 1-esek vannak. A sejtés érdekessége,
hogy forb(m, F') nagysagrendje mindig m egész kitevds hatvanya.

A sejtés érdekes és fontos, de egyelore csak specialis eseteit sikertilt bizonyitani. A
2.3 alfejezetben a k = 2 és a k = 3 eseteket bizonyitja a 2.3.2 és a 2.3.5. tételekben.
Persze ez csak a sejtés kis részét intézi el, de vegyiik észre, hogy — mivel ¢ egy
szabad valtozo — ez a két eset nagyon sok 1j eredmény fed.



Sikeriilt azonban valamit megoldani az éaltalanos k-ra is. A 2.2.11 Tétel azt
vizsgélja, hogy hol ugrik a nagysigrend m*~'-r6l mF-ra. A 2.2.3. Sejtés alapjan
varhato egyik extremdlis konfiguracio esetére megmutatja, hogy ott valoban ugrik.

A téma érdekességét és fontossagat mutatja, hogy a tehetséges fiatal Keevash is
bekapcsolddott az aszimptotikus vizsgalatokba.

A 2.4 alfejezetben pontos eredményeket sorol fel a szerzo. A probléma természe-
tébol addddan ezek teljes altalanossdgban nem varhatéak. Itt a 4 x 2 méretli
részkonfiguraciok teljes karakterizaciéja taldlhatéo meg. A bizonyitasok koziil kettot
ir le. Ezek indukcién és tigyes amortizacids szamitason alapulnak. Az egyik esetben
a komstrukciok kombinatorikus design-okbdl kaphatok, ebben az esetben teljesen
pontos eredmény nem is varhato.

A 2.5 alfejezet targyalja a 2.3.11 Tétel bizonyitasaban felmeriilt particio-kritikus
hipergrafokat, amelyek a 3-kritkus hipergrafok altalanositasai. A 2.5.5 Tétel Lovasz
egy, a 3-kritikus k-uniform hipegrafok legnagyobb méretére vonatkozo tételének
élesitése.

Kérdés. Lehetséges-e a particio-kritikus hipergrafokra ugyanazt a felsé becslést
bizonyitani, mint a rendezetten 3-kritikusakra, a linearis algebrai mddszer élesitésével,
vagy esetleg adhato olyan konstrukcid, ami bizonyitja, hogy a rendezetten 3-kritikus
er6sebb megkotés, mint a particié kritikus, azaz ( kfl)—nél nagyobb méretii particio-
kritikus hipergraf 1étezik-e?

A 3. fejezet a Sperner rendszerek Vapnik-Chervonenkis dimenzidjat targyalja.
Az el6z6 fejezet matrixos terminologidjat hasznalva egy A matrixszal adott hal-
mazrendszer Vapnik-Chervonenkis dimenzidja a legnagyobb olyan k, hogy létezik A-
nak k x 2% egyszerti részkonfiguraciéja. Masképpen fogalmazva, az F halmazrendszer
VC-dmenzidja a legnagyobb olyan k egész szam, amelyre 1étezik az alaphalmaznak
egy |S| = k részhalmaza, melyre [{FF'NS | F € F}| = 2*. Ekkor azt mondjuk, hogy
F szétzizza S-et. A biralo egy régi sejtése szerint ha F egy antildnc, amelyik nem
20z szét k vagy annél nagyobb elemszdmi halmazt, akkor F| < (™). A 3.2. alfe-
jezetben, a 3.2.4., 3.2.5. és 3.2.6. Tételek ezt a sejtést bizonyitjak be k < 4-re. A
bizonyitas alapja indukcio, és az, hogy k < 3-ra karakterizalni tudja az egyenldség
esetét.

A 3.3 alfejezetben vezeti be a rendezett szétzizas fogalmat. Pajor tétele szerint
egy JF halmazrendszer legaldbb |F| halmazt ziz szét. Bollobas és Radcliff , forditott
Sauer” egyenlotlenséget bizonyitott strongly traced fogalomra. A rendezett szétzizas
a ketté kozott helyezkedik el, abban az értelemben, hogy ha st(F) jeloli az F
altal | strongly traced” halmazok rendszerét, osh(F) a rendezetten szétzizottakét,
és sh(F) a szétzuzottak rendszerét, akkor st(F) C osh(F) C sh(F), valamint
|F| = |osh(F)|. Ez utébbi egyenldség ad reményt arra, hogy a biralé sejtését a



rendezett szétziuzas fogalman keresztiil lehessen megtamadni.

Uniform halmazrendszerekre be is bizonyitja a sejtés rendezett szétzizasos valto-
zatat, ezzel a biralo és Pach tételének egy elésitését adja.

Altalénos antildncokra a karakterizdcié méasképp mikodik. Egy szép és meglepoen
egyszeri numerikus jellemzést ad a 3.3.5 Tétel arra, mikor lesz egy halmaz antilanc
altal rendezetten szétzizhaté. Azonban ebbdl a jellemzésbdl a birald sejtése sajnos
nem kovetkezik.

A 4. fejezet az adatbézisok elméletéhez tartozo algebrai és extremélis kombina-
torikai problémakat vizsgal. A modell fontos és alapvets. A dolgozat az ebben a
modellben természetes modon felvetédo kombinatorikai kérdéseket vet fel, és old
meg. Kotve hiszem, hogy a nagy aruhézlancok adatbazisaik készitésében a jovoben
haszndlni fogjdk ezen eredményeket. Masrészt viszont meglepd, hogy ez az alka-
Imazéasokhoz kozeli problémakér mennyi szép és nehéz kombinatorikai problémat
vet fel.

A 4.1 alfejezet a relacids adatbazisok altalanosan hasznalt matematikai modelljét
irja le, a 4.2 alfejezet pedig ismerteti azon eredményeket, amelyek kozelitoleg, vagy
pontosan megadjak egy adott funkciondlis fiiggoségi rendszerhez tartozé matrixok
minimalis sorszamat.

A 4.3 alfejezet eldgazo fiiggdségekrol szol. Az elagazo fliggdségekeket Demetro-
vics, Katona és a szerz6 vezették be 1992-ben. Ha A az oszlopok egy halmaza, b egy

oszlop, akkor az A g, (p, q)-(eldgazd)fliiggdség teljesiil a matrixban, ha nincs ¢+ 1
sor, amelyekre teljesiil, hogy azok A-ban legfeljebb p kiilonbozé értéket vesznek fel,
viszont b-ben ¢ + 1 kiilonbozé érték van. A hagyomanyos funkcionalis fliggdségek
a p = q = 1 specidlis esetnek felelnek meg. A funkciondlis fliggéségek esetében
mar régen pontosan meg voltak adva azok a feltételek, amelyeket ezen fliggoségek
rendszerének ki kell kielégiteni, hogy legyen olyan métrix, melyben pontosan ezek a
fiiggoségek teljesiilnek. Ez a jellemzés nehezebb az elagazo fiiggdségeknél. A 4.3.1
részben sok mas eredmény mellett a 4.3.4 Tétel megadja a kivant jellemzést a p, q
parok nagyrészére.

A 4.3.2 rész azon matrixok minimalis sorszaméat vizsgélja, amelyekben pontosan
az adott elagazo fiiggoségi rendszer feltételei teljesiilnek. Mivel ez altalaban tul
nehéz lenne, csak azt az esetet vizsgaljak, amikor a fliggéségek olyan formajiak, hogy
minden k-elemii részhalmazbdl minden mas elem kovetkezik, de a k& — 1-elemtiekbol
semmi mas sem. Tehét jelolje s,,(CF) annak a matrixnak a minimélis sorszdma,
amiben a (p, q)-elagazo fliiggéségek éppen a fentiek. Demetrovics és Katona egy régi
észrevétele egy alsd becslést ad, ami nagyon sokszor kozel éles, tehat itt elsésorban
konstrukcidkat kell adni, amik megmutatjék, hogy az alsé becslés (kozel) elérhetd.
A szerz6 konstrukcidi meglepden véltozatos technikdkat és 6tleteket hasznalnak.



A 4.3.22. tétel példaul tigyesen hasznélja a véges projektiv sikokat. A 4.3.24.
(ppn) részénél, s, ,(C) meghatarozasandl viszont a konstrukcié igényel csak egy
egyszerlibb oOtletet, ott a trividlis also becslés megjavitasa az érdekesebb, Lovasz egy
1979-es hipergrafbeli erdékre vonatkozoé tételét hasznalja.

A legérdekesebb azonban a 4.3.24 tétel (122) része, ami s 2(C?)-t adja meg pon-
tosan. Itt az also becslést is meg kellett kissé javitani, a konstrukcié viszont valoban
eredeti. A matrixot diszjunkt halmazpérok segitségével adja meg, amelyek bizonyos
értelemeben nincsenek nagyon kozel. Azt az allitast (4.3.25. tétel), hogy az Gsszes
3-elemi részhalmaz beoszthato ilyen parokké, egy Hamilton-tipusu tétel segitségével
bizonyitja. Ez Dirac tételének egy erdsitése, ahol a keresett Hamilton-kor kielégit
egy, ugyanazon ponthalmazon adott masik graf altal definidlt feltételt is. Ez a
modszer kodelméleti vizsgalatokat inditott el, mert a diszjunkt halmazpéarok terén
ennek alapjan Enomoto és Katona késébb egy tavolsagot definialt.

Kérdés. Nem lehet-e a modszert kiterjeszteni, nem lehet-e hasonlé allitast bi-
zonyitani diszjunk halmazhdrmasokra is, azaz, hogy az Osszes k-elemii részhalmaz
beoszthaté diszjunkt halmazharmasokra gy, hogy két ilyen halmazharmas koézott
valamilyen metszési-tavolsagi viszony legyen.

A 4.4 alfejezet egy masik, az adatbazisok altal motivalt kédelméleti kérdéssel
foglalkozik. A. 4.4.5. tétel bizonyitasa kemény eszkozoket haszndl. Az alsé korlatot
véletlen konstrukcié adja a Lovasz Lokalis Lemma hasznéalataval, mig a fels6 korlat
szférikus kédok haszndalataval kovetkezik.

A 4.5 alfejezetben egy diszkrepancia tipusi problémat targyal. A motivacio tobb
kiils6 adathordozén elhelyezkedd adatok kozel optimélis parhuzamos beolvasasa.
Meglep6, hogy a valéban gyakorlatinak t{ind kérdést elég pontosan, szép matem-
atika hasznélataval sikeriilt megoldani.

Ertékelés.

A dolgozat érdekes és fontos eredményeket tartalmaz az extremalis kombina-
torika és a konstruktiv kombinatorika teriileteirol. A feladatkitiizések az extremaélis
kombinatorikahoz sorolhatok, de ha a véalasz igényli, komoly eszkozok, vagy eredeti
otletek segitségével ad konstrukciét az extremalis probléma megoldasara.

Bar azt lehet mondani, hogy a dolgozat nem az extremélis kombinatorika 6
irdnyéba tartozik, az els6 témakor (2. fejezet) egy olyan 1j irdnyt tiiz ki, amely
esélyes arra, hogy bekeriiljon a f6 iranyok kozé. E fejezet talan legfébb értéke a
2.2.3 sejtés, és a megoldds irdnyaba tett 2.3.5 tétel.

A harmadik fejezet a Vapnik-Chervonenkis dimenzié vizsgdlataban, és a biralo
altal felallitott sejtés eldontése irdnyaban tesz fontos lépéseket. Itt a 3.3.5 tétel a
legérdekesebb.



A negyedik fejezet az adatbazisok elmélete altal felvetett kombinatorikai problé-
makat vizsgal, legfontosabb eredményei a 4.3.4, a 4.3.24, a 4.3.25 és a 4.4.5. tételek.

A dolgozat jél olvashaté. Az énaltalam megtalalt pontatlansdgok, elirasok szama
elhanyagolhaté. Ilyen példaul a 2.4.2 tétel képlete, amiben egy egész szam egészértéke
szerepel, mert a felette 1év6 képlet hibas atalakitasaval keletkezett.

Az értekezés nyilvanos vitara valé bocsatasat és a doktori cim megadasat
javaslom.
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