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I. A kit¶zött kutatási feladat rövid összefoglalása

A számelmélet számtalan kérdése az egész számok additív illetve multipli-
katív struktúrájával kapcsolatos. Ezek közül több érdekes, nehéz klasszikus
probléma olyan összefüggésekre vonatkozik, ahol additív módon de�niált ob-
jektumok multiplikatív tulajdonságaira vagyunk kíváncsiak, avagy éppen for-
dítva, multiplikatív eszközökkel meghatározott számok, halmazok bizonyos
additív tulajdonságait �rtatjuk. Az ilyen jelleg¶ kérdések általában rendkívül
nehezek, mivel igen laza a kapcsolat az egészek additív és multiplikatív struk-
túrája között. Tipikus példaként megemlíthetjük a híres Fermat-egyenletet,
vagy akár a mindmáig megoldatlan ikerprím-problémát és a Goldbach-sejtést.

Disszertációnkban olyan eredményeket tárgyalunk, melyek multiplikatív
módon de�niált számhalmazokban található számtani sorozatokkal kapcso-
latosak. Értekezésünk három fejezetb®l áll. Az els® fejezetben n-edik hat-
ványokból álló számtani sorozatokat vizsgálunk, illetve általánosabban szám-
tani sorozatok tagjainak szorzataiban található teljes hatványokkal foglalko-
zunk. A második fejezetben a kérdéskör általánosításaként teljes (de nem
feltétlenül azonos kitev®j¶) hatványokból álló számtani sorozatokat vizsgá-
lunk. Végül a harmadik fejezetben úgynevezett S-egységek összeghalmazai-
ban található számtani sorozatokkal foglalkozunk. Eredményeinknek több,
egymástól meglehet®sen távol álló, els® ránézésre meglep®nek t¶n® alkal-
mazását adjuk. Mindhárom fejezetben el®ször az éppen vizsgált problémát
illetve annak hátterét, irodalmát mutatjuk be. Ezek után a disszertáció-
ban szerepl® legfontosabb eredményeink ismertetése következik. Mivel a tár-
gyalt témakörök a diofantikus számelmélet homlokterébe tartozó, sokak ál-
tal vizsgált területek közé tartoznak, az eredmények irodalmi elhelyezésére
különös hangsúlyt fektetünk.

A disszertációban szerepl® eredményeket a következ® kilenc (nyolc már
megjelent, valamint egy közlésre elfogadott) publikációban közöltük: [FH01],
[GyHP09], [BBGyH06], [HTT09], [H04], [BGyHT06], [H08], [H07], [BHP].

II. A vizsgálatok során felhasznált módszerek

Ebben a fejezetben röviden felsoroljuk a kutatásaink során felhasznált leg-
fontosabb módszereket, illetve felvázoljuk azok hátterét. A módszerek pon-
tosabb, részletesebb ismertetése, illetve konkrét felhasználásuk illusztrálása
eredményeink bemutatásánál (a következ® fejezetben) található. Megjegyez-
zük, hogy sok esetben ezen módszerek továbbfejlesztésére, illetve egymással
és más eljárásokkal való kombinálására volt szükség ahhoz, hogy azokat a
vizsgált problémákra alkalmazni tudjuk.
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Az els®ként ismertetett négy módszer különösen a III.1 és III.2 fejezetekben
szerepl® eredmények bizonyítása során bír kiemelked®en nagy jelent®séggel.

Az elliptikus egyenletek e�ektív és explicit elmélete. Tekintsünk egy
f(x) = y2 alakú egyenletet, ahol f egy harmadfokú egész együtthatós poli-
nom nemnulla diszkriminánssal, x, y pedig ismeretlen egészek. Ekkor egyen-
letünk egy úgynevezett elliptikus diofantikus egyenlet. Baker [Bak68b] egy
klasszikus eredménye alapján ismert, hogy az egyenlet x, y megoldásainak ab-
szolút értéke egy csupán f együtthatóitól függ® e�ektív értékkel korlátozható.
Az egyenlet összes megoldásának meghatározásához azonban egy Lang [L64],
[L78] és Zagier [Za87] által megalapozott, Gebel, Peth®, Zimmer [GPZ94] il-
letve t®lük függetlenül Stroeker és Tzanakis [StTz94] által kidolgozott eljárást
érdemes követnünk, mely az egyenlet racionális megoldásai által meghatáro-
zott algebrai struktúra, az úgynevezett Mordell-Weil csoport tulajdonságain
alapszik. Az eljárás jól algoritmizálható, és a SIMATH [Sm93] majd kés®bb
a MAGMA [BCP97] programcsomagban implementálásra is került. Így ezen
programcsomagok felhasználásával (legalábbis elviekben) egy adott elliptikus
egyenlet összes egész megoldása meghatározható.

A 2 génuszú görbék explicit elmélete (a Chabauty-módszer). Te-
kintsünk egy f(x) = y2 alakú egyenletet, ahol f egy ötöd- vagy hatodfokú
egész együtthatós polinom nemnulla diszkriminánssal, x, y pedig ismeret-
len racionális számok. Ismert, hogy ekkor egyenletünk egy 2 génuszú gör-
bét határoz meg. Faltings [F83] egy ünnepelt eredménye alapján tudjuk,
hogy az egyenlet csupán véges sok x, y racionális megoldással rendelkezik.
Faltings tétele azonban ine�ektív, nem teszi lehet®vé a megoldások expli-
cit meghatározását. Ehhez egy Chabauty [C41] által megalapozott, kés®bb
Flynn és mások (lásd például a [F97] cikket és az ottani hivatkozásokat)
által �nomított, továbbfejlesztett módszerre van szükség. Problémáink vo-
natkozásában sok esetben az eljárás úgynevezett

�
elliptikus� változata is jól

használhatónak bizonyult (lásd [Br03]).

Ternér egyenletek és a moduláris módszer. Tekintsünk egy Axn +
Byn = Czm alakú úgynevezett (n, n,m) szignatúrájú ternér egyenletet, ahol
A, B, C adott nemnulla egészek, x, y, z és n ismeretlen egészek, n ≥ 3, és
m ∈ {2, 3, n}. Az A, B, C együtthatókra (pontosabban csupán azok prím-
tényez®ire) rótt bizonyos feltételek mellett a Wiles [W95], Darmon és Merel
[DM97], Kraus [K97], Ribet [Rib97] és mások által kifejlesztett moduláris
módszer segítségével lehet®vé vált az ilyen típusú egyenletek megoldása. Ami-
kor A = B = C = 1 és m = n, egyenletünk éppen a Fermat-egyenlet, melyet
Wiles éppen az említett módszer segítségével oldott meg. Azóta az egyen-
letet számos más A, B, C érték mellett is sikerült megoldani, lásd például
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[BS04], [BVY04]. Ezek az irodalomban található egyenletek, illetve az ál-
talunk megoldott nagyszámú, új ternér egyenletek [BBGyH06], [GyHP09]
rendkívül fontos, újszer¶ eszközt jelentettek különböz® vizsgálataink során.

Kombinatorikus módszerek, ternér egyenletek szitálása. Eredménye-
ink igazolásához számos prímszámelméleti és kombinatorikus eszköz, módszer
felhasználására volt szükség. Ehelyütt csupán egy általunk kifejlesztett szi-
tamódszerr®l szólunk.

Számtani sorozatban található
�
majdnem� teljes n-edik hatványokkal kap-

csolatos eredményeink bizonyításának egyik legfontosabb eszköze (legalábbis
n ≥ 7 esetén) a fent említett moduláris módszer. Problémánk vonatkozásá-
ban ezen eszköz elvileg könnyen használható: a vizsgált kérdés egyszer¶en
visszavezethet® (n, n,m), m ∈ {2, 3, n} alakú ternér egyenletek megoldására.
Azonban a megoldandó ternér egyenletek száma a számtani sorozat hosszá-
nak növelésével rendkívül gyorsan növekszik: a hagyományos módszerekkel
már nem kezelhet® a probléma, meg kell birkóznunk a kombinatorikus rob-
banás jelenségével. Ráadásul a moduláris elmélet alkalmazhatóságát nagy-
ban megkönnyíti (s®t sokszor csupán az teszi lehet®vé), ha egy további infor-
mációval is rendelkezünk: a ternér egyenletben ismerjük az xy egy konkrét
prímosztóját. Ezen nehézségek leküzdése gondos megközelítést igényel, a

�
nyers er®� messze nem elegend®. Vizsgálataink során egy olyan kombina-
torikai megfontolásokon alapuló szitálást dolgoztunk ki, amely lehet®vé teszi
nagy számú eset egyidej¶ vizsgálatát, illetve a moduláris technika hatékony
alkalmazását [GyHP09].

A következ® szakaszban ismertetett módszerek, eredmények a III.3 fejezetben
bemutatott tételek bizonyítása során jutnak rendkívül fontos szerephez.

A S-egység egyenletek e�ektív és ine�ektív elmélete. A szükséges
jelölések bevezetése sok id®t igényelne, ezt a kés®bbiekben tesszük majd meg
(lásd a III. fejezet III.3. alfejezetét). Az S-egység egyenletek a diofanti-
kus egyenletek elméletében igen fontos szerepet játszanak. Ennek egyik oka
az, hogy a szétes® forma egyenletek (például a norma forma egyenletek, a
Thue-egyenletek, a diszkrimináns forma egyenletek, az index forma egyen-
letek) visszavezethet®k S-egység egyenletekre ([Gy80], [EGy85], [EGy88a],
[EGy88b], [EGyST88]). Emellett sok más klasszikus, alapvet® fontosságú
diofantikus probléma direkt módon egységegyenletek megoldására vezet (lásd
például [EGyST88], [Gy92]).

Mély diofantikus approximációelméleti eszközök (a Schmidt-féle altér tétel)
felhasználásával megmutatható, hogy egy legalább kétváltozós S-egység egyen-
let csupán véges sok nemelfajuló megoldással rendelkezik ([E84], [vdPS82]).
Ezen túl egy ilyen típusú egyenlet megoldásszáma is korlátozható (lásd például
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az [ESS02], [AV] munkákat, illetve a bennük található megfelel® hivatkozá-
sokat). Ezek az eredmények ine�ektívek, azonban a kétváltozós esetben a
Baker-módszer segítségével maguk az ismeretlenek (pontosabban azok ma-
gassága) is korlátozható ([Gy79], [ShTi86], [EGyST88], [Gy92], [BGy96],
[Gy02], [GyY06]), ami elvileg már a megoldások meghatározását is lehet®vé
teszi.

III. A tudományos eredmények rövid összefoglalása

Ebben a fejezetben tömören összefoglaljuk a disszertációnkban szerepl® ered-
ményeket.

III.1 Számtani sorozatot alkotó n-edik hatványok

E terület alapkérdése a következ®: adott n ≥ 2 egész szám esetén milyen
hosszú lehet egy n-edik hatványokból álló számtani sorozat? A kérdés Fermat
és Euler munkásságáig nyúlik vissza (lásd [Di66], 440. és 635. oldal). Amint
azt Fermat megfogalmazta majd Euler be is bizonyította, négy különböz®
négyzetszám nem alkothat számtani sorozatot. Ugyanakkor jól ismert, hogy
az

X2 − 2Y 2 = −1

Pell-egyenlet végtelen sok X, Y egész megoldással rendelkezik. Így (mivel a
megoldások nyilvánvalóan egy 1, Y 2, X2 alakú számtani sorozatot határoznak
meg) eredeti kérdésünk négyzetszámok esetére megoldottnak tekinthet®. A
probléma általános n ≥ 3 esetén egy Xn, Zn, Y n alakú számtani sorozatból
kiindulva az

Xn + Y n = 2Zn (1)

diofantikus egyenlet megoldásainak meghatározására vezet. Nyilván elég az-
zal az esettel foglalkozni, amikor X,Y, Z relatív prímek. Az (1) egyenletet
többen vizsgálták. Az n = 3 eset már Mordell klasszikus könyvében ([Mo69],
126. oldal) szerepel, míg az n = 5 kitev® vizsgálata egészen Dirichlet és Le-
besgue bizonyos eredményeiig nyúlik vissza (lásd [Di66], 735. és 738. oldal).
Az els® általánosabb érvény¶ eredmény Dénes [De52] nevéhez f¶z®dik, aki-
nek n ≤ 31 esetén sikerült (1)-et teljesen megoldania. Valamennyi említett
esetben az adódott, hogy az egyenlet csupán az |XY Z| ≤ 1 feltételnek ele-
get tev® megoldásokkal rendelkezik. Az (1) egyenletet végül a közelmúltban
Darmon és Merel [DM97] oldotta meg teljes általánosságban. Azt nyerték,
hogy az egyenlet bármely n ≥ 3 kitev® esetén csak a már említett |XY Z| ≤ 1
feltételt teljesít® megoldásokkal bír. Darmon és Merel bizonyításának hát-
terében a Fermat-egyenlet megoldása során a Wiles [W95] és mások által
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kidolgozott moduláris módszer áll. Megemlítjük, hogy az (1) egyenlet meg-
oldása a Fermat-egyenlet megoldásánál lényegesen nehezebb, a nemtriviális
(X, Y, Z) = (1, 1, 1) megoldás létezése miatt ugyanis a moduláris technika
alkalmazása komoly nehézségekbe ütközik.

Az alapkérdés általánosításaként, egy önmagában is érdekes és szerteága-
zó problémakör kiindulópontjaként tekintsük az

x(x + d) . . . (x + (k − 1)d) = byn (2)

diofantikus egyenletet, ahol x, d, k, b, y, n ismeretlen pozitív egészek, melyekre
k, n ≥ 2, lnko(x, d) = 1 és P (b) ≤ k teljesül. Itt P (b) a b legnagyobb prím-
osztóját jelöli; P (1) = 1. Az egyenlettel rengeteg matematikus foglalkozott,
ezen a ponton csupán Fermat, Euler, Erd®s, Selfridge, Obláth, Nesterenko,
Shorey, Tijdeman, Saradha, Gy®ry, Brindza, Ruzsa, Bennett, Pintér nevét
említjük. A kés®bbiekben majd eredményeket és hivatkozásokat is megfogal-
mazunk.

Egyszer¶, de a kés®bbiekben rendkívüli jelent®séggel bíró észrevételként
megállapíthatjuk, hogy lnko(x, d) = 1 miatt (2)-b®l

x + id = aix
n
i (3)

adódik, ahol ai négyzetmentes és P (ai) ≤ k (i = 0, 1, . . . , k−1). Ez az észre-
vétel azért is érdekes, mert úgy is értelmezhet®, hogy az egyenlet megoldása
során

�
majdnem� teljes hatványokból álló számtani sorozatokhoz jutunk: a

sorozat tagjai egy teljes hatvány és egy korlátos, csupán
�
kis� prímekkel oszt-

ható együttható szorzataként állnak el®. Így (2) valóban a korábban említett
probléma általánosításának tekinthet®.

A (2) egyenlet kiinduló esete természetes módon a d = 1 választás. Ha
a b = 1 értéket is rögzítjük, akkor egy szép, klasszikus kérdéshez jutunk:
lehet-e egymást követ® pozitív egészek szorzata teljes hatvány? Az n = 2
esetben Erd®s [Er39] és Rigge [Rig39] egymástól függetlenül nemleges választ
adtak erre a kérdésre. A probléma teljes megoldása Erd®s és Selfridge [ES75]
nevéhez f¶z®dik, akik belátták, hogy a (2) egyenletnek (a d = b = 1 esetben)
nincs megoldása. Egy másik természetes kérdés az egyenlet d = 1, b = k!
esetén történ® vizsgálata. Ekkor ugyanis (2)(

x + k − 1

k

)
= yn (4)

alakra hozható, azaz teljes hatványokat keresünk a binomiális együtthatók
körében. Itt a binomiális együttható szimmetriája miatt elegend® az x > k
esettel foglalkoznunk. Feltesszük továbbá, hogy n = 2 esetén k > 2 teljesül.
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Az n = k = 2 választásnál ugyanis (4) (régóta ismert módon) egy végte-
len sok megoldással rendelkez® Pell-egyenletre vezet. A (4) egyenletet Erd®s
[Er51] k ≥ 4 esetén teljesen megoldotta. A k = 2, 3 esetek azonban Erd®s
elemi kombinatorikus számelméleti megfontolásokon alapuló, rendkívül szel-
lemes módszerével nem voltak kezelhet®k. Tijdeman [Ti89] a Baker-módszer
segítségével megmutatta, hogy ezekben az esetekben max(x, y, n) egy e�ek-
tív módon meghatározható abszolút konstanssal korlátozható. Végül a pro-
blémát Darmon és Merel [DM97] fent említett eredménye segítségével Gy®ry
[Gy97] oldotta meg, megmutatva, hogy a (4) egyenlet egyetlen megoldása
(x, k, y, n) = (48, 3, 140, 2). Végül a d = 1 eset lezárásaként megemlítjük,
hogy Saradha [Sa97] (k ≥ 4 eset) és Gy®ry [Gy98] (k = 2, 3 eset) a P (b) ≤ k
általános feltétel mellett a (2) egyenletet teljesen megoldotta. Egyetlen meg-
oldásként P (y) > k esetén a már említett (x, k, y, n) = (48, 3, 140, 2) adódott.
(A P (y) > k feltétel nélkül az egyenlet végtelen sok, könnyen jellemezhet®
triviális megoldással bír.)

A d > 1 eset szintén hatalmas, messzire visszanyúló irodalommal rendel-
kezik: elég csupán Fermat és Euler már említett eredményére gondolnunk.
Valóban, annak igazolásához, hogy négy különböz® négyzetszám nem alkot-
hat számtani sorozatot, Euler valójában (a kérdés általánosításaként) az

x(x + d)(x + 2d)(x + 3d) = y2

egyenletet vizsgálta - amely nem más, mint (2) a k = 4, n = 2, b = 1
választások mellett. Euler megmutatta, hogy a fenti diofantikus egyenletnek
nincs x, y, d pozitív egészekben megoldása. Már ezen a ponton megemlítjük,
hogy a (2) egyenlet d > 1 értékeire történ® teljes megoldása e pillanatban
még nagyon távolinak t¶nik. Az általános eset ugyanis lényegesen, min®sé-
gileg nehezebb a d = 1 speciális esetnél. Ez jól szemléltethet® például (3)
segítségével. Ha d = 1, akkor a szóbanforgó számtani sorozat i-edik és j-edik
(i 6= j) tagjainak különbségét képezve egy

AXn −BY n = C (5)

alakú, úgynevezett binom Thue-egyenlethez jutunk, ahol A = ai, B = aj,
X = xi, Y = xj, C = i− j. Az egyenlet régóta ismert. Baker [Bak68a] vala-
mint Schinzel és Tijdeman [ScTi76] a Baker-módszer segítségével nyert ered-
ményeib®l következik, hogy n ≥ 3 és |Y | > 1 esetén (5)-ben max(|X|, |Y |, n)
egy csak A, B, C értékét®l függ®, e�ektív módon meghatározható konstans-
sal korlátozható. Megemlítjük, hogy az A, B, C együtthatókra vonatkozó bi-
zonyos feltételek mellett a közelmúltban az (5) egyenlet összes megoldását si-
került meghatározni; lásd például [BGyMP06], [GyP08], [BMS08], [BBGyP].

Ezzel szemben, ha d > 1 tetsz®leges ismeretlen egész, akkor egy (5)-höz
hasonló összefüggés levezetéséhez két tag helyett három tagot, mondjuk az
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i1, i2, i3 index¶ tagokat kell használnunk, ahol 0 ≤ i1 < i2 < i3 < k. Mivel
egy számtani sorozattal van dolgunk, könnyen ellen®rizhet®, hogy (3) alapján
ekkor

AXn + BY n = CZn (6)

teljesül, ahol X = xn
i1
, Y = xn

i3
, Z = xn

i2
, A = i3− i2, B = i2− i1, C = i3− i1.

Azonban (6) egy, az (5) egyenletnél lényegesen nehezebb úgynevezett ternér
egyenlet, melynek például a Fermat-egyenlet (lényegében a legegyszer¶bb)
speciális esete. A (6) egyenlet tetsz®leges n-re való kezeléséhez az (éppen a
Fermat-egyenlet megoldása során Wiles [W95] és mások által kifejlesztett)
úgynevezett moduláris módszer szükséges. Ezen a ponton e módszerr®l még
nem szólunk részletesen, erre a kés®bbiekben kerül majd sor. Csupán megem-
lítjük, hogy a (6) típusú egyenletek hátterében álló mély problémák miatt
(2) teljes megoldása a jelenlegi ismeretekre támaszkodva egyel®re áthidalha-
tatlannak t¶n® nehézségekbe ütközik.

A (2) egyenlettel kapcsolatos kutatások lényegében két f® irányban foly-
nak: az egyenlet megoldásaira vonatkozó végességi tételek levezetése (bi-
zonyos paraméterekre vonatkozó korlátok igazolása más paraméterek függ-
vényében); illetve (2) teljes megoldása bizonyos paraméterek rögzítése után.
A jelen disszertációban az utóbbi irányba tartozó eredményekr®l szólunk. Az
els®ként említett kutatási irány legfontosabb eredményeit illetve más kapcso-
lódó eredményeket többek között a [Ti76a], [ShTi97], [Ti98], [Gy99], [Sh02]
áttekint® cikkekben találhatunk.

Általánosságban elmondható, hogy a (2) egyenlet bizonyos esetekben való
teljes megoldását az algebrai görbeelmélet közelmúltbeli jelent®s fejl®dése, és
az új eredmények hatékony alkalmazási lehet®ségeinek kidolgozása tette le-
het®vé. Ezen belül, a már említett moduláris módszer mellett különösen
fontos szerep jut az elliptikus görbék (1 génuszú görbék) illetve a magasabb
génuszú görbék, valamint a rájuk vonatkozó eredmények alkalmazásainak.
Az ilyen típusú görbék els®sorban kis kitev®k (azaz a (2) egyenletben tipiku-
san n = 2, 3 esetén) bizonyulnak rendkívül hasznosnak. Megemlítjük, hogy
az elliptikus görbéknek a problémakörben való els® alkalmazása az [FH01]
cikkünkben történt, míg a 2 génuszú görbék használatára illetve ehhez kap-
csolódóan az ún. Chabauty-módszer alkalmazására (lásd [C41], [F97], [Br03]
valamint az utóbbi két cikkben szerepl® hivatkozásokat) (2) vonatkozásában
el®ször a [BBGyH06] dolgozatunkban került sor.

Els®ként bemutatandó konkrét eredményként a (2) egyenlet teljes meg-
oldásának lehet®ségeit tárgyaljuk n = 2 és tetsz®leges, de rögzített d esetén.
Megemlítjük, hogy (mint azt több, a kés®bbiekben bemutatandó hivatkozás
is igazolja) az n = 2 eset különleges �gyelmet érdemel. Ennek oka abban ke-
resend®, hogy ekkor több olyan eszköz is rendelkezésre áll, melyek nagyobb
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kitev®kre nem használhatók. Mivel ennek a megfordítása is igaz (azaz a
nagyobb n kitev®kre használható módszerek n = 2-re sokszor cs®döt mon-
danak), így elmondható, hogy ez az eset valóban különös jelent®séggel bír.

III.1.1 A (2) egyenlet teljes megoldása rögzített d és n = 2 esetén

Az n = 2 esetben rögzített d mellet lehet®ség nyílik (2) teljes megoldására.
Ehhez elméleti szempontból a legjobb kiindulópontot Shorey és Tijdeman
[ShTi90] egy eredménye jelenti, mely szerint ebben az esetben k értéke már d
prímosztói számának segítségével is korlátozható. (A korábbi hasonló ered-
mények áttekintésért lásd [ShTi90].) Ez azonban önmagában még messze
nem elegend® a (2) egyenlet teljes megoldásához. Az els®, (2) összes megoldá-
sát szolgáltató eredményt Saradha [Sa98] nyerte d ≤ 22 esetén. Saradha ered-
ménye lényegében Erd®s és Selfridge [ES75] a d = 1 esetre vonatkozó kombi-
natorikus eredményének a d > 1 esetre történ® adaptálásával történt. Ezen
kívül elmondható, hogy Saradha kombinatorikus-prímszámelméleti módszere
heurisztikus elemeket is tartalmaz, elvileg nincs arra garancia, hogy az eljárás
valóban m¶ködik tetsz®leges d esetén is. Az [FH01] cikkben egy újszer¶, mo-
dern eszközökön alapuló, minden esetben hatékonyan m¶köd® eljárást adtunk
(2) összes megoldásának meghatározására rögzített d és n = 2 mellett. A
módszer lényege annak észrevételén múlik, hogy (3) alapján a szóban forgó
számtani sorozat bármely három, mondjuk az i1, i2, i3 index¶ tagjait össze-
szorozva egy

(x + i1d)(x + i2d)(x + i3d) = cz2 (7)

alakú egyenlethez jutunk. Itt c = ai1ai2ai3 és z = xi1xi2xi3 teljesül. Rög-
zített d esetén (7) egy elliptikus egyenlet, melynek x, z egész megoldásait
keressük. Ehhez egy Lang [L64], [L78] és Zagier [Za87] által megalapozott,
Gebel, Peth®, Zimmer [GPZ94] illetve t®lük függetlenül Stroeker és Tzana-
kis [StTz94] által kidolgozott eljárást érdemes követnünk, mely az egyenlet
racionális megoldásai által meghatározott algebrai struktúra, az úgyneve-
zett Mordell-Weil csoport tulajdonságain alapszik. Az eljárás jól algorit-
mizálható, és a SIMATH [Sm93] majd kés®bb a MAGMA [BCP97] prog-
ramcsomagban implementálásra is került. Így ezen programcsomagok fel-
használásával (legalábbis elviekben) egy adott elliptikus egyenlet összes egész
megoldása meghatározható.

A fentiek ismeretében a (2) egyenlet n = 2 és rögzített d esetén történ® tel-
jes megoldására általunk [FH01] adott algoritmus vázlata a következ®. Mivel
d rögzített, így k értéke korlátozható: az els® ilyen jelleg¶ eredmény Mar-
szalek [Mar85] nevéhez f¶z®dik, mi konkrétan Saradha [Sa98] idevágó ered-
ményeit használtuk. Emiatt (3) alapján, mivel ai négyzetmentes és P (ai) ≤ k
(i = 0, 1, . . . , k − 1), valójában csupán véges sok (7) alakú egyenletet kell
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megoldanunk. Az egyenletek megoldása a fent ismertetett módon történ-
het. Megemlítend®, hogy ha a k értékére kapott korlát túl nagy, akkor a
fellép® elliptikus egyenletek óriási száma gyakorlati szempontból kezelhetet-
lenné teszi a problémát. Részben éppen ez jelentette [BHR00] motivációját:
az itt (bizonyos feltételek mellett) levezetett k ≤ 7 igen éles korlát az ismerte-
tett eljárás hatékony m¶ködésének egyik elméleti sarokpontja. Módszerünk
illusztrálásaként [FH01]-ben az egyenletet 23 ≤ d ≤ 30 esetén teljesen meg-
oldottuk, és az alábbi eredményt nyertük.

1. Tétel ([FH01]) A (2) egyenlet összes megoldása 23 ≤ d ≤ 30 és n = 2
esetén:

(x, d, k, b, y) = (2, 23, 3, 6, 20), (4, 23, 3, 6, 30), (75, 23, 3, 6, 385),

(98, 23, 3, 2, 924), (338, 23, 3, 3, 3952), (3675, 23, 3, 6, 91805),

(75, 23, 4, 6, 4620), (1, 24, 3, 1, 35).

Itt valójában nem maga a konkrét tétel az érdekes (azt csak a teljesség
kedvéért fogalmaztuk meg), sokkal inkább az alkalmazott módszer bír nagy
jelent®séggel. Eljárásunkat többek között az [SS03a], [SS03b], [MS04] cikkek
is átvették illetve részben továbbfejlesztették, így az a konkrét problémakör-
ben is több alkalmazást nyert. (Például [SS03a]-ban a szerz®k módszerünk
továbbfejlesztésével az 1. Tételt kiterjesztették a d ≤ 104 esetre.) Ugyan-
akkor fontos megemlítenünk, hogy az általunk bevezetett új eszköz, azaz az
elliptikus görbék használata az éppen tárgyalt problémán messze túlmutat.
Err®l a kés®bbiekben még részletesebben szólunk majd. Most csupán azt
említjük meg, hogy (2)-ben az általános n kitev®k esetén felhasználható mo-
duláris módszer a

�
kis� kitev®kre (pontosabban tipikusan n = 2, 3, 5 esetén)

nem m¶ködik. Ezekben az esetekben a probléma megoldásához más esz-
közök használatára van szükség. Az n = 2, 3 esetben az egyik ilyen eszközt
éppen az elliptikus egyenletek a fentiekhez hasonló vagy annál általánosabb
használata jelenti.

III.1.2 A (2) egyenlet teljes megoldása rögzített k esetén

A (2)-re vonatkozó egyik legtermészetesebb kérdés a következ®: oldjuk meg
az egyenletet rögzített k tagszám esetén! Az irodalomban számos ez irányú
eredmény található, lásd például Euler már említett, vagy Obláth [Ob50],
[Ob51] tételeit. Ezek az eredmények azonban csupán speciális, �x n kitev®-
kre (nevezetesen n = 2, 3 esetére) vonatkoznak. A moduláris módszer megje-
lenésével lehet®vé vált az egyenlet rögzített k esetén történ® teljes megoldá-
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sa, tetsz®leges ismeretlen n kitev® mellett. A moduláris módszer alkalmaz-
hatóságát a tekintett problémára a (3) összefüggés teszi lehet®vé: ez alapján
bármely három különböz® tag megfelel® lineáris kombinációját tekintve egy
(6) alakú, úgynevezett (n, n, n) szignatúrájú ternér egyenlethez jutunk. Fel-
használva Wiles [W95], Darmon és Merel [DM97] valamint Ribet [Rib97]
erdeményeit, ahol A = B = 1 mellett C értéke rendre 1, 2 és 2α, Gy®ry
[Gy99] megmutatta, hogy a (2) egyenletnek k = 3 és P (b) ≤ 2 esetén nincs
megoldása. A kés®bbiekben (általánosabb ternér egyenletekre vonatkozó, az
alábbiakban bemutatandó eredmények segítségével) Gy®ryvel és Saradhával
[GyHS04] sikerült kiterjesztenünk az eredményt a k = 4, 5 esetre is.

A jelen értekezésben tárgyalt ez irányú f® eredményünk a következ®.

2. Tétel. ([GyHP09]) Ha 3 < k < 35 és b = 1, akkor a (2) egyenletnek
nincs megoldása.

Más szavakkal, 3 < k < 35 esetén egy k-tagú primitív (az lnko(x, d) = 1
feltételnek eleget tev®) számtani sorozat tagjainak szorzata nem lehet teljes
hatvány.

Ez az eredmény az alábbi, általánosabb tételek következményeként adó-
dik. Megemlítjük, hogy a felsorolt eredmények, pontosabban a 3-7. Tételek
valójában az x < 0, y < 0 esetet is lefedik. Ezekben az állításokban (a többi
korábbi feltétel változatlanul hagyása mellett) x és y tetsz®leges nemnulla
egészek lehetnek. Els® eredményünk a k ≤ 11 esetre vonatkozik.

3. Tétel. ([BBGyH06]) Legyenek k és n olyan egészek, melyekre 3 ≤
k ≤ 11, n ≥ 2 prím és (k, n) 6= (3, 2) teljesül. Tegyük fel továbbá, hogy x
olyan egész, valamint d és b olyan pozitív egészek, hogy lnko(x, d) = 1 és
P (b) ≤ Pk,n, ahol Pk,n értékeit az alábbi táblázat tartalmazza:

k l = 2 l = 3 l = 5 l ≥ 7
3 − 2 2 2
4 2 3 2 2
5 3 3 3 2
6 5 5 5 2
7 5 5 5 3
8 5 5 5 3
9 5 5 5 3
10 5 5 5 3
11 5 5 5 5

Ekkor a (2) egyenlet megoldásaira

(x, d, k) ∈ {(−9, 2, 9), (−9, 2, 10), (−9, 5, 4), (−7, 2, 8), (−7, 2, 9), (−6, 1, 6),

(−6, 5, 4), (−5, 2, 6), (−4, 1, 4), (−4, 3, 3), (−3, 2, 4), (−2, 3, 3), (1, 1, 4), (1, 1, 6)}
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teljesül.
Az egyszer¶ség kedvéért csupán a megoldásokban el®forduló x, d, k ér-

tékeket adtuk meg; a hozzájuk tartozó b, y, n értékek (2)-b®l könnyen kiszá-
molhatók.

Amint azt korábban is említettük, a 2. Tétel (illetve a kapcsolódó ál-
talánosabb eredmények) bizonyítása során érdemes megkülönböztetni az n ≥
7, n = 5, n = 3 és n = 2 eseteket. Ennek oka az, hogy az egyes ese-
tek tárgyalása eltér® módszereket igényel. Az n ≥ 7 eset lényegében egy, a
moduláris technikán alapuló megközelítéssel kezelhet®. Az n = 5 kitev®ér-
tékhez tartozó eset klasszikus algebrai számelméleti eredmények segítségével
tárgyalható. Az n = 3 és n = 2 esetben több módszer ötvözése hozza meg
a kívánt eredményt: a bizonyítások többek között a Chabauty-módszeren,
az elliptikus egyenletek elméletén, illetve lokális vizsgálatokon alapulnak. A
kés®bbiekben a bizonyítások hátterében álló módszerekr®l részletesebben is
szólunk majd.

Az alábbiakban eszerint a felosztás szerint haladunk, a 3. Tétel által nem
lefedett 12 < k < 35 értékekre szorítkozva. A következ® tételünk az n ≥ 7
esetre vonatkozik.

4. Tétel. ([GyHP09]) Ha n ≥ 7 prím, 12 ≤ k < 35 és P (b) ≤ Pk,n teljesül,
ahol

Pk,n =

{
7, ha 12 ≤ k ≤ 22,
k−1
2

, ha 22 < k < 35,

akkor a (2) egyenletnek nincs megoldása.
Következ® eredményünk az n = 5 esetet tárgyalja. Megemlítjük, hogy

8 ≤ k ≤ 11 esetén az 5. Tétel a 3. Tétel javítását is szolgáltatja.

5. Tétel. ([GyHP09]) Legyen n = 5, 8 ≤ k < 35 és P (b) ≤ Pk,5, ahol

Pk,5 =

{
7, ha 8 ≤ k ≤ 22,
k−1
2

, ha 22 < k < 35.

Ekkor a (2) egyenlet megoldásaira az alábbiak egyike teljesül:

(k, d) = (8, 1), x ∈ {−10,−9,−8, 1, 2, 3}, (k, d) = (8, 2), x ∈ {−9,−7,−5},

(k, d) = (9, 1), x ∈ {−10,−9, 1, 2}, (k, d) = (9, 2), x ∈ {−9,−7},
(k, d) = (10, 1), x ∈ {−10, 1}, (k, d, x) = (10, 2,−9).

Az alábbi két tételünk az n = 3 esetre vonatkozik. Az els®, b = 1 mel-
lett megfogalmazott állítás valójában a második, általánosabb b értékekre
vonatkozó eredmény következménye.
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6. Tétel. ([HTT09]) Legyen (x, d, k, y) a (2) egyenlet egy megoldása n = 3,
k < 39 és b = 1 mellett. Ekkor

(x, d, k, y) = (−4, 3, 3, 2), (−2, 3, 3,−2), (−9, 5, 4, 6), (−6, 5, 4, 6).

7. Tétel. ([HTT09]) Legyen (x, d, k, b, y) a (2) egy olyan megoldása,
melyre n = 3, k < 32, és P (b) < k ha k = 3 vagy k ≥ 13. Ekkor (x, d, k) az
alábbiak egyike:

(x, 1, k) ahol − 30 ≤ x ≤ −4 vagy 1 ≤ x ≤ 5,

(x, 2, k) ahol − 29 ≤ x ≤ −3,

(−10, 3, 7), (−8, 3, 7), (−8, 3, 5), (−4, 3, 5), (−4, 3, 3), (−2, 3, 3),

(−9, 5, 4), (−6, 5, 4), (−16, 7, 5), (−12, 7, 5).

Hirata-Kohno, Laishram, Shorey és Tijdeman [HKLST07] megmutatta,
hogy ha 3 < k < 110 és b = 1, akkor a (2) egyenletnek n = 2 esetén nincs
megoldása. (Valójában [HKLST07] és [Te08] alapján egy ennél lényegesen
pontosabb állítás is megfogalmazható, amely a P (b) ≤ k esetet is lefedi,
bizonyos k értékek mellett.) Amint az könnyen látható, a 2. Tételünk a 3-7.
Tételeink és az n = 2 esetre vonatkozó említett állítás következménye.

A következ®kben bemutatjuk a felsorolt tételek bizonyításának hátterét.
Itt is a korábbi, az n kitev® különböz® értékeihez tartozó felosztást követjük.
Célunk az, hogy röviden ismertessük a legfontosabb felhasznált módszere-
ket illetve azok alkalmazásának elveit. A részletes bizonyítások a megfelel®
cikkekben találhatók. Elöljáróban csupán annyit említünk meg, hogy min-
den vizsgált esetben sikerült olyan korábban még nem használt módszert
kifejlesztenünk, mely a probléma kezelése során igen hatékonynak bizonyult.

III.1.2.1 Az n ≥ 7 eset

Ebben az esetben az egyenlet megoldását a Wiles [W95], Darmon és Me-
rel [DM97] Kraus [K97], Ribet [Rib97] és mások által kifejlesztett moduláris
technika teszi lehet®vé. Értekezésünkben nem ismertetjük a módszer elméleti
hátterét, sokkal inkább annak problémánkra való (távolról sem automatikus,
több szempontból is új megközelítésmódot igényl®) alkalmazására koncentrá-
lunk. A módszer tömör felvázolása, illetve általános diofantikus alkalmazási
lehet®ségeinek összegzése Bennett [Ben03] ismertet® dolgozatában található.

A moduláris módszer alapvet®en háromféle szignatúrájú ternér egyenlet
kezelését teszi lehet®vé, nevezetesen az alábbiakét:

(n, n, n) szignatúra : AXn + BY n = CZn,
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(n, n, 3) szignatúra : AXn + BY n = CZ3,

(n, n, 2) szignatúra : AXn + BY n = CZ2.

Itt valamennyi esetben A, B, C rögzített prímosztókkal rendelkez® nemnulla
egészek, X,Y, Z pedig ismeretlen relatív prím egészek. Megemlítjük, hogy
A = B = C = 1 esetén az els® egyenlet éppen a Fermat-egyenlet. Már ezen a
ponton felhívjuk a �gyelmet két, a kés®bbiekben fontos szerepet játszó össze-
függésre. Egyrészt, bár elvileg a fenti típusú egyenletek kezelhet®k (és itt
nem feltétlenül a megoldásukra, csupán azok számítógép segítségével történ®
vizsgálatára gondolunk), ám a gyakorlatban csak azok az egyenletek hasz-
nálhatók, melyek viszonylag alacsony szint¶ moduláris formákhoz tartoznak
- azaz tipikusan azok, melyekben ABC csupán

�
kevés� és

�
kicsi� különböz®

prímosztóval rendelkezik. Másrészt, az elmélet alkalmazhatóságát nagyban
megkönnyíti (s®t sokszor csupán az teszi lehet®vé), ha egy további informá-
cióval is rendelkezünk: ismerjük az XY egy konkrét prímosztóját.

A módszer (2) egyenletre való alkalmazásának kiindulópontja a (3) össze-
függés. Az alapelv (meglehet®sen leegyszer¶sítve) a következ®: az összes
(3) alakú számtani sorozatot megvizsgálva a (2) egyenlet összes megoldását
megkapjuk. Ha k értéke

�
kicsi� (mondjuk k ≤ 11), akkor egy meglehet®-

sen komplikált, de alapvet®en szisztematikus vizsgálat is használható - lé-
nyegében ez történt a [BBGyH06] publikációnkban. Amint azt a (6) alakú
egyenletek levezetésénél láthattuk, a (2) egyenletb®l kiindulva (n, n, n) szig-
natúrájú ternér egyenletek levezetése nem okoz gondot. Az ilyen egyenletek
megoldása viszont már lényegesen nagyobb nehézségekbe ütközik: összességé-
ben elmondható, hogy az irodalomban csupán néhány (n, n, n) szignatúrájú
ternér egyenlet teljes megoldása szerepel; lásd például [W95], [DM97], [K97],
[Rib97], [SS01]. A meglév® eredmények problémánkra jól használhatók, de
önmagukban messze nem elegend®ek. Viszont olyan új, (n, n, n) szignatúrájú
egyenletekre vonatkozó eredményt, amely a problémánk megoldása során
jól alkalmazható, nehéz levezetni. Ennek f® oka az, hogy nem tudjuk ga-
rantálni, hogy a kapott egyenletben p | XY teljesülne valamilyen adott p
prímszámmal. Az áttörést az (n, n, 2) szignatúrájú egyenletek alkalmazása
hozza. Ilyen típusú egyenletek (3)-ból a következ® módon nyerhet®k. Legyen
0 ≤ i1 < i2 ≤ i3 < i4 < k úgy, hogy i2 + i3 = i1 + i4 teljesül. Ekkor fennáll a
következ® azonosság:

(n + i2d)(n + i3d)− (n + i1d)(n + i4d) = (i2i3 − i1i4)d
2.

Így (3) alapján egy

ai2ai3(xi2xi3)
n − ai1ai4(xi1xi4)

n = (i2i3 − i1i4)d
2 (8)
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alakú (n, n, 2) szignatúrájú ternér egyenlethez jutunk. Az (n, n, n) szigna-
túrához képest a különbség abban rejlik, hogy itt már (az indexek

�
ügyes�

megválasztásával) garantálható egy p | XY típusú feltétel, és ezáltal a fellép®
ternér egyenlet kezelhet®vé válik, annak összes megoldása meghatározható.

A jelenséget egy példán keresztül illusztráljuk. Legyen k = 4, és vizsgál-
juk a (2) egyenletet a P (b) ≤ 2 feltétel mellett. Ekkor (3)-ban P (ai) ≤ 3
(i = 0, 1, 2, 3) teljesül. Tegyük fel, hogy 3 | a0. Ekkor persze 3 | x, így
lnko(x, d) = 1 miatt 3 - d, valamint 3 - (x + d)(x + 2d) teljesül. Mivel
P (b) ≤ 2, így azt kapjuk, hogy 3 kitev®je x(x + 3d)-ben szükségképpen
osztható n-nel. De akkor a (8) egyenletben, i1 = 0, i2 = 1, i3 = 2, i4 = 3
választás mellett 3

�
beolvasztható� az xi1xi4 alapba, és így a fellép® ternér

egyenletben végül is a 3 | XY feltételhez jutunk.
Az (n, n, 2) szignatúrájú egyenletek els® alkalmazására a [GyHS04] cik-

künkben került sor. Itt azonban csupán az irodalomban található néhány
egyenletet (lásd például [BS04]) használtuk, melyek csak a k = 4, 5 esetek
kezelését tették lehet®vé. A kés®bbiek során, a [BBGyH06] dolgozatban szá-
mos új, a megoldások vizsgálata során fellép® (n, n, 2) szignatúrájú egyenletet
megoldva lehet®vé vált az eredmény kiterjesztése a k ≤ 11 esetre. Megem-
lítjük, hogy a probléma k < 35 esetén történ® vizsgálatához a [GyHP09]
dolgozatunkban még több (n, n, 2) szignatúrájú egyenlet megoldása vált szü-
kségessé - err®l az alábbiakban részletesebben is szólunk majd.

Az eredmény továbbviteléhez lényeges újításra volt szükség. A k érté-
kének növelésével ugyanis meg kell birkózni a kombinatorikus robbanás je-
lenségével: a (3) alapján (elméletileg) fellép® számtani sorozatok száma rend-
kívül gyorsan növekszik. Emiatt a korábban alkalmazott szisztematikus jel-
leg¶ vizsgálat a gyakorlatban már nem használható. A [GyHP09] cikkünkben
a nehézségek áthidalására sziták egy egymásra épül® rendszerét dolgoztuk ki.
Ennek lényege (meglehet®sen leegyszer¶sítve) a következ®. A számtani so-
rozatunk tagjainak p ≤ k prímosztóira az lnko(x, d) = 1 összefüggés miatt
p | (x + id), (x + jd) esetén p | j − i teljesül. Így ha tudjuk, hogy egy ilyen
p prím oszt egy x + id tagot, akkor az összes p-vel osztható tagot fel tudjuk
sorolni. (Ugyanakkor a k-nál nagyobb prímszámok nyilván csak egy tagot
oszthatnak, n-nel osztható kitev®n szerepelve.) Az esetek vizsgálatánál el®-
ször csak az 5-nél nagyobb prímszámok

�
helyeit� (azaz egy velük osztható tag

indexét) rögzítsük. A
�
kimaradó� helyek (azaz azon tagok, melyek nem ren-

delkeznek 5-nél nagyobb prímosztóval) segítségével megpróbálhatunk olyan
(n, n, n), (n, n, 3) vagy (n, n, 2) szignatúrájú ternér egyenlethez jutni, mely-
nek megoldása az irodalomban már szerepel. A fennmaradó esetekben rög-
zítsük az 5, majd a 3, végül a 2

�
helyét� - minden esetben hasonló vizsgála-

tokat folytatva. Végül a még mindig kimaradó esetekben próbáljunk meg
levezetni olyan ternér egyenletet, mely korábban még nem volt megoldva, de
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kezelhet®. Ez a lépés egyfajta iterációval történik: olyan ternér egyenlete-
ket érdemes keresni és megoldani, melyek

�
sok� potenciális számtani sorozat

létezését zárják ki egyszerre. Az ezen egyenletek segítségével sem kizárható
sorozatok esetén keressünk további, hasonló jelleg¶ ternér egyenleteket, stb.
Végül a (2) egyenlet k ≤ 34 esetén történ® megoldásához összesen 55 darab
(n, n, 2) szignatúrájú egyenlet megoldására került sor, mindegyik esetben egy
további p | XY (p ∈ {11, 13, 17, 19, 23, 29, 31}) feltétel mellett. Megemlítjük,
hogy ez összesen körülbelül kétszer annyi új egyenlet megoldását jelentette,
mint amennyi az általunk felhasznált irodalomban szerepelt. A módszer jel-
lege miatt bizonyos n kitev®k egy-egy konkrét ternér egyenlet megoldásánál

�
kimaradtak�: néhány AXn + BY n = CZ2 alakú egyenletet sokszor csak
egy n /∈ N feltétel mellett sikerült megoldanunk, ahol N egy véges, jellem-
z®en

�
kevés� és

�
kicsi� elemekb®l álló halmaz. Az N -beli n kitev®ket külön

vizsgálatok segítségével (tipikusan lokális számítások alapján) sikerült ke-
zelnünk.

Az eredmény jelent®sége nem csupán annyi, hogy sikerült viszonylag nagy
k értékekre is megoldani a (2) egyenletet. A bizonyítás során feltárt össze-
függések reményeink szerint a kés®bbiekben egy még általánosabb eredmény
levezetésében is fontosak lehetnek. Mivel jelenleg csupán találgatni tudunk,
egyetlen konkrét tényre szeretnénk felhívni a �gyelmet: a vizsgált számtani
sorozatok mindegyike esetében sikerült alacsony szint¶ ternér egyenletet
találnunk. E tapasztalati meg�gyelés valamilyen elméleti tétel formájába
való öntése rendkívül nagy jelent®séggel bírna.

III.1.2.2 Az n = 5 eset

Ebben az esetben mind a [BBGyH06] mind a [GyHP09] cikkeinkben ered-
ményeink az AX5 +BY 5 = CZ5 alakú egyenletekre vonatkozó tételeken ala-
pulnak. Így többek között felhasználtuk Dirichlet, Lebesgue, Maillet (lásd
[Di66]) és Dénes [De52] klasszikus eredményeit az A = B = 1 esetben, illetve
Saradha és Shorey [SS01] bizonyos tételeit C = 1 esetén. Ezeken túl több új
eredmény levezetésére is szükségünk volt. Kiterjesztettük például Dirichlet
és Dénes említett eredményeit a P (C) ≤ 7 esetre (a korábbiakban csupán a
P (C) ≤ 3 esetekkel foglalkoztak). Eredményeinket klasszikus algebrai szám-
elméleti eszközök kombinálásával, valamint lokális vizsgálatok segítségével
bizonyítottuk. A részletek a [BBGyH06], [GyHP09] cikkeinkben találhatók.

III.1.2.3 Az n = 3 eset

Viszonylag kis k értékek esetén (azaz mondjuk k ≤ 11 mellett) (3) alapján
az esetek szisztematikus vizsgálata is célravezet® volt (lásd [BBGyH06]). A
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szükséges hátteret Selmer [Se51] AX3 + BY 3 = CZ3 alakú egyenletekre
vonatkozó eredményei, valamint a már említett Chabauty-módszer szolgál-
tatja. Nagyobb k értékekre azonban a fellép® esetek hatalmas száma miatt
�nomabb meggondolásokra van szükség. Ezért a [HTT09] cikkünkben beve-
zettünk egy modulo 7 és modulo 9 köbmaradékokon alapuló szitamódszert,
amely jelent®s mértékben megkönnyíti az esetek vizsgálatát. A fennmaradó
lehetséges számtani sorozatokat Selmer [Se51] már említett eredményeivel,
illetve a Cahabauty-módszerrel kezeltük. Az el®bbi eszköz alkalmazása (3)
alapján kézenfekv®, az utóbbi használatát egy példán illusztráljuk. Tegyük
fel, hogy k = 7 és (3)-ban

(a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6) = (4, 5, 6, 7, 1, 9, 10)

teljesül. Mivel egy számtani sorozattal van dolgunk, így a

8x3
6 + x3

1 = 9x3
5 és x3

6 − 3x3
1 = −2x3

0

összefüggésekhez jutunk. Az els® egyenletet faktorizálva könnyen látható,
hogy 4x2

6−2x1x6+x2
1 = 3u2 teljesül valamilyen u egésszel. A második egyenlet

bal oldalát a K = Q( 3
√

3) testben faktorizálva x6− 3
√

3x1 = (1− 3
√

3)v3 adódik,
valamilyen K-beli v algebrai egésszel. A fenti összefüggésekb®l az

(X − 3
√

3)(4X2 − 2X + 1) = (3− 3
3
√

3)Y 3

egyenlethez jutunk, ahol X = x6/x1 illetve Y = uv/x1. Mivel ez az egyenlet
egy K feletti 1 génuszú görbét határoz meg, így ennek (X, Y ) ∈ Q × K
megoldásai az elliptikus Chabauty-módszer segítségével meghatározhatók.
Visszahelyettesítéssel kapjuk, hogy a megoldások az x1 = ±1, x6 = ±1
értékekhez tartoznak. A módszer részletesebb leírását lásd a [BBGyH06] és
[HTT09] cikkeinkben.

III.1.2.4 Az n = 2 eset

Ebben az esetben a (3) egyenlet vizsgálatának egyik hatékony eszközét az el-
liptikus egyenletek jelentik. Mivel azonban most d nem rögzített, így a koráb-
ban [FH01]-ben alkalmazott technikánk átalakítására van szükség. Ennek a
[BBGyH06] cikkünkben bevezetett új eljárásnak a bemutatásához válasszunk
négy tagot a szóban forgó számtani sorozatból. Ekkor (3) alapján

X(X + j1d)(X + j2d)(X + j3d) = BY 2

adódik. Itt (ha az i1, i2, i3, i4 index¶ tagokat választottuk) jl = il+1 − i1 (l =
1, 2, 3) és X = x + i1d, illetve B = a1a2a3a4 valamint Y = x1x2x3x4 teljesül.
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Innen, felhasználva hogy X 6= 0, az u = d/x és v = Y/X2 helyettesítésekkel
kapjuk, hogy

(1 + j1u)(1 + j2u)(1 + j3u) = Bv2,

ami egy elliptikus egyenlet. A probléma az, hogy itt u, v racionális szá-
mok lehetnek, így az egyenlet akár végtelen sok megoldással is rendelkez-
het. Viszont ha az egyenlet (pontosabban a hozzá tartozó elliptikus görbe)
Mordell-Weil csoportjának rangja nulla (amire a terület egy

�
folklór� sejtése

alapján egy véletlenszer¶en választott görbe esetében mintegy 40 százalék

�
esély� van), akkor a megoldások száma véges. Ezek a megoldások a görbe
Mordell-Weil csoportjának torziópontjaihoz tartoznak, és standard matema-
tikai programcsomagok (például a MAGMA [BCP97]) segítségével egysze-
r¶en meghatározhatók. Így ebben az esetben a (2) egyenlet megoldásai is
könnyen adódnak. A problémát els®sorban a potenciálisan fellép® (3) so-
rozatok (k értékével rendkívül gyorsan növekv®) nagy száma jelenti. Ez a
nehézség azonban a megfelel® szitatechnikákkal, legalábbis k ≤ 11 esetén, a
[BBGyH06] cikkünkben kezelhet®nek bizonyult. Érdekes módon egy konkrét
esetben, nevezetesen k = 6 és b = 5 mellett valamennyi fellép® elliptikus
görbe rangja pozitív. Ekkor az alábbi egyenlethez jutunk:

X(X + 1)(X + 2)(X + 3)(X + 4)(X + 5) = 5Y 2,

ahol X = x/d és Y = y/d3. A fenti egyenlet egy 2 génuszú görbét határoz
meg, melynek racionális pontjai (és így visszahelyettesítés után x, y, d ér-
téke) a Chabauty-módszer segítségével meghatározható. Ezt az eredményt az
iménti eljárással kombinálva a 3. Tétel n = 2 esetén történ® bizonyításához
jutunk.

Végül megemlítjük, hogy az említett [HKLST07]-beli eredmény bizonyí-
tása részben más módszerrel (egy lokális megfontolásokon alapuló eljárással
és a Chabauty-módszer segítségével) történt, mely els®sorban az x > 0 meg-
oldások meghatározásakor t¶nik hatékonynak, lásd a [HKLST07] és [Te08]
cikkeket. (Valóban, az x < 0 esetet [HKLST07] nem tárgyalja.)

III.2 Számtani sorozatot alkotó vegyes hatványok

A (2) egyenlettel kapcsolatos eredmények (3) alapján úgy is interpretál-
hatóak, hogy olyan számtani sorozatokat keresünk, melyek

�
majdnem� teljes

n-edik hatványokból állnak. Ebben a fejezetben egy általunk nyitott, de szá-
mos korábbi híres problémához és eredményhez kapcsolódó kutatási irányban
nyert eredményeket mutatunk be. Tekintsük az

a0x
n0
0 , a1x

n1
1 , . . . , ak−1x

nk−1

k−1 (9)
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alakú számtani sorozatokat. Itt ai, xi ∈ Z, P (ai) ≤ P (i = 0, . . . , k − 1)
ahol P egy rögzített konstans, és az ni ≥ 2 hatványkitev®k különböz®ek is
lehetnek. Az alapkérdés a következ®: bizonyos természetes feltételek mellett
korlátozható-e a (9) sorozat k hossza? Megemlítjük, hogy könnyen látható,
hogy feltételek el®írása nélkül k értéke nem korlátozható. Ezt az alábbi egy-
szer¶ példa segítségével illusztráljuk (mely a disszertációban is bemutatott
[H04]-ben található). Két tetsz®leges különböz® xn0

0 , xn1
1 teljes hatvány fel-

fogható kéttagú számtani sorozatként. Induktívan gondolkodva tegyük fel,
hogy

xn0
0 , xn1

1 , . . . , x
nt−1

t−1

egy t tagú számtani sorozat, valamilyen t ≥ 2 mellett. Legyen y = x
nt−1

t−1 + d,
ahol d = xn1

1 − xn0
0 a sorozat di�erenciája. Vegyük észre, hogy ekkor az

N = n0 . . . nt−1 és Ni = N/ni (i = 0, 1, . . . , t− 1) jelöléseket bevezetve

(x0y
N0)n0 , (x1y

N1)n1 , . . . , (xt−1y
Nt−1)nt−1 , yN+1

egy teljes hatványokból álló t+1 tagú számtani sorozat. Így k értéke valóban
nem korlátozható.

Amint azt a kés®bbiekben látni fogjuk, az ni (i = 0, 1, . . . , k− 1) kitev®k
illetve lnko(a0x0, a1x1) korlátozása esetén a helyzet mer®ben más jelleget ölt.
Az eredmények bemutatása el®tt azonban még szeretnénk rávilágítani két
dologra. Egyrészt, a probléma nyilvánvalóan a homogén hatványok eseté-
nek egyfajta általánosításának tekinthet®. A vegyes hatványokból álló szám-
tani sorozatok problémaköre ugyanakkor lényegesen nehezebb az azonos hat-
ványok eseténél. Ezt jól illusztrálja, hogy az itt használható egyik mély eszköz
a (6)-hoz képest is jelent®sen tovább általánosított Fermat-egyenletek, azaz
az

AXp + BY q = CZr (10)

alakú egyenletek elmélete, ahol A, B, C nemnulla egészek. A (10) alakú
egyenletekre vonatkozó jelenlegi legjobb, Darmontól és Granville-t®l [DG95]
származó eredmény azonban csupán rögzített p, q, r esetén (a szokásos 1/p +
1/q + 1/r > 1 feltétel mellett) biztosít végességet, ráadásul csak ine�ek-
tív formában. (Szemben a már korábban említett, például (6)-ra vonatkozó
eredményekkel, melyek tetsz®leges n-re érvényesek.)

Másrészt, a nevezetes
Xp − Y q = 1

Catalan-egyenlet megoldásai lényegében egy kett® hosszúságú, d = 1 diffe-
renciájú

�
vegyes� hatványokból álló számtani sorozatot alkotnak, így a fel-

vetett probléma ehhez az egyenlethez is szorosan kapcsolódik. (A teljesség
kedvéért megemlítjük, hogy a Catalan-egyenlet Tijdeman [Ti76b] egy tétele
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alapján csak véges sok, e�ektíve meghatározható megoldással rendelkezik.
Az egyenlet teljes megoldása Mih�ailescu [Mi04] nevéhez f¶z®dik. Az egyetlen
megoldás: (X, Y, p, q) = (3, 2, 2, 3).)

Ebben a témakörben lényegében két különböz® kutatási irány kezd körvo-
nalazódni: a bizonyos feltételek mellett k-ra (illetve esetlegesen a sorozatok
számára) vonatkozó korlátok levezetése, valamint bizonyos speciális esetek-
ben az összes megfelel® tulajdonságú sorozat meghatározása. El®ször az els®
irányba sorolható eredményeinket mutatjuk be.

8. Tétel. ([H04]) Legyen L egy rögzített egész, L ≥ 2. Ekkor bármely
olyan (9) alakú számtani sorozatra melyben ni ≤ L (i = 0, 1, . . . , k − 1),
k ≤ C(P, L) teljesül, ahol C(P, L) egy csak P és L értékét®l függ® konstans.

Tételünk bizonyítása során többek között van der Waerden [vdW27] egy
híres (ilyen típusú probléma vonatkozásában korábban nem alkalmazott),
monokromatikus számtani sorozatokra vonatkozó tételét, illetve Euler vala-
mint Darmon és Merel korábban említett eredményeit kombináltuk.

Megemlítjük, hogy [H04]-ben megmutattuk, hogy az abc-sejtés teljesülése
esetén az ni ≤ L feltételt az lnko(a0x0, a1x1) = 1 feltétellel helyettesítve,
k a P egy függvénye segítségével korlátozható. Ezen a ponton célszer¶nek
t¶nik az abc-sejtés pontos ismertetése. A sejtés szerint tetsz®leges relatív
prím pozitív egész a, b, c számok és ε pozitív valós szám esetén az a + b = c
összefüggésb®l

c ≤ C(ε)

∏
p|abc

p

1+ε

következik, ahol C(ε) egy csupán ε-tól függ® konstans. A sejtés egy gyengébb
alakja Oesterlét®l [Oe88] származik, fenti formájában el®ször Masser [Mas85]
fogalmazta meg. Az abc sejtésb®l rengeteg fontos eredmény levezethet®, több
vezet® szaktekintély szerint a modern diofantikus számelmélet egyik legfon-
tosabb sejtésér®l van szó. Itt csupán az érdekesség kedvéért azt említjük
meg, hogy egy [GyHS04]-beli eredményünk alapján az abc-sejtés fennállása
esetén k ≥ 3 és n ≥ 4 mellett a (2) egyenlet csupán véges sok x, d, k, b, y, n
megoldással rendelkezik (azaz itt minden további feltétel nélkül az összes
paraméter korlátozható).

9. Tétel. ([BGyHT06]) Legyen L egy rögzített egész, L ≥ 2. Ekkor csak
véges sok olyan (10) alakú számtani sorozat létezik, melyre ni ≤ L, ai = 1
(i = 0, 1, . . . , k − 1) és lnko(x0, x1) = 1 teljesül.

E tételünk bizonyításában új eszközt jelent Darmon és Granville fent em-
lített, az általánosított Fermat-egyenletre vonatkozó tétele. Megemlítjük,
hogy a [BGyHT06] dolgozatban a 9. Tételt bizonyos egyéb feltételek mellett
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sikerült tetsz®leges ai együtthatók esetére is kiterjesztenünk.
A fentieken túl olyan eredményeket is sikerült nyernünk, melyek szerint

egy (9) típusú számtani sorozat hossza a sorozat (lényegében) bármely tag-
jának ismeretében, illetve a d di�erencia segítségével is korlátozható.

10. Tétel. ([H08]) Legyenek x és n olyan egészek, melyekre |x| ≥ 2 és
n ≥ 2 teljesül. Ekkor létezik egy olyan, csak x és n értékét®l függ® C(x, n)
konstans, hogy bármely nemkonstans, xn-et tartalmazó teljes hatványokból
álló számtani sorozat hossza legfeljebb C(x, n).

A bizonyítás során a 8. Tételt különböz® elemi aritmetikai megfontolá-
sokkal kombináltuk. Megemlítjük, hogy a 10. Tételben az x 6= 0 feltétel
szükséges, ugyanakkor x = ±1 esetén a probléma nyitott marad.

11. Tétel. ([H08]) Tekintsünk egy olyan (9) alakú számtani sorozatot,
ahol ai = 1 (i = 0, 1, . . . , k − 1). Jelölje d a sorozat di�erenciáját. Ekkor
mindkét alábbi összefüggés fennáll:

i) k ≤ max(3.125 log(d)− 1, 73),

ii) k ≤ max(2(ω(d) + 1)(log(ω(d) + 1) + log log(ω(d) + 1))− 1, 21),

ahol ω(d) a d különböz® prímosztóinak száma.
Az utóbbi tétel jelent®ségét és érdekességét a következ® összefüggés mu-

tatja. Mint azt már korábban említettük, a (2) egyenlettel kapcsolatos egyik
legfontosabb kutatási irány a következ®: rögzített d esetén korlátozzuk a
többi ismeretlent! Shorey és Tijdeman [ShTi90] egy eredménye alapján bár-
mely n esetén k egy csupán ω(d) értékét®l függ® konstans segítségével kor-
látozható. Bár (3) alapján itt a számtani sorozat tagjai csupán

�
majdnem�

teljes hatványok, látható, hogy a 11. Tétel ezen eredmény egyfajta kiterjesz-
tését jelenti a

�
vegyes� hatványok esetére.

A következ®kben két olyan eredményünket ismertetjük, melyek bizonyos
speciális, de érdekes esetekben az összes (9) alakú számtani sorozatot meg-
határozzák.

12. Tétel. ([BGyHT06]) Tegyük fel, hogy egy (9) alakú számtani sorozat-
ra k ≥ 4, lnko(x0, x1) = 1, ai = 1 és ni ∈ {2, 3} teljesül minden i =
0, 1, . . . , k−1 esetén. Ekkor a sorozat a triviális 1, 1, . . . , 1 és −1,−1, . . . ,−1
sorozatok egyike.

Ez az eredmény az Euler és Fermat valamint Mordell már említett, négy-
zetszámokból illetve köbszámokból álló számtani sorozatokról szóló tételeinek
közös általánosítását jelenti. Az eredmény igazolásának f® eszközét a 2 gé-
nuszú görbék elmélete, illetve a Chabauty-módszer valamint ennek elliptikus
változata adja. Megemlítjük, hogy a (disszertációban nem szerepl®) [HT]
dolgozatban bizonyos feltételek mellett az ni ∈ {2, n}, ni ∈ {3, n}, illetve
ni ∈ {2, 5} eseteket is kezelni tudtuk.
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A fejezet utolsó eredményeként egy speciális sorozattal kapcsolatos tételt
mutatunk be. Ehhez szükségünk van egy új fogalom bevezetésére. Egy

x1
1, x

2
2, . . . , x

i
i, . . .

alakú számtani sorozatot hatványgazdag (els® irodalombeli megjelenése alap-
ján angolul kicsit félrevezet®en

�
powerful�) számtani sorozatnak nevezünk.

Ha lnko(x1, x2) = 1, akkor azt mondjuk, hogy a sorozat primitív. Boklan
[Bo98] problémafelvetése után Robertson, illetve t®le függetlenül Elkies és
mások (lásd [Ro00]) megmutatták, hogy egy hatványgazdag számtani soro-
zat hossza legfeljebb öt. Az alábbi eredmény ennél lényegesen pontosabb
eredményt szolgáltat.

13. Tétel. ([H08]) Az egyetlen öttagú primitív hatványgazdag számtani
sorozat a triviális 1, 1, 1, 1, 1 sorozat. Ugyanakkor végtelen sok öttagú nem-
primitív hatványgazdag számtani sorozat létezik.

A fenti tételen túl a [H08] dolgozatban a hatványgazdag számtani soro-
zatok lehetséges hosszainak teljes karakterizációját is elvégeztük.

III.3 Számtani sorozatok S-egységek összeghalmazaiban

A számelmélet számos fontos területén rendkívüli jelent®séggel bírnak bi-
zonyos multiplikatív csoport vagy részcsoport elemeire vonatkozó lineáris
egyenletek. (Az érdekesség kedvéért itt például megemlíthetjük az ikerprím
problémát.) A diofantikus egyenletek területén a legfontosabb egyenletosz-
tályok egyikét az S-egység egyenletek alkotják. Ezek bemutatásához szüksé-
günk van néhány jelölés bevezetésére. Megjegyezzük, hogy az egyszer¶bb
bemutathatóság kedvéért a szokásoshoz képest itt egy kissé leegyszer¶sített
jelölés- és fogalomrendszert használunk.

Legyen K egy algebrai számtest, OK a K-beli algebrai egészek gy¶r¶je, S
pedig az OK prímideáljainak egy véges halmaza. Ha 0 6= α ∈ K rendelkezik
azzal a tulajdonsággal, hogy az OK bármely S-en kívüli P prímideálja e-
setén ordP (α) = 0 teljesül, akkor azt mondjuk, hogy α egy S-egység. (Itt
ordP (α) a P kietv®je az (α) törtideál faktorizációjában.) Jelölje US a K-beli
S-egységek halmazát, legyenek a0, a1, . . . , an (n ≥ 2) K-beli nemnulla elemek,
és tekintsük az

a1x1 + · · ·+ anxn = a0 (11)

alakú, úgynevezett S-egység egyenletet, ahol x1, . . . , xn ∈ US ismeretlenek.
Az egyenlet egy (x1, . . . , xn) megoldását nemelfajulónak nevezzük, ha ai1xi1+
· · · + aitxit az {1, . . . , n} halmaz egyetlen {i1, . . . , it} részhalmaza esetében
sem nulla.
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A (11) alakú egyenletek a diofantikus egyenletek elméletében igen fontos
szerepet játszanak. Ennek oka részben az a kiemelked®en fontos összefüggés,
hogy a szétes® forma egyenletek (többek között a norma forma egyenletek,
a Thue-egyenletek, a diszkrimináns forma egyenletek, az index forma egyen-
letek) visszavezethet®k S-egység egyenletekre; lásd például [Gy80], [EGy85],
[EGy88a], [EGy88b], [EGyST88]. Emellett sok más klasszikus, központi
diofantikus probléma direkt módon egységegyenletek megoldására vezet; az
[EGyST88] és [Gy92] dolgozatokban számos ilyen alkalmazás található. Mi-
vel mi els®sorban nem egy konkrét (11) egyenlet megoldására koncentrálunk,
így ehelyütt csupán a tárgyalás szempontjából legfontosabb végességi ered-
ményekr®l szólunk. Mély diofantikus approximációelméleti eszközök felhasz-
nálásával megmutatható, hogy (11) bármely rögzített (a0, a1, . . . , an) esetén
csupán véges sok nemelfajuló megoldással rendelkezik; az els® ilyen jelleg¶, az
n = 2 esetre vonatkozó eredmény Siegel [Si21] nevéhez köthet®. Ezen túl (a
Schmidt-féle altér tétel segítségével) (11) megoldásszáma is korlátozható. Az
általunk a kés®bbiekben használandó, jelenleg ismert legáltalánosabb becslés
Evertse, Schlickewei és Schmidt [ESS02] nevéhez f¶z®dik, mely szerint (11)
nemelfajuló megoldásainak száma egy csupán S elemszámától és n-t®l függ®
(a konkrét együtthatóktól független!) explicit értékkel korlátozható. (Meg-
jegyezzük, hogy újabban ezt az eredményt Amoroso és Viada [AV] egy közlés
alatt álló dolgozatban élesítette.) Mivel a témakör irodalma rendkívül gaz-
dag és szerteágazó, ugyanakkor tárgyalásunkhoz az említett [ESS02]-beli kor-
lát elégséges, így a kapcsolódó eredményekért csak az [ShTi86], [EGyST88],
[Gy92], [ESS02], [AV] munkákra, illetve a bennük található megfelel® hivat-
kozásokra utalunk. Megemlítjük még, hogy n = 2 esetén a Baker-módszer
segítségével maguk az x1, x2 megoldások (pontosabban azok magassága) is
korlátozható. Mivel ebbe az irányba nem teszünk lépéseket, így csak a
[Gy79], [ShTi86], [EGyST88], [Gy92], [BGy96], [Gy02], [GyY06] publiká-
ciókban található eredményekre és hivatkozásokra utalunk.

Az általunk vizsgált problémakör lényegében a (11) jobboldalán lehetsé-
ges értékként fellép® (azaz S-egységek n-tagú, adott K-beli együtthatókkal
képzett lineáris kombinációiként el®álló) a0 számokból álló halmaz szerke-
zetére, aritmetikai tulajdonságaira vonatkozik. Már ezen a ponton megem-
lítjük, hogy alaperedményünk több, egymástól látszólag teljesen független
diofantikus probléma esetén is fontos alkalmazást nyert.

Jelölje H a (11) egyenlet jobboldalán lehetséges értékként fellép® a0 szá-
mokból álló halmazt; pontosabban H az US elemeinek összes, adott a1, . . . , an

együtthatókkal képzett lineáris kombinációiból áll. A H halmaz szerkezetét,
tulajdonságait többen, több szempontból vizsgálták. Gy®ry, Mignotte és
Shorey [GyMS90] (több más eredmény mellett) kvantitatív formában iga-
zolta, hogy ha a0 ∈ H és NS(a0) (a0 úgynevezett S-normája)

�
elég nagy�,
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akkor egyrészt NS(a0) nem rendelkezhet csupa
�
kicsi� prímtényez®vel, más-

részt NS(a0) négyzetmentes része sem lehet
�
kicsi�. Ezen túl, Everest [grE89]

bizonyos feltételek mellett aszimptotikus formulát is nyert azon H-beli ele-
mek számára, melyek S-normája egy adott korlát alatt marad. Az utóbbi
eredményt (a jelen disszertációban nem szerepl®) [AHL09] publikációnkban
sikerült pontosítanunk. Mivel ezek az eredmények csak érint®legesen kapcso-
lódnak az általunk vizsgált irányhoz, így azokat részletesen nem ismertetjük.

Tárgyalásunk f® csapását a H halmazban található számtani sorozatok
vizsgálata jelenti. A következ®kben megfogalmazzuk ez irányú alapered-
ményünket. Ehhez szükség van néhány jelölés bevezetésére. Valójában a
fenti jelölések felhasználásával már megfogalmazhatnánk tételünk egy leegy-
szer¶sített változatát, ám az irodalommal való minél pontosabb összevetés
érdekében érdemesnek t¶nik az eredmény precíz ismertetése.

Legyen K egy nullkarakterisztikájú, algebrailag zárt test. Jelölje K∗ a
K nemnulla elemei alkotta multiplikatív csoportot, és legyen Γ a K∗ egy
r (véges) rangú multiplikatív részcsoportja. Legyen továbbá t egy pozitív
egész, és legyen A a Kt egy n-elem¶ (véges) részhalmaza. Vezessük be az
alábbi jelölést:

Ht(Γ,A) =

{
t∑

i=1

aixi : (a1, . . . , at) ∈ A, (x1, . . . , xt) ∈ Γt

}
.

Ezen a területen a bemutatni kívánt
�
alaperedményünk� a következ®.

14. Tétel. ([H07]) Létezik egy olyan, csak r, t, n értékét®l függ® C(r, t, n)
konstans, hogy bármely Ht(Γ,A)-beli nemkonstans számtani sorozat hossza
legfeljebb C(r, t, n).

Jól ismert, hogy US végesen generált (multiplikatív) csoport. Így a koráb-
bi jelölésekkel, K-t és Γ-t a megfelel® K algebrai számtestnek illetve US S-
egység csoportnak választva eredményünk közvetlen következményeként a H
halmazban található nemkonstans számtani sorozatok hossza is korlátozható.

Megemlítjük, hogy a C(r, t, n) korlátban mindhárom paraméter jelenléte
szükséges, továbbá, hogy a konstanst [AHL09]-ben explicit alakban is megad-
tuk. Azt is megjegyezzük, hogy a tekintett tulajdonságú sorozatok száma
nem korlátozható. Eredményünk bizonyítása a korábban említett, (11)-re
vonatkozó [ESS02]-beli végességi tételen (végs® soron a Schmidt-féle altér-
tételen), valamint van der Waerden [vdW27] már idézett klasszikus ered-
ményén múlik.

T®lünk függetlenül Jarden és Narkiewicz [JN07] szintén levezettek egy,
a 14. Tételhez hasonló eredményt. A mi eredményünk azonban lényegesen
általánosabb és pontosabb: Jarden és Narkiewicz eredményében egyrészt Γ
egy végesen generált integritási tartomány egységcsoportjának választandó,
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másrészt (és az alkalmazások szempontjából ez különösen fontos különbégnek
t¶nik) állításuk csupán az A = {(1, . . . , 1)} esetre vonatkozik. Amint látni
fogjuk, az utóbbi különbség alapján a mi eredményünk valóban általánosabb
alkalmazásokhoz vezet.

Az alábbiakban a 14. Tétel három, látszólag teljesen különböz® gyöker¶
problémára vonatkozó alkalmazását mutatjuk be.

M. Pohst [Po06] vetette fel a következ® kérdést: igaz-e, hogy minden
prímszám el®áll egy kett®hatvány és egy háromhatvány összegeként vagy
különbségeként? A kérdés nyilvánvalóan rengeteg, a prímszámok halma-
zára vonatkozó problémával rokon. A kapcsolódó irodalom akárcsak hozzá-
vet®leges feltérképezése is reménytelen vállalkozásnak t¶nik, így arra kísér-
letet sem teszünk. A [H07] dolgozatban Pohst problémáját sikerült lényege-
sen általánosabb alakban megoldanunk. Ennek bemutatásához legyen most
K = Q. Egy racionális prímszámokból álló véges S halmaz esetén jelölje ZS

azon egészek halmazát, melyek nem oszthatók S-en kívüli prímszámmal. Vé-
gül, legyen t egy adott pozitív egész, és legyen A a Zt egy véges részhalmaza.
Ekkor a következ® állítás igaz.

15. Tétel. ([H07]) Bármely fenti alakú S, t, A esetén végtelen sok olyan

prímszám létezik, amely nem áll el®
t∑

i=1

aixi alakban, ahol (a1, . . . , at) ∈ A és

x1, . . . , xt ∈ ZS.
A fenti tétel lényegében a 14. Tétel valamint Green és Tao [GT08] azon

ünnepelt eredményének következménye, mely szerint a prímszámok körében
tetsz®leges (véges) hosszúságú számtani sorozat található. Amint az az

S = {2, 3}, t = 2, A = {(1, 1), (1,−1)}

választásokkal azonnal látható, a 15. Tétel azonnali negatív választ szolgáltat
Pohst fenti kérdésére.

A 14. Tétel egy másik alkalmazásaként végességi eredményt nyertünk
norma forma egyenletek megoldáshalmazaiban található számtani sorozatok-
kal kapcsolatban [BHP]. A különböz® típusú diofantikus egyenletek megol-
dáshalmaza szerkezetének vizsgálata a diofantikus számelmélet klasszikus
területei közé tartozik. Számos ilyen irányú eredmény ismert már a szétes®
forma egyenletek vonatkozásában is. Eredményünk, valamint a kapcsolódó
irodalom bemutatáshoz szükségünk van néhány jelölés bevezetésére.

Legyen K egy k-ad fokú algebrai számtest, α1, . . . , αn ∈ K pedig Q fe-
lett lineárisan független elemek. Jelölje D ∈ Z az α1, . . . , αn számok közös
nevez®jét, és legyen βi = Dαi (i = 1, . . . , n). Ekkor persze β1, . . . , βn K-beli
algebrai egészek. Legyen m egy tetsz®leges nemnulla egész szám, és tekintsük
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az alábbi (úgynevezett norma forma) egyenletet

NK/Q(x1α1 + . . . + xnαn) = m, (12)

ahol x1, . . . , xn ismeretlen egészek. Legyen most H a (12) egyenlet megol-
dáshalmaza, |H| pedig H elemszáma. Jól ismert klasszikus eredmény (lásd
például [Sc72]), hogy ha az α1, . . . , αn elemek által generált Z-modulus tar-
talmaz olyan részmodulust, mely teljes a Q(α1, . . . , αn) számtest egy Q-tól
és a képzetes másodfokú számtestekt®l különböz® valamely részteste felett,
akkor (12) végtelen sok megoldással is rendelkezhet.

A H halmaz aritmetikai tulajdonságait többen, több szempontból vizsgál-
ták. Az n = 2 esetben, bizonyos további feltételek mellett Peth® [Pe82] il-
letve Shorey és Stewart [ShSt83] egymástól függetlenül megmutatták, hogy
(12) megoldásainak koordinátái között csak véges sok teljes hatvány szere-
pelhet, és ezek e�ektív módon meghatározhatók. Evertse és Gy®ry [EGy97],
illetve Everest és Gy®ry [grEGy05] általános szétes® forma egyenletek esetén
(bizonyos egyéb feltételek mellett) egyrészt aszimptotikus formulákat nyer-
tek a korlátos magasságú megoldások számára, illetve kvantitatív formában
megmutatták, hogy ha egy megoldás xi koordinátája �

elég nagy�, akkor xi

szükségképpen rendelkezik
�
nagy� prímosztóval.

Új kutatási irányként Peth® és társszerz®i a közelmúltban számos olyan
eredményt nyertek, melyek két, a H-beli elemek koordinátáiban található
számtani sorozatokra vonatkozó problémával kapcsolatosak. A

�
vízszintes�

probléma a következ® módon fogalmazható meg: hány olyan H-beli elem
van, melynek koordinátái számtani sorozatot alkotnak? Ebben az irányban
több érdekes e�ektív és numerikus végességi eredmény is született, például
Bérczes és Peth® [BP04], [BP06], Bérczes, Peth® és Ziegler [BPZ06] valamint
Bazsó [Bazs07] tollából. Mi most az alábbi

�
függ®leges� problémára koncen-

trálunk: létezik-e a H-beli elemek valamelyik koordinátájában tetsz®leges
hosszúságú számtani sorozat? E kérdést a kvadratikus esetben (amikoris
(12) egy Pell-egyenlet) Peth® és Ziegler [PZ08] megválaszolta: megmutatták,
hogy az ilyen típusú sorozatok hossza e�ektív módon korlátozható (lásd még
[DPT08]). Az általuk kifejlesztett módszer azonban a magasabbfokú esetben
nem használható. A 14. Tétel alkalmazásával ugyanakkor lehet®ség nyílik az
alábbi általános végességi eredmény igazolására.

16. Tétel. ([BHP]) Legyen (x
(j)
1 , . . . , x

(j)
n ) (j = 1, . . . , t) egy H-beli soro-

zat, melyre x
(j)
i egy nemkonstans számtani sorozat valamilyen i ∈ {1, . . . , n}

esetén. Ekkor t ≤ C(k,m, D) teljesül, ahol C(k, m, D) egy, csak k,m, D
értékét®l függ® explicit módon meghatározható konstans.

Megemlítjük, hogy a [BHP] dolgozatban több más eredmény is született;
sikerült például a konstans számtani sorozatok esetét is kezelnünk. A 16.
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Tétel bizonyításának egyik legfontosabb lépését a 14. Tétel alkalmazása je-
lenti.

A 14. Tétel harmadik bemutatandó alkalmazása az irodalomban a
�
unit

sum number� néven ismert problémával kapcsolatos. Az alapprobléma a kö-
vetkez®: adott R egységelemes gy¶r¶ esetén döntsük el, létezik-e egy olyan t
egész szám, hogy R valamennyi eleme el®áll legfeljebb t számú R-beli egység
összegeként. Az els® ilyen jelleg¶ kérdést 55 évvel ezel®tt Zelinsky [Ze54]
vetette fel, bizonyos endomor�zmus-gy¶r¶kkel kapcsolatban. Kés®bb a ki-
induló problémát többen általánosították, míg végül a fent megfogalmazott
alakját Goldsmith, Pabst és Scott [GPS98] cikkében érte el. Ashra� és Vámos
[AV05]-ben a másod- és harmadfokú algebrai számtestek egészeinek gy¶r¶je
esetén, valamint bizonyos körosztási testek vonatkozásában a kérdésre ne-
gatív választ adott. Végül, a probléma algebrai számtestekben való egyfajta
lezárásaként Jarden és Narkiewicz [JN07] az alábbi általános tételt nyerte.

Tétel (Jarden és Narkiewicz, [JN07]) Legyen R egy végesen generált
nullkarakterisztikájú integritási tartomány. Ekkor minden t természetes szám-
hoz található olyan R-beli elem, amely nem áll el® legfeljebb t számú R-beli
egység összegeként.

A fenti tétel a 14. Tételhez hasonló (bár annál speciálisabb) [JN07]-beli
eredmény triviális következménye. Csupán az érdekesség kedvéért megemlít-
jük, hogy valójában a 14. Tételb®l az alábbi élesebb (még nem publikált)
következmény automatikusan adódik.

A 14. Tétel következménye. Legyen R egy végesen generált nullkarakte-
risztikájú integritási tartomány. Ekkor bármely t természetes számhoz és Rt

bármely véges A részhalmazához található olyan R-beli elem, mely nem áll
el®

t∑
i=1

aixi ((a1, . . . , at) ∈ A, x1, . . . , xt R-beli egység) (13)

alakban.
Mivel itt ai = 0 is megengedett, a fenti következmény valóban Jarden és

Narkiewicz tételének élesítése. Ugyanakkor az állítás valóban a 14. Tétel
egyszer¶ következménye. Ennek igazolásához csupán azt kell észrevennünk,
hogy tetsz®leges nemnulla R-beli α elem esetén α, 2α, . . . , kα számok szám-
tani sorozatot alkotnak. Így ha k

�
elég nagy�, akkor a 14. Tétel miatt ezen

elemek mindegyike nem állhat el® (13) alakban.
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