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I. A kitizott kutatasi feladat rovid osszefoglalasa

A szamelmélet szamtalan kérdése az egész szamok additiv illetve multipli-
kativ struktarajaval kapcsolatos. Ezek koziil tobb érdekes, nehéz klasszikus
probléma olyan Osszefiiggésekre vonatkozik, ahol additiv médon definialt ob-
jektumok multiplikativ tulajdonsagaira vagyunk kivancsiak, avagy éppen for-
ditva, multiplikativ eszk6zokkel meghatarozott szamok, halmazok bizonyos
additiv tulajdonsagait firtatjuk. Az ilyen jellegii kérdések altalaban rendkiviil
nehezek, mivel igen laza a kapcsolat az egészek additiv és multiplikativ struk-
taraja kozott. Tipikus példaként megemlithetjiik a hires Fermat-egyenletet,
vagy akar a mindmaéig megoldatlan ikerprim-problémat és a Goldbach-sejtést.

Disszertacionkban olyan eredményeket targyalunk, melyek multiplikativ
moédon definidlt szamhalmazokban taldlhat6é szamtani sorozatokkal kapcso-
latosak. Ertekezésiink harom fejezetbdl all. Az els6 fejezetben n-edik hat-
vanyokbol all6 szamtani sorozatokat vizsgalunk, illetve dltalanosabban szam-
tani sorozatok tagjainak szorzataiban taldlhato6 teljes hatvanyokkal foglalko-
zunk. A masodik fejezetben a kérdéskor altalanositasaként teljes (de nem
feltétleniil azonos kitevgjii) hatvanyokbol allo szamtani sorozatokat vizsgé-
lunk. Végiil a harmadik fejezetben tgynevezett S-egységek Osszeghalmazai-
ban taldlhaté szamtani sorozatokkal foglalkozunk. Eredményeinknek tobb,
egymastol meglehet&sen tavol allo, elsG ranézésre meglepének tiing alkal-
mazasat adjuk. Mindharom fejezetben el6szor az éppen vizsgalt problémat
illetve annak hatterét, irodalmat mutatjuk be. FEzek utan a disszertacio-
ban szerepld legfontosabb eredményeink ismertetése kévetkezik. Mivel a tar-
gyalt témakorok a diofantikus szdmelmélet homlokterébe tartozo, sokak al-
tal vizsgalt teriiletek kozé tartoznak, az eredmények irodalmi elhelyezésére
kiilonds hangsulyt fektetiink.

A disszertacioban szerepl eredményeket a kovetkezd kilenc (nyole mar
megjelent, valamint egy kozlésre elfogadott) publikiacioban kézoltiik: [FHO1],
|GyHP09]|, [BBGyHO06|, [HTT09|, [H04|, [BGyHTO06|, [HO8|, [HO7|, |[BHP].

II. A vizsgalatok soran felhasznalt médszerek

Ebben a fejezetben roéviden felsoroljuk a kutatésaink sordn felhasznalt leg-
fontosabb modszereket, illetve felvazoljuk azok hatterét. A modszerek pon-
tosabb, részletesebb ismertetése, illetve konkrét felhasznaldsuk illusztraldsa
eredményeink bemutatasanal (a kovetkezs fejezetben) talalhato. Megjegyez-
ziik, hogy sok esetben ezen modszerek tovabbfejlesztésére, illetve egymassal
és més eljarasokkal valé kombinalasara volt sziikség ahhoz, hogy azokat a
vizsgélt problémakra alkalmazni tudjuk.



Az els6ként ismertetett négy modszer kiilondsen a I11.1 és T11.2 fejezetekben
szerepld eredmények bizonyitasa soran bir kiemelkedGen nagy jelentGséggel.

Az elliptikus egyenletek effektiv és explicit elmélete. Tekintsiink egy
f(x) = y? alakii egyenletet, ahol f egy harmadfoki egész egyiitthatos poli-
nom nemnulla diszkriminanssal, z,y pedig ismeretlen egészek. Ekkor egyen-
lettink egy ugynevezett elliptikus diofantikus egyenlet. Baker [Bak68b] egy
klasszikus eredménye alapjan ismert, hogy az egyenlet x, y megoldasainak ab-
szolut értéke egy csupan f egyiitthatoitol fiiggs effektiv értékkel korlatozhato.
Az egyenlet 6sszes megoldasanak meghatarozasahoz azonban egy Lang [L64],
|L78| és Zagier [Za87| altal megalapozott, Gebel, Pethd, Zimmer [GPZ94] il-
letve t6liik fiiggetleniil Stroeker és Tzanakis [StTz94] altal kidolgozott eljarast
érdemes kovetniink, mely az egyenlet racionalis megoldasai altal meghataro-
zott algebrai struktira, az tgynevezett Mordell-Weil csoport tulajdonsagain
alapszik. Az eljaras jol algoritmizalhato, és a SIMATH [Sm93| majd késsbb
a MAGMA [BCP97| programcsomagban implementélasra is keriilt. Igy ezen
programcsomagok felhasznalasaval (legalabbis elviekben) egy adott elliptikus
egyenlet Osszes egész megoldasa meghatarozhato.

A 2 génusza gbrbék explicit elmélete (a Chabauty-moédszer). Te-
kintsiink egy f(x) = y? alaku egyenletet, ahol f egy 6tod- vagy hatodfoku
egész egyiitthatos polinom nemnulla diszkriminanssal, x,y pedig ismeret-
len raciondlis szamok. Ismert, hogy ekkor egyenletiink egy 2 génusza gor-
bét hataroz meg. Faltings [F83] egy iinnepelt eredménye alapjan tudjuk,
hogy az egyenlet csupan véges sok x,y racionalis megoldéassal rendelkezik.
Faltings tétele azonban ineffektiv, nem teszi lehet6vé a megoldasok expli-
cit meghatérozasat. Ehhez egy Chabauty [C41| altal megalapozott, késgbb
Flynn és méasok (lasd példaul a [F97| cikket és az ottani hivatkozasokat)
altal finomitott, tovabbfejlesztett modszerre van sziikség. Problémaink vo-
natkozasaban sok esetben az eljaras tgynevezett ,elliptikus” valtozata is jol
hasznélhatonak bizonyult (lasd |Br03]).

Ternér egyenletek és a modularis moédszer. Tekintsiink egy Az™ +
By™ = Cz™ alaka ugynevezett (n,n, m) szignatiraja ternér egyenletet, ahol
A, B,C adott nemnulla egészek, x,y, 2z és n ismeretlen egészek, n > 3, és
m € {2,3,n}. Az A, B,C egyiitthatokra (pontosabban csupan azok prim-
tényezGire) rott bizonyos feltételek mellett a Wiles [W95], Darmon és Merel
[IDM97], Kraus [K97], Ribet [Rib97] és masok altal kifejlesztett modularis
modszer segitségével lehetdvé valt az ilyen tipust egyenletek megoldasa. Ami-
kor A= B =C =1 és m = n, egyenletiink éppen a Fermat-egyenlet, melyet
Wiles éppen az emlitett modszer segitségével oldott meg. Azdta az egyen-
letet szamos mas A, B, C érték mellett is sikeriilt megoldani, lasd példaul



[BS04], [BVY04]|. Ezek az irodalomban talalhato egyenletek, illetve az al-
talunk megoldott nagyszamu, @j ternér egyenletek |[BBGyHO06|, |[GyHP09|
rendkiviil fontos, tjszert eszkozt jelentettek kiilonboz6 vizsgalataink soran.

Kombinatorikus moédszerek, ternér egyenletek szitalasa. Eredménye-
ink igazoladsadhoz szamos primszamelméleti és kombinatorikus eszkdz, modszer
felhasznalasara volt sziikség. Ehelyiitt csupan egy altalunk kifejlesztett szi-
tamodszerrdl szolunk.

Szamtani sorozatban talalhato ,,majdnem” teljes n-edik hatvanyokkal kap-
csolatos eredményeink bizonyitasanak egyik legfontosabb eszkoze (legalabbis
n > 7 esetén) a fent emlitett modularis modszer. Problémank vonatkozasa-
ban ezen eszkoz elvileg konnyen hasznalhato: a vizsgalt kérdés egyszertien
visszavezethetd (n,n,m), m € {2,3,n} alaku ternér egyenletek megoldasara.
Azonban a megoldandé ternér egyenletek szama a szamtani sorozat hossza-
nak novelésével rendkiviil gyorsan noévekszik: a hagyomanyos modszerekkel
méar nem kezelhetd a probléma, meg kell birkéznunk a kombinatorikus rob-
banés jelenségével. Raadasul a modularis elmélet alkalmazhatosagat nagy-
ban megkonnyiti (s6t sokszor csupan az teszi lehet6vé), ha egy tovabbi infor-
mécidval is rendelkeziink: a ternér egyenletben ismerjiik az zy egy konkrét
primoszt6jat. Ezen nehézségek lekiizdése gondos megkozelitést igényel, a
Lhyers erG” messze nem elegends. Vizsgalataink sordn egy olyan kombina-
torikai megfontolasokon alapul6 szitalast dolgoztunk ki, amely lehet6vé teszi

nagy szamu eset egyidejl vizsgalatat, illetve a modularis technika hatékony
alkalmazasat [GyHP09].

A kovetkezs szakaszban ismertetett modszerek, eredmények a I11.3 fejezetben
bemutatott tételek bizonyitasa soran jutnak rendkiviil fontos szerephez.

A S-egység egyenletek effektiv és ineffektiv elmélete. A sziikséges
jelolések bevezetése sok id6t igényelne, ezt a kés6bbiekben tessziik majd meg
(lasd a III. fejezet I11.3. alfejezetét). Az S-egység egyenletek a diofanti-
kus egyenletek elméletében igen fontos szerepet jatszanak. Ennek egyik oka
az, hogy a szétes6 forma egyenletek (példaul a norma forma egyenletek, a
Thue-egyenletek, a diszkriminans forma egyenletek, az index forma egyen-
letek) visszavezethetGk S-egység egyenletekre (|Gy80|, [EGy85], [EGy88al,
|[EGy88b|, [EGyST88]). Emellett sok mas klasszikus, alapvetd fontossagu
diofantikus probléma direkt modon egységegyenletek megoldasara vezet (lasd
peldaul [EGyST88|, [Gy92]).

Mély diofantikus approximacioelméleti eszkozok (a Schmidt-féle altér tétel)
felhasznalasaval megmutathatd, hogy egy legalabb kétvaltozos S-egység egyen-
let csupan véges sok nemelfajulé megoldassal rendelkezik ([E84], [vdPS82]).
Ezen tul egy ilyen tipusi egyenlet megoldasszama is korlatozhato (1asd példaul



az [ESS02], [AV| munkékat, illetve a benniik talalhaté megfelel§ hivatkoza-
sokat). Ezek az eredmények ineffektivek, azonban a kétvaltozos esetben a
Baker-modszer segitségével maguk az ismeretlenek (pontosabban azok ma-
gassaga) is korlatozhato (|Gy79|, [ShTi86], [EGyST88|, [Gy92], [BGy96|,
|Gy02], [GyY06]), ami elvileg mar a megoldasok meghatéarozasat is lehetGvé
teszi.

III. A tudomanyos eredmények rovid 6sszefoglalasa

Ebben a fejezetben tomoren dsszefoglaljuk a disszertacionkban szerepld ered-
ményeket.

I11.1 Szamtani sorozatot alkoté n-edik hatvanyok

E teriilet alapkérdése a kovetkezs: adott n > 2 egész szam esetén milyen
hossz lehet egy n-edik hatvanyokbol all6 szdmtani sorozat? A kérdés Fermat
¢s Euler munkassagaig nyulik vissza (lasd [Di66], 440. és 635. oldal). Amint
azt Fermat megfogalmazta majd Euler be is bizonyitotta, négy kiilonboz6
négyzetszam nem alkothat szamtani sorozatot. Ugyanakkor jol ismert, hogy

az
X2 -2Y?= -1

Pell-egyenlet végtelen sok X,Y egész megoldassal rendelkezik. Igy (mivel a
megoldasok nyilvanvaléan egy 1, Y2, X? alakt szamtani sorozatot hataroznak
meg) eredeti kérdésiink négyzetszamok esetére megoldottnak tekinthets. A
probléma altaldnos n > 3 esetén egy X", Z™, Y™ alaki szamtani sorozatbol
kiindulva az

X"+ Y =22" (1)
diofantikus egyenlet megoldasainak meghatarozasara vezet. Nyilvan elég az-
zal az esettel foglalkozni, amikor XY, Z relativ primek. Az (1) egyenletet
tobben vizsgaltak. Az n = 3 eset mar Mordell klasszikus konyvében ([Mo69],
126. oldal) szerepel, mig az n = 5 kitev$ vizsgalata egészen Dirichlet és Le-
besgue bizonyos eredményeiig nyulik vissza (lasd [Di66|, 735. és 738. oldal).
Az elst altalanosabb érvényt eredmény Dénes [Deb2] nevéhez fiizddik, aki-
nek n < 31 esetén sikeriilt (1)-et teljesen megoldania. Valamennyi emlitett
esetben az adodott, hogy az egyenlet csupan az | XY Z| < 1 feltételnek ele-
get tevs megoldasokkal rendelkezik. Az (1) egyenletet végiil a kozelmultban
Darmon és Merel [DM97| oldotta meg teljes altalanossagban. Azt nyerték,
hogy az egyenlet barmely n > 3 kitevs esetén csak a mar emlitett | XY Z| < 1
feltételt teljesité megoldésokkal bir. Darmon és Merel bizonyitasdnak hat-
terében a Fermat-egyenlet megoldasa soran a Wiles [W95| és méasok altal
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kidolgozott modularis modszer &ll. Megemlitjiik, hogy az (1) egyenlet meg-
oldasa a Fermat-egyenlet megoldasanal lényegesen nehezebb, a nemtrivialis
(X,Y,Z) = (1,1,1) megoldas létezése miatt ugyanis a modularis technika
alkalmazésa komoly nehézségekbe iitkozik.

Az alapkérdés altalanositasaként, egy énmagaban is érdekes és szertedga-
z6 problémakor kiindulépontjaként tekintsiik az

r(x+d)...(x+ (k—1)d) = by" (2)

diofantikus egyenletet, ahol z, d, k, b, y, n ismeretlen pozitiv egészek, melyekre
k,n > 2, Inko(z,d) = 1 és P(b) < k teljesiil. Itt P(b) a b legnagyobb prim-
osztojat jeloli; P(1) = 1. Az egyenlettel rengeteg matematikus foglalkozott,
ezen a ponton csupan Fermat, Euler, Erdés, Selfridge, Oblath, Nesterenko,
Shorey, Tijdeman, Saradha, Gyéry, Brindza, Ruzsa, Bennett, Pintér nevét
emlitjiik. A kés6bbiekben majd eredményeket és hivatkozasokat is megfogal-
mazunk.

Egyszeri, de a késGbbiekben rendkiviili jelentGséggel bird észrevételként
megallapithatjuk, hogy Inko(z, d) = 1 miatt (2)-bél

x +1id = a;x;} (3)

adodik, ahol a; négyzetmentes és P(a;) < k (i =0,1,...,k—1). Ez az észre-
vétel azért is érdekes, mert tgy is értelmezhetd, hogy az egyenlet megoldésa
soran ,majdnem” teljes hatvanyokbol 4ll6 szamtani sorozatokhoz jutunk: a
sorozat tagjai egy teljes hatvany és egy korlatos, csupan ,kis” primekkel oszt-
hato egyiitthato szorzataként allnak els. Igy (2) valoban a kordbban emlitett
probléma altalanositasanak tekinthetd.

A (2) egyenlet kiinduld esete természetes modon a d = 1 véalasztés. Ha
a b = 1 értéket is rogzitjiik, akkor egy szép, klasszikus kérdéshez jutunk:
lehet-e egymast kdvets pozitiv egészek szorzata teljes hatviny? Az n = 2
esetben Erdés [Er39| és Rigge [Rig39] egymaéstol fiiggetleniil nemleges véalaszt
adtak erre a kérdésre. A probléma teljes megoldasa Erdds és Selfridge [ES75|
nevéhez fiiz6dik, akik belattak, hogy a (2) egyenletnek (a d = b = 1 esetben)
nincs megoldasa. Egy masik természetes kérdés az egyenlet d = 1, b = £!
esetén torténd vizsgalata. Ekkor ugyanis (2)

(x+l/z—1):yn )

alakra hozhato, azaz teljes hatvanyokat keresiink a binomidlis egyiitthatok
korében. Itt a binomialis egyiitthaté szimmetridja miatt elegendé az x > k
esettel foglalkoznunk. Feltessziik tovabba, hogy n = 2 esetén k > 2 teljesiil.



Az n = k = 2 valasztasnal ugyanis (4) (régota ismert modon) egy végte-
len sok megoldassal rendelkezd Pell-egyenletre vezet. A (4) egyenletet Erdds
|[Exr51] £ > 4 esetén teljesen megoldotta. A k = 2,3 esetek azonban Erdds
elemi kombinatorikus szamelméleti megfontolasokon alapulo, rendkiviil szel-
lemes modszerével nem voltak kezelhetSk. Tijdeman |Ti89] a Baker-modszer
segitségével megmutatta, hogy ezekben az esetekben max(x,y,n) egy effek-
tiv médon meghatarozhato abszolit konstanssal korlatozhato. Végiil a pro-
bléméat Darmon és Merel [DM97| fent emlitett eredménye segitségével Gyory
|Gy97| oldotta meg, megmutatva, hogy a (4) egyenlet egyetlen megoldésa
(x,k,y,n) = (48,3,140,2). Végiil a d = 1 eset lezarasaként megemlitjiik,
hogy Saradha [Sa97| (k > 4 eset) és Gy6ry |Gy98| (k = 2,3 eset) a P(b) < k
altalanos feltétel mellett a (2) egyenletet teljesen megoldotta. Egyetlen meg-
oldasként P(y) > k esetén a mar emlitett (z, k,y,n) = (48, 3,140, 2) adodott.
(A P(y) > k feltétel nélkiil az egyenlet végtelen sok, konnyen jellemezhetd
trivialis megoldassal bir.)

A d > 1 eset szintén hatalmas, messzire visszanyulo irodalommal rendel-
kezik: elég csupdn Fermat és Euler mar emlitett eredményére gondolnunk.
Valoban, annak igazolasdhoz, hogy négy kiilonb6z6 négyzetszam nem alkot-
hat szdmtani sorozatot, Euler valojaban (a kérdés altalanositasaként) az

x(z + d)(x + 2d)(z + 3d) = 3>

egyenletet vizsgilta - amely nem mas, mint (2) a k = 4, n = 2, b = 1
valasztasok mellett. Euler megmutatta, hogy a fenti diofantikus egyenletnek
nincs x, y, d pozitiv egészekben megoldasa. Mar ezen a ponton megemlitjiik,
hogy a (2) egyenlet d > 1 értékeire torténd teljes megoldasa e pillanatban
még nagyon tévolinak tiinik. Az altalanos eset ugyanis lényegesen, mindsé-
gileg nehezebb a d = 1 specialis esetnél. Ez jol szemléltethets példaul (3)
segitségével. Ha d = 1, akkor a szobanforgd szamtani sorozat i-edik és j-edik
(1 # j) tagjainak kiilonbségét képezve egy

AX"—BY"=C (5)

alakt, tgynevezett binom Thue-egyenlethez jutunk, ahol A = a;, B = aj,
X =u;,Y =x;, C =i—j. Az egyenlet régota ismert. Baker [Bak68a] vala-
mint Schinzel és Tijdeman [ScTi76| a Baker-modszer segitségével nyert ered-
ményeibdl kovetkezik, hogy n > 3 és |[Y| > 1 esetén (5)-ben max(|X|, |Y|,n)
egy csak A, B, C értékétdl fiiggs, effektiv modon meghatarozhatd konstans-
sal korlatozhaté. Megemlitjiik, hogy az A, B, C' egyiitthatokra vonatkozo bi-
zonyos feltételek mellett a kozelmiltban az (5) egyenlet 6sszes megoldasat si-
keriilt meghatarozni; lasd példaul [BGyMPO06], [GyP08], [BMS08|, [BBGyP].

Ezzel szemben, ha d > 1 tetsz6leges ismeretlen egész, akkor egy (5)-hoz
hasonl6 Osszefiiggés levezetéséhez két tag helyett harom tagot, mondjuk az
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11,19, 13 indext tagokat kell hasznalnunk, ahol 0 < 4y < is < i3 < k. Mivel
egy szamtani sorozattal van dolgunk, kénnyen ellendrizhets, hogy (3) alapjan
ekkor

AX"+ BY"=CZ" (6)

teljesiil, ahol X = a7, Y = a2, Z = x, A =i3—iy, B =1y —1i1, C =i3—1.
Azonban (6) egy, az (5) egyenletnél lényegesen nehezebb tgynevezett ternér
egyenlet, melynek példaul a Fermat-egyenlet (lényegében a legegyszeriibb)
specidlis esete. A (6) egyenlet tetszéleges n-re valo kezeléséhez az (éppen a
Fermat-egyenlet megoldasa soran Wiles [W95| és masok altal kifejlesztett)
ugynevezett modularis modszer sziikséges. Ezen a ponton e modszerrSl még
nem szélunk részletesen, erre a kés6bbiekben keriil majd sor. Csupan megem-
litjiik, hogy a (6) tipusi egyenletek hatterében all6 mély problémak miatt
(2) teljes megoldasa a jelenlegi ismeretekre tamaszkodva egyeldre athidalha-
tatlannak tind nehézségekbe iitkozik.

A (2) egyenlettel kapcsolatos kutatasok lényegében két {6 iranyban foly-
nak: az egyenlet megoldasaira vonatkozd végességi tételek levezetése (bi-
zonyos paraméterekre vonatkozé korlatok igazolasa mas paraméterek fiigg-
vényében); illetve (2) teljes megoldasa bizonyos paraméterek rogzitése utéan.
A jelen disszertacioban az utobbi iranyba tartozé eredményekrél szolunk. Az
els6ként emlitett kutatasi irany legfontosabb eredményeit illetve més kapcso-
16d6 eredményeket tobbek kozott a [Ti76a], [ShTio7|, [Ti98], [Gy99], [Sh02]
attekint6é cikkekben taladlhatunk.

Altalanossagban elmondhato, hogy a (2) egyenlet bizonyos esetekben valo
teljes megoldéasit az algebrai gorbeelmélet kézelmultbeli jelentds fejlédése, és
az 1j eredmények hatékony alkalmazasi lehetGségeinek kidolgozésa tette le-
het6vé. Ezen beliil, a méar emlitett modularis médszer mellett kiilondsen
fontos szerep jut az elliptikus gorbék (1 génuszu gorbék) illetve a magasabb
génuszu gorbék, valamint a rajuk vonatkoz6 eredmények alkalmazasainak.
Az ilyen tipust gorbék elsGsorban kis kitevék (azaz a (2) egyenletben tipiku-
san n = 2,3 esetén) bizonyulnak rendkiviil hasznosnak. Megemlitjiik, hogy
az elliptikus gorbéknek a problémakorben valo els6 alkalmazasa az [FHO1|
cikkiinkben tortént, mig a 2 génusza gérbék hasznélatara illetve ehhez kap-
csolodoan az un. Chabauty-modszer alkalmazasara (lasd [C41], [F97], [Br03]
valamint az utobbi két cikkben szerepls hivatkozéasokat) (2) vonatkozasaban
el6szor a [BBGyHO6] dolgozatunkban keriilt sor.

Elsgként bemutatando konkrét eredményként a (2) egyenlet teljes meg-
oldasanak lehet&ségeit targyaljuk n = 2 és tetszdleges, de rogzitett d esetén.
Megemlitjiik, hogy (mint azt t6bb, a késébbiekben bemutatand6 hivatkozas
is igazolja) az n = 2 eset kiilonleges figyelmet érdemel. Ennek oka abban ke-
resendd, hogy ekkor tobb olyan eszkoz is rendelkezésre all, melyek nagyobb



kitevékre nem hasznalhatok. Mivel ennek a megforditésa is igaz (azaz a
nagyobb n kitev6kre hasznalhato modszerek n = 2-re sokszor cs6dét mon-
danak), igy elmondhatd, hogy ez az eset valoban kiilonos jelent&séggel bir.

IT1.1.1 A (2) egyenlet teljes megoldasa régzitett d és n = 2 esetén

Az n = 2 esetben rogzitett d mellet lehetGség nyilik (2) teljes megoldasara.
Ehhez elméleti szempontbol a legjobb kiindulépontot Shorey és Tijdeman
[ShTi90] egy eredménye jelenti, mely szerint ebben az esetben k értéke méar d
primosztoi szamanak segitségével is korlatozhato. (A korébbi hasonlo ered-
mények attekintésért lasd [ShTi90].) Ez azonban énmagéban még messze
nem elegendd a (2) egyenlet teljes megoldasahoz. Az elsd, (2) 6sszes megoldé-
sat szolgaltato eredményt Saradha [Sa98| nyerte d < 22 esetén. Saradha ered-
ménye lényegében Erdés és Selfridge [EST5] a d = 1 esetre vonatkozd kombi-
natorikus eredményének a d > 1 esetre torténd adaptalasaval tortént. Ezen
kiviil elmondhato, hogy Saradha kombinatorikus-primszamelméleti modszere
heurisztikus elemeket is tartalmaz, elvileg nincs arra garancia, hogy az eljaras
valoban miikodik tetszéleges d esetén is. Az [FHO1]| cikkben egy tijszerti, mo-
dern eszkdzokon alapuld, minden esetben hatékonyan miikddé eljarast adtunk
(2) Osszes megoldasanak meghatarozasara rogzitett d és n = 2 mellett. A
modszer lényege annak észrevételén mulik, hogy (3) alapjan a szoban forgo
szamtani sorozat barmely harom, mondjuk az iy, 9,73 indextd tagjait Gssze-
SZOTOZVa egy

(z +i1d)(x + igd) (7 + i3d) = c2* (7)

alakt egyenlethez jutunk. Itt ¢ = a;,ai,a,, és 2 = x;, 25,7, teljesil. Rog-
zitett d esetén (7) egy elliptikus egyenlet, melynek z,z egész megoldasait
keressiik. Ehhez egy Lang [L.64], |[L78] és Zagier [Za87] altal megalapozott,
Gebel, Peths, Zimmer [GPZ94] illetve toliik fiiggetleniil Stroeker és Tzana-
kis [StTz94| altal kidolgozott eljarast érdemes kovetniink, mely az egyenlet
raciondalis megoldéasai altal meghatirozott algebrai struktira, az tgyneve-
zett Mordell-Weil csoport tulajdonsagain alapszik. Az eljaras jol algorit-
mizalhato, és a SIMATH [Sm93| majd késébb a MAGMA [BCP97| prog-
ramcsomagban implementéalasra is keriilt. Igy ezen programcsomagok fel-
hasznéalasaval (legalabbis elviekben) egy adott elliptikus egyenlet Gsszes egész
megoldasa meghatarozhato.

A fentiek ismeretében a (2) egyenlet n = 2 és rogzitett d esetén torténd tel-
jes megoldéasara altalunk [FHO1] adott algoritmus vazlata a kovetkezs. Mivel
d rogzitett, igy k értéke korlatozhatod: az elsé ilyen jellegli eredmény Mar-
szalek [Mar85| nevéhez fiiz6dik, mi konkrétan Saradha [Sa98| idevagod ered-
ményeit hasznaltuk. Emiatt (3) alapjan, mivel a; négyzetmentes és P(a;) < k
(¢ =0,1,...,k — 1), valojaban csupan véges sok (7) alaki egyenletet kell
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megoldanunk. Az egyenletek megoldasa a fent ismertetett modon tortén-
het. Megemlitends, hogy ha a k értékére kapott korlat til nagy, akkor a
fellepd elliptikus egyenletek oridsi szdma gyakorlati szempontbdl kezelhetet-
lenné teszi a problémat. Részben éppen ez jelentette [BHRO0| motivaciojat:
az itt (bizonyos feltételek mellett) levezetett £ < 7 igen éles korlat az ismerte-
tett eljaras hatékony miikodésének egyik elméleti sarokpontja. Modszeriink
illusztralasaként [FHO1]-ben az egyenletet 23 < d < 30 esetén teljesen meg-
oldottuk, és az alabbi eredményt nyertiik.

1. Tétel ([JFHO1]) A (2) egyenlet dsszes megoldasa 23 < d < 30 ésn = 2
esetén:

(z,d, k,b,y) = (2,23,3,6,20), (4,23,3,6,30), (75,23, 3, 6, 385),

(98,23,3,2,924), (338, 23, 3,3,3952), (3675, 23, 3, 6, 91805),
(75,23, 4, 6,4620), (1, 24, 3, 1, 35).

Itt valojaban nem maga a konkrét tétel az érdekes (azt csak a teljesség
kedvéért fogalmaztuk meg), sokkal inkabb az alkalmazott modszer bir nagy
jelentGséggel. Eljarasunkat tobbek kozott az [SS03al, [SS03b|, [MS04] cikkek
is atvették illetve részben tovabbfejlesztették, igy az a konkrét problémakor-
ben is t6bb alkalmazast nyert. (Példaul [SS03al-ban a szerzék modszeriink
tovabbfejlesztésével az 1. Tételt kiterjesztették a d < 104 esetre.) Ugyan-
akkor fontos megemliteniink, hogy az altalunk bevezetett 1j eszkoz, azaz az
elliptikus gérbék hasznalata az éppen targyalt probléméan messze tilmutat.
Errél a kés6bbiekben még részletesebben szolunk majd. Most csupan azt
emlitjiik meg, hogy (2)-ben az altalanos n kitevék esetén felhasznalhatéd mo-
dularis modszer a ,kis” kitevGkre (pontosabban tipikusan n = 2,3, 5 esetén)
nem miikodik. Fzekben az esetekben a probléma megolddsdhoz mas esz-
k6zok hasznélatara van sziikség. Az n = 2,3 esetben az egyik ilyen eszkozt
éppen az elliptikus egyenletek a fentiekhez hasonlé vagy annél altaldnosabb
hasznélata jelenti.

II1.1.2 A (2) egyenlet teljes megoldasa régzitett k esetén

A (2)-re vonatkozo egyik legtermészetesebb kérdés a kovetkezd: oldjuk meg
az egyenletet rogzitett k tagszam esetén! Az irodalomban szamos ez irdnyt
eredmény talalhato, lasd példaul Euler mar emlitett, vagy Oblath [Ob50],
|Ob51] tételeit. Ezek az eredmények azonban csupéan specialis, fix n kitevé-
kre (nevezetesen n = 2, 3 esetére) vonatkoznak. A modularis modszer megje-
lenésével lehet6vé valt az egyenlet rogzitett £ esetén torténd teljes megoldé-



sa, tetszGleges ismeretlen n kitevé mellett. A modularis modszer alkalmaz-
hatosagat a tekintett problémara a (3) Gsszefiiggés teszi lehetdvé: ez alapjan
barmely harom kiilonb6z6 tag megfelels linearis kombinécidjat tekintve egy
(6) alaku, agynevezett (n,n,n) szignatiraju ternér egyenlethez jutunk. Fel-
hasznalva Wiles [W95], Darmon és Merel [DM97] valamint Ribet [Rib97|
erdeményeit, ahol A = B = 1 mellett C' értéke rendre 1, 2 és 2%, Gy6ry
|Gy99] megmutatta, hogy a (2) egyenletnek £ = 3 és P(b) < 2 esetén nincs
megoldéasa. A kés6bbiekben (altalanosabb ternér egyenletekre vonatkozo, az
alabbiakban bemutatandé eredmények segitségével) Gyodryvel és Saradhaval
|GyHS04] sikeriilt kiterjeszteniink az eredményt a k = 4,5 esetre is.
A jelen értekezésben targyalt ez iranya f6 eredményiink a kovetkezs.

2. Tétel. ([GyHPO09]) Ha 3 < k < 35 és b = 1, akkor a (2) egyenletnek
nincs megoldasa.

Mas szavakkal, 3 < k < 35 esetén egy k-tagu primitiv (az Inko(x,d) =1
feltételnek eleget tevs) szamtani sorozat tagjainak szorzata nem lehet teljes
hatvéany.

Ez az eredmény az alabbi, altalanosabb tételek kdvetkezményeként ado-
dik. Megemlitjiik, hogy a felsorolt eredmények, pontosabban a 3-7. Tételek
valojaban az © < 0,y < 0 esetet is lefedik. Ezekben az allitdsokban (a t&bbi
korabbi feltétel valtozatlanul hagyasa mellett) x és y tetszdleges nemnulla
egészek lehetnek. Els6 eredményiink a £ < 11 esetre vonatkozik.

3. Tétel. ([BBGyHO6]) Legyenek k és n olyan egészek, melyekre 3 <
k<11, n > 2 prim és (k,n) # (3,2) teljesiil. Tegyiik fel tovabba, hogy x
olyan egész, valamint d és b olyan pozitiv egészek, hogy Inko(z,d) = 1 és
P(b) < Py, ahol Py, értékeit az alabbi tablazat tartalmazza:

E|l=2l=3|l=5]|1l>7
3 — 2 2 2
4 2 3 2 2
5 3 3 3 2
6 ) 5 5 2
7 b} 5 5 3
8 ) 5 5 3
9 ) 5 5 3
101 5 5 5 3
111 5 5 5 )

Ekkor a (2) egyenlet megoldasaira

(z,d, k) € {(=9,2,9), (—9,2,10), (=9,5,4), (—7,2,8), (=7,2,9), (—6,1,6),
(—6,5,4), (—5,2,6), (—4,1,4), (—4,3,3), (=3,2,4), (=2,3,3),(1,1,4), (1,1,6)}
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teljestil.

Az egyszertiség kedvéért csupan a megoldasokban el6fordulo z,d, k ér-
tékeket adtuk meg; a hozzajuk tartozo b, y,n értékek (2)-b6l konnyen kiszé-
molhatok.

Amint azt korabban is emlitettiik, a 2. Tétel (illetve a kapcsolodo &l-
talanosabb eredmények) bizonyitasa soran érdemes megkiilonboztetni az n >
7, n =25, n=3¢é n = 2 eseteket. Ennek oka az, hogy az egyes ese-
tek targyalasa eltéré modszereket igényel. Az n > 7 eset lényegében egy, a
moduléris technikidn alapulé megkdzelitéssel kezelhets. Az n = 5 kitevGér-
tékhez tartozo eset klasszikus algebrai szamelméleti eredmények segitségével
targyalhato. Az n = 3 és n = 2 esetben t6bb moédszer 6tvozése hozza meg
a kivant eredményt: a bizonyitasok tobbek kozott a Chabauty-modszeren,
az elliptikus egyenletek elméletén, illetve lokalis vizsgalatokon alapulnak. A
késébbiekben a bizonyitasok hatterében all6 modszerekrdl részletesebben is
szolunk majd.

Az alabbiakban eszerint a felosztas szerint haladunk, a 3. Tétel altal nem
lefedett 12 < k < 35 értékekre szoritkozva. A kovetkez§ tételiink az n > 7
esetre vonatkozik.

4. Tétel. (|[GyHPO09]|) Han > 7 prim, 12 < k < 35 és P(b) < P, teljesiil,
ahol
7 hal2 <k <22
Py = { 7 ? - ’

Ll ha 22 < k < 35,

akkor a (2) egyenletnek nincs megoldésa.
Kovetkez6 eredményiink az n = 5 esetet targyalja. Megemlitjiik, hogy
8 <k <11 esetén az 5. Tétel a 3. Tétel javitasat is szolgaltatja.

5. Tétel. ([GyHPO9]) Legyen n =5, 8 < k < 35 és P(b) < P 5, ahol

. {:1 ha8 < k < 22,
=, ha?22<k<35.
Ekkor a (2) egyenlet megoldésaira az alabbiak egyike teljesiil:
(k,d) = (8,1), z € {~10,-9,-8,1,2,3}, (k,d) = (8,2), z € {~9, 7,5},
(k,d) =(9,1), x € {-10,-9,1,2}, (k,d)=(9,2), z € {-9,-T},
(k,d) = (10,1), x € {-10,1}, (k,d,x) = (10,2,-9).

Az alabbi két tételink az n = 3 esetre vonatkozik. Az els6, b = 1 mel-
lett megfogalmazott allitas valojaban a maéasodik, altalanosabb b értékekre
vonatkoz6 eredmény koévetkezménye.
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6. Tétel. ([HTTO9]) Legyen (z,d, k,y) a (2) egyenlet egy megolddsan = 3,
k < 39 és b =1 mellett. Ekkor

(z.d. k,y) = (—4,3,3,2),(—2,3,3,-2),(~9,5,4,6), (—6,5,4,6).

7. Tétel. ([HTTO9]|) Legyen (x,d,k,b,y) a (2) egy olyan megoldésa,
melyren = 3, k < 32, és P(b) < k ha k = 3 vagy k > 13. Ekkor (x,d, k) az
alabbiak egyike:

(x,1,k) ahol —30 <x < —4vagy 1 <z <5,
(z,2,k) ahol —29 <z < -3,
(—10,3,7), (=8,3,7), (=8,3,5), (—4,3,5), (—4,3,3), (—2,3,3),
(—9,5,4),(—6,5,4),(—16,7,5),(—12,7,5).

Hirata-Kohno, Laishram, Shorey és Tijdeman [HKLST07| megmutatta,
hogy ha 3 < k < 110 és b = 1, akkor a (2) egyenletnek n = 2 esetén nincs
megoldéasa. (Valojadban [HKLST07]| és |Te08] alapjan egy ennél lényegesen
pontosabb allitas is megfogalmazhato, amely a P(b) < k esetet is lefedi,
bizonyos k értékek mellett.) Amint az konnyen lathato, a 2. Tételiink a 3-7.
Tételeink és az n = 2 esetre vonatkozé emlitett allitas kdvetkezménye.

A kovetkezékben bemutatjuk a felsorolt tételek bizonyitasanak hatterét.
Itt is a korabbi, az n kitevs kiilonb6z6 értékeihez tartozo felosztast kovetjiik.
Célunk az, hogy roviden ismertessiik a legfontosabb felhasznalt modszere-
ket illetve azok alkalmazasédnak elveit. A részletes bizonyitasok a megfelel
cikkekben talalhatok. Eloljaroban csupan annyit emlitiink meg, hogy min-
den vizsgalt esetben sikeriilt olyan korabban még nem hasznalt modszert
kifejleszteniink, mely a probléma kezelése soran igen hatékonynak bizonyult.

II1.1.2.1 Az n > 7 eset

Ebben az esetben az egyenlet megoldasat a Wiles [W95|, Darmon és Me-
rel [DM97] Kraus [K97], Ribet [Rib97] és masok altal kifejlesztett moduléaris
technika teszi lehetévé. Ertekezésiinkben nem ismertetjitk a modszer elméleti
hatterét, sokkal inkabb annak problémankra valo (tavolrol sem automatikus,
tobb szempontbol is @) megkozelitésmodot igényls) alkalmazasara koncentra-
lunk. A moédszer tomor felvazoléasa, illetve altalanos diofantikus alkalmazési
lehetGségeinek Osszegzése Bennett [Ben03| ismertets dolgozatéaban talalhato.

A modularis médszer alapvetGen haromféle szignatiraja ternér egyenlet
kezelését teszi lehetévé, nevezetesen az alabbiakét:

(n,n,n) szignatara: AX"+ BY"=CZ",
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(n,n,3) szignatira: AX" 4+ BY" = CZ?,
(n,n,2) szignattra: AX"+ BY" = CZ>.

Itt valamennyi esetben A, B, C' rogzitett primosztokkal rendelkezé nemnulla
egészek, XY, Z pedig ismeretlen relativ prim egészek. Megemlitjiik, hogy
A =B = (C =1 esetén az els egyenlet éppen a Fermat-egyenlet. Mar ezen a
ponton felhivjuk a figyelmet két, a késGbbiekben fontos szerepet jatszo Ossze-
fiiggésre. Egyrészt, bar elvileg a fenti tipusi egyenletek kezelhetk (és itt
nem feltétleniil a megoldasukra, csupan azok szamitogép segitségével torténd
vizsgalatara gondolunk), &m a gyakorlatban csak azok az egyenletek hasz-
nalhatok, melyek viszonylag alacsony szint modularis formakhoz tartoznak
- azaz tipikusan azok, melyekben ABC csupan ,kevés’ és ,kicsi” kiilonb6z6
primosztoval rendelkezik. Masrészt, az elmélet alkalmazhatésagat nagyban
megkonnyiti (s6t sokszor csupan az teszi lehet6vé), ha egy tovabbi informé-
cioval is rendelkeziink: ismerjiik az XY egy konkrét primosztojat.

A modszer (2) egyenletre valé alkalmazasanak kiindulopontja a (3) Ossze-
fiiggés. Az alapelv (meglehetésen leegyszertisitve) a kovetkezs: az Osszes
(3) alaka szamtani sorozatot megvizsgalva a (2) egyenlet Gsszes megoldasat
megkapjuk. Ha k értéke ,kicsi” (mondjuk k& < 11), akkor egy megleheto-
sen komplikalt, de alapvet&en szisztematikus vizsgalat is hasznalhato - 1é-
nyegében ez tortént a [BBGyHO06| publikidcionkban. Amint azt a (6) alaka
egyenletek levezetésénél lathattuk, a (2) egyenletbdl kiindulva (n,n,n) szig-
naturaji ternér egyenletek levezetése nem okoz gondot. Az ilyen egyenletek
megoldéasa viszont mar lényegesen nagyobb nehézségekbe iitkozik: Gsszességé-
ben elmondhat6, hogy az irodalomban csupan néhany (n,n,n) szignataraju
ternér egyenlet teljes megoldasa szerepel; lasd példaul [W95], [DM97], [K97],
|[Rib97], [SSO1]. A meglévs eredmények problémankra jol hasznalhatok, de
onmagukban messze nem elegenddek. Viszont olyan 1j, (n,n,n) szignaturaja
egyenletekre vonatkozé eredményt, amely a problémank megoldasa soran
jol alkalmazhatd, nehéz levezetni. Ennek f6 oka az, hogy nem tudjuk ga-
rantalni, hogy a kapott egyenletben p | XY teljesiilne valamilyen adott p
primszammal. Az attorést az (n,n,2) szignatiraju egyenletek alkalmazésa
hozza. Ilyen tipust egyenletek (3)-bol a kovetkezd modon nyerhetsk. Legyen
0 <11 <ig <ig<iy<kgy, hogy iy + i3 = i1 + i4 teljesiil. Ekkor fennéll a
kovetkezd azonossag:

(n + ng) (n + ng) — (TL + Zld) (n + Z4d) = (i2i3 — i1i4)d2.
Igy (3) alapjan egy

iy iy (Tig iy )" — @iy 3, (3,25, = (iniz — iyiq)d” (8)
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alakt (n,n,2) szignataraju ternér egyenlethez jutunk. Az (n,n,n) szigna-
tardhoz képest a kiilonbség abban rejlik, hogy itt mér (az indexek ,iigyes”
megvalasztasaval) garantalhato egy p | XY tipusu feltétel, és ezaltal a felleps
ternér egyenlet kezelhet6vé valik, annak Gsszes megoldasa meghatarozhato.

A jelenséget egy példan keresztiil illusztraljuk. Legyen k = 4, és vizsgal-
juk a (2) egyenletet a P(b) < 2 feltétel mellett. Ekkor (3)-ban P(a;) < 3
(1 = 0,1,2,3) teljesiil. Tegyiik fel, hogy 3 | ag. Ekkor persze 3 | z, igy
Inko(z,d) = 1 miatt 3 1 d, valamint 3 1 (z + d)(z + 2d) teljesiil. Mivel
P(b) < 2, igy azt kapjuk, hogy 3 kitevGje x(z + 3d)-ben sziikségképpen
oszthato n-nel. De akkor a (8) egyenletben, iy = 0,iy = 1,i3 = 2,94 = 3
valasztas mellett 3 ,beolvaszthatd” az x;, x;, alapba, és igy a fellépd ternér
egyenletben végiil is a 3 | XY feltételhez jutunk.

Az (n,n,2) szignattraju egyenletek els§ alkalmazéasara a [GyHSO04| cik-
kiinkben keriilt sor. Itt azonban csupan az irodalomban taldlhat6é néhany
egyenletet (lasd példaul |[BS04|) hasznaltuk, melyek csak a k = 4,5 esetek
kezelését tették lehetévé. A késGbbiek soran, a [BBGyHO6| dolgozatban szé-
mos 1j, a megoldasok vizsgalata soran fellépd (n, n, 2) szignaturaja egyenletet
megoldva lehetévé valt az eredmény kiterjesztése a k < 11 esetre. Megem-
litjiik, hogy a probléma k < 35 esetén torténd vizsgalatahoz a |GyHPOQ9|
dolgozatunkban még tobb (n, n, 2) szignatiraju egyenlet megoldasa valt szii-
kségessé - errél az alabbiakban részletesebben is szo6lunk majd.

Az eredmény tovabbviteléhez lényeges djitasra volt sziikség. A k érté-
kének novelésével ugyanis meg kell birkézni a kombinatorikus robbanés je-
lenségével: a (3) alapjan (elméletileg) fellépd szamtani sorozatok szama rend-
kiviil gyorsan novekszik. Emiatt a kordbban alkalmazott szisztematikus jel-
legii vizsgalat a gyakorlatban mar nem hasznalhato. A [GyHPO09] cikkiinkben
a nehézségek athidalasara szitdk egy egymaésra épiil6 rendszerét dolgoztuk ki.
Ennek lényege (meglehetdsen leegyszertisitve) a kiovetkezs. A szamtani so-
rozatunk tagjainak p < k primosztoira az Inko(x,d) = 1 Gsszefiiggés miatt
p | (z +id), (x4 jd) esetén p | j — i teljesiil. Igy ha tudjuk, hogy egy ilyen
p prim oszt egy = + id tagot, akkor az Osszes p-vel oszthato tagot fel tudjuk
sorolni. (Ugyanakkor a k-nal nagyobb primszamok nyilvan csak egy tagot
oszthatnak, n-nel oszthato kitevén szerepelve.) Az esetek vizsgalatanal eld-
szOr csak az 5-nél nagyobb primszamok ,helyeit” (azaz egy veliik oszthato tag
indexét) rogzitsiik. A  kimaradd” helyek (azaz azon tagok, melyek nem ren-
delkeznek 5-nél nagyobb primosztoval) segitségével megprobalhatunk olyan
(n,n,n), (n,n,3) vagy (n,n,2) szignatiraja ternér egyenlethez jutni, mely-
nek megoldésa az irodalomban mar szerepel. A fennmaradé esetekben rog-
zitsiik az 5, majd a 3, végiil a 2 ,helyét” - minden esetben hasonl6 vizsgéla-
tokat folytatva. Végiil a még mindig kimarad6 esetekben prébéaljunk meg
levezetni olyan ternér egyenletet, mely korabban még nem volt megoldva, de
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kezelhets. Ez a lépés egyfajta iteracioval torténik: olyan ternér egyenlete-
ket érdemes keresni és megoldani, melyek ,,sok” potenciilis szdmtani sorozat
létezését zarjak ki egyszerre. Az ezen egyenletek segitségével sem kizarhato
sorozatok esetén keressiink tovabbi, hasonlo jellegii ternér egyenleteket, stb.
Végiil a (2) egyenlet k£ < 34 esetén térténd megoldasahoz Gsszesen 55 darab
(n,n, 2) szignatiraju egyenlet megoldasara keriilt sor, mindegyik esetben egy
tovabbi p | XY (p € {11,13,17,19, 23,29, 31}) feltétel mellett. Megemlitjiik,
hogy ez 6sszesen koriilbeliil kétszer annyi 0j egyenlet megoldéasat jelentette,
mint amennyi az altalunk felhasznalt irodalomban szerepelt. A modszer jel-
lege miatt bizonyos n kitevék egy-egy konkrét ternér egyenlet megoldaséanal
Jkimaradtak™ néhany AX"™ + BY"™ = (CZ? alaki egyenletet sokszor csak
egy n ¢ N feltétel mellett sikeriilt megoldanunk, ahol N egy véges, jellem-
z6en kevés” és  kicsi” elemekbdl allo6 halmaz. Az N-beli n kitevéket kiilon
vizsgalatok segitségével (tipikusan lokalis szamitasok alapjan) sikeriilt ke-
zelniink.

Az eredmény jelentGsége nem csupan annyi, hogy sikeriilt viszonylag nagy
k értékekre is megoldani a (2) egyenletet. A bizonyitas soran feltart Gssze-
fiiggések reményeink szerint a késébbiekben egy még altalanosabb eredmény
levezetésében is fontosak lehetnek. Mivel jelenleg csupan talalgatni tudunk,
egyetlen konkrét tényre szeretnénk felhivni a figyelmet: a vizsgalt szamtani
sorozatok mindegyike esetében sikeriilt alacsony szintii ternér egyenletet
taldlnunk. E tapasztalati megfigyelés valamilyen elméleti tétel formajaba
valo ontése rendkiviil nagy jelent&séggel birna.

I11.1.2.2 Az n =5 eset

Ebben az esetben mind a [BBGyHO06| mind a [GyHP09| cikkeinkben ered-
ményeink az AX® + BY® = CZ® alaku egyenletekre vonatkozo tételeken ala-
pulnak. Igy tobbek kozott felhasznaltuk Dirichlet, Lebesgue, Maillet (lasd
|Di66]) és Dénes [Deb2| klasszikus eredményeit az A = B = 1 esetben, illetve
Saradha és Shorey [SS01] bizonyos tételeit C' = 1 esetén. Ezeken tul t6bb 1j
eredmény levezetésére is sziikségiink volt. Kiterjesztettiik példaul Dirichlet
és Dénes emlitett eredményeit a P(C') < 7 esetre (a korabbiakban csupén a
P(C) < 3 esetekkel foglalkoztak). Eredményeinket klasszikus algebrai szam-
elméleti eszkozok kombindalasaval, valamint lokalis vizsgélatok segitségével
bizonyitottuk. A részletek a [BBGyHO06], [GyHP09] cikkeinkben talalhatok.

I11.1.2.3 Az n = 3 eset

Viszonylag kis k értékek esetén (azaz mondjuk k£ < 11 mellett) (3) alapjan
az esetek szisztematikus vizsgalata is célravezets volt (lasd [BBGyHO06]). A
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sziikséges hatteret Selmer [Se51| AX? + BY? = (CZ3 alakt egyenletekre
vonatkoz6 eredményei, valamint a mar emlitett Chabauty-moédszer szolgal-
tatja. Nagyobb k értékekre azonban a fellépd esetek hatalmas szama miatt
finomabb meggondolasokra van sziikség. Ezért a [HTT09| cikkiinkben beve-
zettiink egy modulo 7 és modulo 9 kébmaradékokon alapulé szitamodszert,
amely jelentfs mértékben megkonnyiti az esetek vizsgalatat. A fennmarado
lehetséges szamtani sorozatokat Selmer [Se51| mar emlitett eredményeivel,
illetve a Cahabauty-modszerrel kezeltiik. Az el6bbi eszkoz alkalmazéasa (3)
alapjan kézenfekvs, az utobbi hasznalatat egy példan illusztraljuk. Tegyiik
fel, hogy k = 7 és (3)-ban

((lo, a1, a2, a3, a4, as, a6) = (47 5a 67 77 17 9a ]-0)
teljesiil. Mivel egy szamtani sorozattal van dolgunk, igy a
8xp 4+ 1% =9x3 és  xp — 3u) = —27)

Osszefliggésekhez jutunk. Az els§ egyenletet faktorizalva kénnyen lathato,
hogy 422 —2x176+1% = 3u? teljesiil valamilyen u egésszel. A masodik egyenlet
bal oldalat a K = Q(~/3) testben faktorizalva z¢—v/3x; = (1—+/3)v* adodik,
valamilyen K-beli v algebrai egésszel. A fenti Gsszefiiggésekbdl az

(X — V/3)(4X% —2X +1) = (3 —3V3)Y?

egyenlethez jutunk, ahol X = x¢/x; illetve Y = wv/x;. Mivel ez az egyenlet
egy K feletti 1 génuszu gorbét hataroz meg, igy ennek (X,Y) € Q x K
megoldasai az elliptikus Chabauty-modszer segitségével meghatarozhatok.
Visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy a megoldasok az »; = +£1, xg = *£1
értékekhez tartoznak. A modszer részletesebb leirasat lasd a [BBGyHO06] és
[HTT09| cikkeinkben.

I11.1.2.4 Az n = 2 eset

Ebben az esetben a (3) egyenlet vizsgalatanak egyik hatékony eszkozét az el-
liptikus egyenletek jelentik. Mivel azonban most d nem régzitett, igy a korab-
ban [FHO1]-ben alkalmazott technikink atalakitasara van sziikség. Ennek a
IBBGyHO6| cikkiinkben bevezetett 1j eljarasnak a bemutatasahoz valasszunk
négy tagot a szoban forgd szamtani sorozatbol. Ekkor (3) alapjan

X(X + j1d)(X + j2d)(X + jzd) = BY?

adodik. Ttt (ha az 41,19, i3, 14 indexi tagokat valasztottuk) j; = i;,1 — 41 (I =
1,2,3) és X =z +1i1d, illetve B = ajasazay valamint Y = xxox374 teljesiil.
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Innen, felhasznalva hogy X # 0, az u = d/x és v = Y/ X? helyettesitésekkel
kapjuk, hogy
(1+ 1) (1 + jau)(1 + jsu) = Bv?,

ami egy elliptikus egyenlet. A probléma az, hogy itt u,v racionalis sza-
mok lehetnek, igy az egyenlet akar végtelen sok megoldassal is rendelkez-
het. Viszont ha az egyenlet (pontosabban a hozza tartozo elliptikus gorbe)
Mordell-Weil csoportjanak rangja nulla (amire a teriilet egy ,folklor” sejtése
alapjan egy véletlenszertien valasztott gérbe esetében mintegy 40 szézalék
sesély” van), akkor a megoldasok szama véges. Ezek a megoldasok a gorbe
Mordell-Weil csoportjanak torziopontjaihoz tartoznak, és standard matema-
tikai programcsomagok (példaul a MAGMA |[BCP97|) segitségével egysze-
riien meghatarozhatok. Igy ebben az esetben a (2) egyenlet megoldasai is
konnyen adodnak. A problémat elsGsorban a potencidlisan felleps (3) so-
rozatok (k értékével rendkiviil gyorsan névekvd) nagy szama jelenti. Ez a
nehézség azonban a megfeleld szitatechnikdkkal, legalabbis k£ < 11 esetén, a
[BBGyHO6| cikkiinkben kezelhetének bizonyult. Erdekes modon egy konkrét
esetben, nevezetesen k = 6 és b = 5 mellett valamennyi fellépé elliptikus
gorbe rangja pozitiv. Ekkor az alabbi egyenlethez jutunk:

X(X +1)(X +2)(X +3)(X +4)(X +5) =5V,

ahol X = x/d és Y = y/d3. A fenti egyenlet egy 2 génuszi gorbét hatéroz
meg, melynek raciondlis pontjai (és igy visszahelyettesités utan x,y,d ér-
téke) a Chabauty-modszer segitségével meghatarozhato. Ezt az eredményt az
iménti eljardssal kombinélva a 3. Tétel n = 2 esetén torténd bizonyitasihoz
jutunk.

Veégiil megemlitjiik, hogy az emlitett [HKLSTO7]-beli eredmény bizonyi-
tasa részben méas modszerrel (egy lokalis megfontolasokon alapulé eljarassal
és a Chabauty-modszer segitségével) tortént, mely elsdsorban az x > 0 meg-
oldasok meghatéarozasakor tiinik hatékonynak, lasd a [HKLSTO7| és [Te08|
cikkeket. (Valoban, az x < 0 esetet [HKLST07]| nem targyalja.)

II1.2 Szamtani sorozatot alkoté vegyes hatvanyok

A (2) egyenlettel kapcsolatos eredmények (3) alapjan tgy is interpretél-
hatoak, hogy olyan szamtani sorozatokat keresiink, melyek ,majdnem” teljes
n-edik hatvanyokbol allnak. Ebben a fejezetben egy altalunk nyitott, de szé-
mos korébbi hires problémahoz és eredményhez kapcsolodo kutatasi iranyban
nyert eredményeket mutatunk be. Tekintsiik az

70 ni nkg—1
apry’, a1y, .. a1 9)
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alakt szdmtani sorozatokat. Itt a;,x; € Z, P(a;) < P (i = 0,...,k — 1)
ahol P egy rogzitett konstans, és az n; > 2 hatvanykitevsk kiilonbozéek is
lehetnek. Az alapkérdés a kivetkezd: bizonyos természetes feltételek mellett
korlatozhato-e a (9) sorozat k hossza? Megemlitjiik, hogy konnyen lathato,
hogy feltételek elGirasa nélkiil k£ értéke nem korlatozhat6. Fzt az aldbbi egy-
szer(i példa segitségével illusztraljuk (mely a disszertéacioban is bemutatott
|HO4|-ben talalhato). Két tetszéleges kiilonbozs z(°, x* teljes hatvany fel-
foghato kéttagn szamtani sorozatként. Induktivan gondolkodva tegyiik fel,

hogy

egy ¢ tagl szamtani sorozat, valamilyen ¢ > 2 mellett. Legyen y = x}"7' +d,
ahol d = " — x(° a sorozat differencidja. Vegyiik észre, hogy ekkor az
N=mng...ny_1 s N;y=N/n; (i=0,1,...,t —1) jeloléseket bevezetve

(‘ToyNO)TLO? (xlle)TLl? RS (xt—lyNtil)ntil ) ?JN+1

egy teljes hatvanyokbol allo ¢+ 1 tagti szamtani sorozat. Igy k értéke valoban
nem korlatozhato.

Amint azt a kés6bbiekben latni fogjuk, az n; (i =0,1,...,k — 1) kitevok
illetve Inko(agxg, a121) korlatozésa esetén a helyzet merében més jelleget 6lt.
Az eredmények bemutatasa el6tt azonban még szeretnénk ravilagitani két
dologra. Egyrészt, a probléma nyilvanval6an a homogén hatvanyok eseté-
nek egyfajta altalanositasanak tekinthets. A vegyes hatvanyokbol allo szam-
tani sorozatok problémakore ugyanakkor lényegesen nehezebb az azonos hat-
vanyok eseténél. Ezt jol illusztralja, hogy az itt hasznalhato egyik mély eszkoz
a (6)-hoz képest is jelentdsen tovabb altalanositott Fermat-egyenletek, azaz
az

AXP+ BYT=CZ" (10)

alaktl egyenletek elmélete, ahol A, B,C' nemnulla egészek. A (10) alaku
egyenletekre vonatkozo jelenlegi legjobb, Darmontol és Granville-t6l [DG95|
szarmazo eredmény azonban csupéan rogzitett p, ¢, r esetén (a szokasos 1/p+
1/q + 1/r > 1 feltétel mellett) biztosit végességet, raadasul csak ineffek-
tiv formaban. (Szemben a mar korabban emlitett, példaul (6)-ra vonatkozo
eredményekkel, melyek tetszdleges n-re érvényesek.)

Miésrészt, a nevezetes
XP—-Yi=1

Catalan-egyenlet megoldédsai 1ényegében egy ketts hossziasagia, d = 1 diffe-
renciaju ,vegyes’ hatvanyokbol allé6 szamtani sorozatot alkotnak, igy a fel-
vetett probléma ehhez az egyenlethez is szorosan kapcsolodik. (A teljesség
kedvéért megemlitjiik, hogy a Catalan-egyenlet Tijdeman |[Ti76b| egy tétele
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alapjan csak véges sok, effektive meghatarozhaté megoldassal rendelkezik.
Az egyenlet teljes megoldasa Mihdilescu [Mi04] nevéhez fiz6dik. Az egyetlen
megoldas: (X,Y,p,q) = (3,2,2,3).)

Ebben a témakorben lényegében két kiilonb6z6 kutatasi irdny kezd korvo-
nalazodni: a bizonyos feltételek mellett k-ra (illetve esetlegesen a sorozatok
szamara) vonatkozo korlatok levezetése, valamint bizonyos specidlis esetek-
ben az 6sszes megfelels tulajdonsigi sorozat meghatarozéasa. ElGszor az els6
irdnyba sorolhaté eredményeinket mutatjuk be.

8. Tétel. ([HO04]) Legyen L egy rogzitett egész, L > 2. Ekkor barmely
olyan (9) alaki szamtani sorozatra melyben n; < L (i = 0,1,...,k — 1),
k < C(P, L) teljesiil, ahol C(P, L) egy csak P és L értékétdl fiiggd konstans.
Tételiink bizonyitasa soran tobbek kézott van der Waerden [vdW27| egy
hires (ilyen tipusiti probléma vonatkozasiban korabban nem alkalmazott),
monokromatikus szamtani sorozatokra vonatkozo tételét, illetve Euler vala-
mint Darmon és Merel kordbban emlitett eredményeit kombinaltuk.
Megemlitjiik, hogy [HO4]-ben megmutattuk, hogy az abe-sejtés teljesiilése
esetén az n; < L feltételt az Inko(agrg,a;x1) = 1 feltétellel helyettesitve,
k a P egy fiiggvénye segitségével korlatozhato. Ezen a ponton célszertinek
tiinik az abc-sejtés pontos ismertetése. A sejtés szerint tetszéleges relativ
prim pozitiv egész a, b, ¢ szdmok és € pozitiv valos szdm esetén az a +b = ¢

Osszefiiggésbol
1+e

c<Cle) | [Ir

plabe

kovetkezik, ahol C(e) egy csupan e-t6l fiiggs konstans. A sejtés egy gyengébb
alakja Oesterlétsl [Oe88] szarmazik, fenti forméajaban elészor Masser [Mas85|
fogalmazta meg. Az abc sejtésbdl rengeteg fontos eredmény levezethetd, tobb
vezet§ szaktekintély szerint a modern diofantikus szamelmélet egyik legfon-
tosabb sejtésérél van szo. Itt csupan az érdekesség kedvéért azt emlitjiik
meg, hogy egy |[GyHS04]-beli eredményiink alapjan az abe-sejtés fennallasa
esetén k > 3 és n > 4 mellett a (2) egyenlet csupan véges sok x,d, k,b,y,n
megoldassal rendelkezik (azaz itt minden tovabbi feltétel nélkiil az Osszes
paraméter korlatozhato).

9. Tétel. (|[BGyHTO06|) Legyen L egy rogzitett egész, L > 2. Ekkor csak
véges sok olyan (10) alakd szamtani sorozat létezik, melyre n; < L, a; = 1
(1=0,1,...,k—1) és Inko(xq,z1) = 1 teljesiil.

E tételiink bizonyitasaban 1] eszkozt jelent Darmon és Granville fent em-
litett, az altalanositott Fermat-egyenletre vonatkozo tétele. Megemlitjiik,
hogy a [BGyHTO06| dolgozatban a 9. Tételt bizonyos egyéb feltételek mellett
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sikeriilt tetszGleges a; egyiitthatok esetére is kiterjeszteniink.

A fentieken tul olyan eredményeket is sikeriilt nyerniink, melyek szerint
egy (9) tipust szamtani sorozat hossza a sorozat (lényegében) barmely tag-
janak ismeretében, illetve a d differencia segitségével is korlatozhato.

10. Tétel. ([HO8|) Legyenek x és n olyan egészek, melyekre |x| > 2 és
n > 2 teljesiil. Ekkor létezik egy olyan, csak x és n értékétdl fiiggs C(x,n)
konstans, hogy barmely nemkonstans, x"-et tartalmazo teljes hatvanyokbol
all6 szamtani sorozat hossza legfeljebb C(x,n).

A bizonyités soran a 8. Tételt kiilonb6z6 elemi aritmetikai megfontola-
sokkal kombinaltuk. Megemlitjiik, hogy a 10. Tételben az = # 0 feltétel
sziikséges, ugyanakkor x = £1 esetén a probléma nyitott marad.

11. Tétel. ([HO8]) Tekintsiink egy olyan (9) alaki szdmtani sorozatot,
ahol a; =1 (i = 0,1,...,k —1). Jelélje d a sorozat differenciajat. Ekkor
mindkét alabbi Osszefiiggés fennall:

i) k < max(3.125log(d) — 1,73),

ii) k < max(2(w(d) + 1)(log(w(d) + 1) + loglog(w(d) + 1)) — 1,21),

ahol w(d) a d kiilonb6z6 primosztéinak szima.

Az utobbi tétel jelentGségét és érdekességét a kovetkezs Osszefiiggés mu-
tatja. Mint azt méar korabban emlitettiik, a (2) egyenlettel kapcsolatos egyik
legfontosabb kutatasi irdny a kovetkez6: rogzitett d esetén korlatozzuk a
tobbi ismeretlent! Shorey és Tijdeman [ShTi90] egy eredménye alapjan bér-
mely n esetén k egy csupan w(d) értékétsl fiiggs konstans segitségével kor-
latozhato. Bar (3) alapjan itt a szamtani sorozat tagjai csupan ,majdnem”
teljes hatvanyok, lathato, hogy a 11. Tétel ezen eredmény egyfajta kiterjesz-
tését jelenti a ,,vegyes” hatvanyok esetére.

A kovetkezékben két olyan eredményiinket ismertetjiik, melyek bizonyos
specidlis, de érdekes esetekben az Gsszes (9) alaki szamtani sorozatot meg-
hatarozzék.

12. Tétel. (|[BGyHTO06]) Tegyiik fel, hogy egy (9) alaki szamtani sorozat-
ra k > 4, Inko(zg,x1) = 1, a; = 1 és n; € {2,3} teljesiil minden i =
0,1,...,k—1 esetén. Ekkor a sorozat a trivialis 1,1,...,1és —1,—1,...,—1
sorozatok egyike.

Ez az eredmény az Euler és Fermat valamint Mordell mér emlitett, négy-
zetszamokbol illetve kobszamokbol 4116 szdmtani sorozatokrol szolo tételeinek
kozos altalanositasat jelenti. Az eredmény igazolasdnak {6 eszkozét a 2 gé-
nuszt gorbék elmélete, illetve a Chabauty-modszer valamint ennek elliptikus
valtozata adja. Megemlitjiik, hogy a (disszertacibban nem szerepls) [HT]|
dolgozatban bizonyos feltételek mellett az n; € {2,n}, n; € {3,n}, illetve
n; € {2,5} eseteket is kezelni tudtuk.
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A fejezet utols6é eredményeként egy speciélis sorozattal kapcsolatos tételt
mutatunk be. Ehhez sziikségiink van egy 1j fogalom bevezetésére. Egy

alakt szamtani sorozatot hatvanygazdag (els6 irodalombeli megjelenése alap-
jan angolul kicsit félrevezetGen ,,powerful”) szamtani sorozatnak neveziink.
Ha Inko(zq,72) = 1, akkor azt mondjuk, hogy a sorozat primitiv. Boklan
|Bo98| problémafelvetése utan Robertson, illetve téle fiiggetleniil Elkies és
mésok (lasd [Ro00]) megmutattak, hogy egy hatvanygazdag szamtani soro-
zat hossza legfeljebb 6t. Az alabbi eredmény ennél lényegesen pontosabb
eredményt szolgéltat.

13. Tétel. ([HO8]) Az egyetlen Ottagi primitiv hatvanygazdag szamtani
sorozat a trivialis 1,1,1,1,1 sorozat. Ugyanakkor végtelen sok Ottagii nem-
primitiv hatvanygazdag szamtani sorozat létezik.

A fenti tételen tul a [HO8| dolgozatban a hatvanygazdag szamtani soro-
zatok lehetséges hosszainak teljes karakterizaciojat is elvégeztiik.

II1.3 Szamtani sorozatok S-egységek Osszeghalmazaiban

A szamelmélet szamos fontos teriiletén rendkiviili jelentGséggel birnak bi-
zonyos multiplikativ csoport vagy részcsoport elemeire vonatkozo6 lineéris
egyenletek. (Az érdekesség kedvéért itt példaul megemlithetjiik az ikerprim
problémat.) A diofantikus egyenletek teriiletén a legfontosabb egyenletosz-
talyok egyikét az S-egység egyenletek alkotjak. Ezek bemutatasihoz sziiksé-
glink van néhany jelolés bevezetésére. Megjegyezziik, hogy az egyszeriibb
bemutathatésdg kedvéért a szokdsoshoz képest itt egy kissé leegyszeriisitett
jelolés- és fogalomrendszert hasznalunk.

Legyen K egy algebrai szamtest, Og a K-beli algebrai egészek gytirije, S
pedig az Ok primidealjainak egy véges halmaza. Ha 0 # o € K rendelkezik
azzal a tulajdonsaggal, hogy az Ok barmely S-en kiviili P primidealja e-
setén ordp(a) = 0 teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a egy S-egység. (Itt
ordp(a) a P kietvGje az («) tortideal faktorizaciojaban.) Jelolje Ug a K-beli
S-egységek halmazat, legyenek ag, a1, ..., a, (n > 2) K-beli nemnulla elemek,
és tekintsiik az

axy + -+ anr, = ag (11)
alakd, tgynevezett S-egység egyenletet, ahol zq,...,x, € Ug ismeretlenek.
Az egyenlet egy (1, ..., x,) megoldasat nemelfajulonak nevezziik, ha a;, x;, +
<o+ a;x;, az {1,...,n} halmaz egyetlen {i,...,4,} részhalmaza esetében

sem nulla.
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A (11) alaka egyenletek a diofantikus egyenletek elméletében igen fontos
szerepet jatszanak. Ennek oka részben az a kiemelked&en fontos Gsszefiiggés,
hogy a szétess forma egyenletek (tobbek kozott a norma forma egyenletek,
a Thue-egyenletek, a diszkriminans forma egyenletek, az index forma egyen-
letek) visszavezethetSk S-egység egyenletekre; lasd példaul |Gy80|, [EGy85],
|[EGy88al, [EGy88b|, [EGyST88]. Emellett sok mas klasszikus, kozponti
diofantikus probléma direkt modon egységegyenletek megoldasara vezet; az
|[EGySTS88| és [Gy92| dolgozatokban szamos ilyen alkalmazas talalhato. Mi-
vel mi elsgsorban nem egy konkrét (11) egyenlet megoldasara koncentralunk,
igy ehelyiitt csupan a targyalas szempontjabol legfontosabb végességi ered-
ményekrdl szolunk. Mély diofantikus approximécidelméleti eszkézok felhasz-
nalasaval megmutathato, hogy (11) barmely rogzitett (ag,aq,. .., a,) esetén
csupan véges sok nemelfajulé megoldassal rendelkezik; az els@ ilyen jellegi, az
n = 2 esetre vonatkozo eredmény Siegel [Si21]| nevéhez kothets. Ezen tul (a
Schmidt-féle altér tétel segitségével) (11) megoldasszama is korlatozhato. Az
altalunk a késébbiekben hasznilando, jelenleg ismert legaltalanosabb becslés
Evertse, Schlickewei és Schmidt [ESS02| nevéhez fiizddik, mely szerint (11)
nemelfajulé megoldasainak szama egy csupan S elemszaméatol és n-t6l fiiggd
(a konkrét egyiitthatoktol fiiggetlen!) explicit értékkel korlatozhato. (Meg-
jegyezziik, hogy tjabban ezt az eredményt Amoroso és Viada |AV] egy kozlés
alatt allo dolgozatban élesitette.) Mivel a témakor irodalma rendkiviil gaz-
dag és szertedgazo, ugyanakkor targyalasunkhoz az emlitett [ESS02]-beli kor-
14t elégséges, igy a kapcsolodod eredményekért csak az [ShTi86|, [EGySTS8S|,
|Gy92], [ESS02], [AV] munkikra, illetve a benniik talalhato megfelels hivat-
kozasokra utalunk. Megemlitjiik még, hogy n = 2 esetén a Baker-modszer
segitségével maguk az xq,x2 megoldasok (pontosabban azok magassaga) is
korlatozhatd. Mivel ebbe az irdnyba nem tesziink lépéseket, igy csak a
|Gy79], [ShTi86|, [EGySTS88|, [Gy92|, [BGy96], [Gy02], [GyYO06] publika-
ciokban talalhato eredményekre és hivatkozasokra utalunk.

Az altalunk vizsgalt problémakor lényegében a (11) jobboldalan lehetsé-
ges értékként felléps (azaz S-egységek n-tagi, adott K-beli egyiitthatokkal
képzett linearis kombinacidiként elGallo) ag szamokbol allo halmaz szerke-
zetére, aritmetikai tulajdonsigaira vonatkozik. Mar ezen a ponton megem-
litjiik, hogy alaperedményiink tobb, egymastol latszolag teljesen fiiggetlen
diofantikus probléma esetén is fontos alkalmazést nyert.

Jelolje H a (11) egyenlet jobboldalan lehetséges értékként felléps ag sza-
mokboél 4ll6 halmazt; pontosabban H az Ug elemeinek 6sszes, adott aq, ..., a,
egyiitthatokkal képzett linearis kombinaci6ibol all. A H halmaz szerkezetét,
tulajdonsigait tobben, tébb szempontbol vizsgaltak. Gydry, Mignotte és
Shorey |GyMS90] (t6bb mas eredmény mellett) kvantitativ formaban iga-
zolta, hogy ha ay € H és Ng(ag) (ag ugynevezett S-norméaja) ,elég nagy”,
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akkor egyrészt Ng(ag) nem rendelkezhet csupa ,kicsi” primtényezével, més-
részt Ng(ap) négyzetmentes része sem lehet ,kicsi”. Ezen tul, Everest [grE89]
bizonyos feltételek mellett aszimptotikus formulét is nyert azon H-beli ele-
mek szamara, melyek S-normdja egy adott korlat alatt marad. Az utobbi
eredményt (a jelen disszertacioban nem szerepl§) [AHL09| publikécionkban
sikeriilt pontositanunk. Mivel ezek az eredmények csak érintélegesen kapcso-
lodnak az altalunk vizsgalt irdnyhoz, igy azokat részletesen nem ismertetjiik.

Targyalasunk f6 csapésiat a H halmazban talalhaté szamtani sorozatok
vizsgélata jelenti. A kovetkez6kben megfogalmazzuk ez iranya alapered-
ményilinket. Ehhez sziikség van néhany jelolés bevezetésére. Valojaban a
fenti jelolések felhasznaldsaval mar megfogalmazhatnank tételiink egy leegy-
szertisitett valtozatat, am az irodalommal valé minél pontosabb Gsszevetés
érdekében érdemesnek tiinik az eredmény preciz ismertetése.

Legyen K egy nullkarakterisztikaja, algebrailag zart test. Jeldlje K* a
K nemnulla elemei alkotta multiplikativ csoportot, és legyen I' a K* egy
r (véges) rangi multiplikativ részcsoportja. Legyen tovabba t egy pozitiv
egész, és legyen A a K' egy n-elemii (véges) részhalmaza. Vezessiik be az
alabbi jelolést:

t

Hy(T',A) = {Zaixi c(ay, ... a0) €A, (21,...,34) € Ft}.

i=1
Ezen a teriileten a bemutatni kivant ,,alaperedményiink” a kévetkezd.

14. Tétel. ([HO7]) Létezik egy olyan, csak r,t,n értékétdl fiiggs C(r,t,n)
konstans, hogy barmely H,(I", A)-beli nemkonstans szamtani sorozat hossza
legfeljebb C(r,t,n).

Jolismert, hogy Ug végesen generélt (multiplikativ) csoport. fgy a korab-
bi jelolésekkel, K-t és I'-t a megfelel6 K algebrai szamtestnek illetve Ug S-
egység csoportnak valasztva eredményiink kozvetlen kovetkezményeként a H
halmazban talalhatd nemkonstans szamtani sorozatok hossza is korlatozhato.

Megemlitjiik, hogy a C(r,t,n) korlatban mindhérom paraméter jelenléte
sziikséges, tovabba, hogy a konstanst [AHL09]-ben explicit alakban is megad-
tuk. Azt is megjegyezziik, hogy a tekintett tulajdonsagi sorozatok szama
nem korlatozhaté. Eredményiink bizonyitasa a kordbban emlitett, (11)-re
vonatkozo [ESS02]-beli végességi tételen (végss soron a Schmidt-féle altér-
tételen), valamint van der Waerden [vdW27| mar idézett klasszikus ered-
ményén miulik.

Téliink fiiggetleniil Jarden és Narkiewicz [JNO7| szintén levezettek egy,
a 14. Tételhez hasonloé eredményt. A mi eredményiink azonban lényegesen
altalanosabb és pontosabb: Jarden és Narkiewicz eredményében egyrészt I’
egy végesen generalt integritasi tartomany egységcsoportjanak valasztando,
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mésrészt (és az alkalmazasok szempontjabol ez kiilonosen fontos kiilonbégnek
ttinik) allitasuk csupan az A = {(1,...,1)} esetre vonatkozik. Amint latni
fogjuk, az utobbi kiilénbség alapjan a mi eredményiink valoban altalanosabb
alkalmazéasokhoz vezet.

Az aldbbiakban a 14. Tétel harom, latszolag teljesen kiilonboz6 gyokerd
probléméra vonatkoz6 alkalmazasat mutatjuk be.

M. Pohst [Po06| vetette fel a kovetkezs kérdést: igaz-e, hogy minden
primszam elGall egy kettShatvany és egy haromhatviny oOsszegeként vagy
kiilonbségeként? A kérdés nyilvanvaléan rengeteg, a primszamok halma-
zara vonatkozo problémaéaval rokon. A kapcsol6do irodalom akarcsak hozza-
vetGleges feltérképezése is reménytelen véllalkozasnak tiinik, igy arra kisér-
letet sem tesziink. A [HO7| dolgozatban Pohst problémajat sikeriilt 1ényege-
sen altalanosabb alakban megoldanunk. Ennek bemutatisahoz legyen most
K = Q. Egy raciondlis primszdmokbol 4ll6 véges S halmaz esetén jelolje Zg
azon egészek halmazat, melyek nem oszthatok S-en kiviili primszdmmal. Vé-
giil, legyen t egy adott pozitiv egész, és legyen A a Z' egy véges részhalmaza.
Ekkor a kovetkezo allités igaz.

15. Tétel. ([HO7]|) Bdrmely fenti alakii S,t, A esetén végtelen sok olyan
t

primszam létezik, amely nem &ll el a;x; alakban, ahol (aq,...,a;) € A és
i=1
T1,...,T; € Lg.

A fenti tétel lényegében a 14. Tétel valamint Green és Tao [GT08| azon
iinnepelt eredményének kdvetkezménye, mely szerint a primszamok korében
tetszGleges (véges) hosszisagu szamtani sorozat talalhato. Amint az az

S=1{2,3}, t=2 A={(11),(1,-1)}

valasztasokkal azonnal lathato, a 15. Tétel azonnali negativ valaszt szolgaltat
Pohst fenti kérdésére.

A 14. Tétel egy méasik alkalmazasaként végességi eredményt nyertiink
norma forma egyenletek megoldashalmazaiban taldlhaté szdmtani sorozatok-
kal kapcsolatban |[BHP|. A kiilénb6z6 tipust diofantikus egyenletek megol-
dashalmaza szerkezetének vizsgalata a diofantikus szamelmélet klasszikus
teriiletei kozé tartozik. Szamos ilyen irdnytd eredmény ismert mar a szétesé
forma egyenletek vonatkozasdban is. Eredményiink, valamint a kapcsolodo
irodalom bemutatashoz sziikségiink van néhany jeldlés bevezetésére.

Legyen K egy k-ad foka algebrai szamtest, aq,...,a, € K pedig Q fe-
lett linedrisan fiiggetlen elemek. Jelolje D € Z az aq, ..., «, szamok kozos
nevezgjét, és legyen 5; = Da; (1 = 1,...,n). Ekkor persze (i, ..., 3, K-beli
algebrai egészek. Legyen m egy tetszéleges nemnulla egész szam, és tekintsiik
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az alabbi (igynevezett norma forma) egyenletet
Nijg(riar + ... + zp0p) = m, (12)

ahol x1,...,x, ismeretlen egészek. Legyen most H a (12) egyenlet megol-
déashalmaza, |H| pedig H elemszama. Jol ismert klasszikus eredmény (lasd
példaul [Sc72]), hogy ha az a, ..., a, elemek altal generalt Z-modulus tar-
talmaz olyan részmodulust, mely teljes a Q(ay, ..., q,) szamtest egy Q-tol
és a képzetes masodfokt szamtestektdl kiilonb6z§ valamely részteste felett,
akkor (12) végtelen sok megoldassal is rendelkezhet.

A H halmaz aritmetikai tulajdonsagait tobben, t6bb szempontbol vizsgal-
tak. Az n = 2 esetben, bizonyos tovabbi feltételek mellett Peths [Pe82] il-
letve Shorey és Stewart [ShSt83] egymastol fiiggetleniil megmutattak, hogy
(12) megoldasainak koordinatai kozott csak véges sok teljes hatvany szere-
pelhet, és ezek effektiv modon meghatarozhatok. Evertse és Gyéry [EGy97],
illetve Everest és Gyory [grEGy05] altalanos szétess forma egyenletek esetén
(bizonyos egyéb feltételek mellett) egyrészt aszimptotikus formulakat nyer-
tek a korlatos magassagt megoldésok szamara, illetve kvantitativ formaban
megmutattak, hogy ha egy megoldas x; koordinatija ,elég nagy”, akkor z;
sziikségképpen rendelkezik ,nagy” primosztoval.

Uj kutatasi iranyként Pethé és tarsszerzéi a kozelmiultban szamos olyan

eredményt nyertek, melyek két, a H-beli elemek koordinataiban taldlhato
szamtani sorozatokra vonatkoz6 problémaval kapcsolatosak. A ,vizszintes”
probléma a kdvetkez6 médon fogalmazhaté meg: hany olyan H-beli elem
van, melynek koordinatai szdmtani sorozatot alkotnak? Ebben az iranyban
tobb érdekes effektiv és numerikus végességi eredmény is sziiletett, példaul
Bérczes és Peths [BP04|, [BP06], Bérczes, Pethé és Ziegler [BPZ06] valamint
Bazso |Bazs07| tollabol. Mi most az alabbi ,fiiggsleges” problémara koncen-
tralunk: létezik-e a H-beli elemek valamelyik koordinatajaban tetszGleges
hossziisagi szamtani sorozat? E kérdést a kvadratikus esetben (amikoris
(12) egy Pell-egyenlet) Pethd és Ziegler [PZ08] megvalaszolta: megmutattak,
hogy az ilyen tipusi sorozatok hossza effektiv modon korlatozhato (lasd még
|IDPTO8|). Az altaluk kifejlesztett modszer azonban a magasabbfoki esetben
nem hasznalhaté. A 14. Tétel alkalmazasaval ugyanakkor lehetGség nyilik az
alabbi altalanos végességi eredmény igazolasara.
16. Tétel. (|[BHP]) Legyen (xgj), . ,m%j)) (7 =1,...,t) egy H-beli soro-
zat, melyre x§j ) egy nemkonstans szamtani sorozat valamilyen i € {1,...,n}
esetén. Ekkor t < C(k,m,D) teljesiil, ahol C(k,m,D) egy, csak k,m,D
értékétol fiiggs explicit moédon meghatarozhaté konstans.

Megemlitjiik, hogy a [BHP]| dolgozatban tobb mas eredmény is sziiletett;
sikeriilt példaul a konstans szamtani sorozatok esetét is kezelniink. A 16.
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Tétel bizonyitasanak egyik legfontosabb lépését a 14. Tétel alkalmazasa je-
lenti.

A 14. Tétel harmadik bemutatando6 alkalmazasa az irodalomban a ,,unit
sum number” néven ismert probléméaval kapcsolatos. Az alapprobléma a ko-
vetkezG: adott R egységelemes gy(iri esetén dontsiik el, 1étezik-e egy olyan ¢
egész szam, hogy R valamennyi eleme elGall legfeljebb ¢ szama R-beli egység
osszegeként. Az els§ ilyen jellegii kérdést 55 évvel ezelStt Zelinsky [Ze54|
vetette fel, bizonyos endomorfizmus-gytriikkel kapcsolatban. Kés6bb a ki-
indul6é problémét tobben altalanositottak, mig végiil a fent megfogalmazott
alakjat Goldsmith, Pabst és Scott [GPS98| cikkében érte el. Ashrafi és Vamos
|AVO05]-ben a masod- és harmadfoki algebrai szamtestek egészeinek gytriije
esetén, valamint bizonyos korosztasi testek vonatkozasaban a kérdésre ne-
gativ valaszt adott. Végiil, a probléma algebrai szamtestekben valo egyfajta
lezarasaként Jarden és Narkiewicz [JNO7| az alabbi altalanos tételt nyerte.

Tétel (Jarden és Narkiewicz, [JNO7]) Legven R egy végesen generalt
nullkarakterisztika ji integritasi tartomany. Ekkor minden t természetes szam-
hoz taldlhato olyan R-beli elem, amely nem all el legfeljebb t szamii R-beli
egység Osszegeként.

A fenti tétel a 14. Tételhez hasonlé (bar annal specialisabb) [JNO7]-beli
eredmény trividlis kovetkezménye. Csupéan az érdekesség kedvéért megemlit-
jik, hogy valdjaban a 14. Tételbdl az alabbi élesebb (még nem publikalt)
kovetkezmény automatikusan adodik.

A 14. Tétel kovetkezménye. Legyen R egy végesen generalt nullkarakte-
risztikéajii integritdsi tartomany. Ekkor barmely t természetes szamhoz és R
barmely véges A részhalmazahoz talalhaté olyan R-beli elem, mely nem all
el

Z a;x; ((ar,...,a;) € A, xq,...,x¢ R-beli egység) (13)

alakban.

Mivel itt a; = 0 is megengedett, a fenti kdvetkezmény valoban Jarden és
Narkiewicz tételének élesitése. Ugyanakkor az allitds valoban a 14. Tétel
egyszert kovetkezménye. Ennek igazoldsdhoz csupan azt kell észrevenniink,
hogy tetszéleges nemnulla R-beli a elem esetén «, 2q, . .., ka szamok szam-
tani sorozatot alkotnak. Igy ha k .elég nagy”, akkor a 14. Tétel miatt ezen
elemek mindegyike nem allhat el§ (13) alakban.
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