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1. Bevezetés

Az értekezés a szilárd testek alakváltozása linearizált elméletének keretei között old
meg duál felépítésű kontinuummechanika feladatokat a teljes Lagrange leírási módot
alkalmazva, valamint tetszőleges görbevonalú koordináta-rendszert és a tenzoranalízis
indexes jelölésrendszerét feltételezve (latin kisbetűk az 1, 2, 3, görög kisbetűk az 1, 2
értékeket veszik fel).

Az értekezés megkülönbözteti a klasszikus és a mikropoláris feladatokat.
Duál felépítésben a feszültségfüggvény tenzor (klasszikus eset), vagy a feszültség-

függvény tenzorok (mikropoláris eset) nem zérus koordinátái, az ún. feszültségfügg-
vények az alapváltozók, a feszültségi tenzor (klasszikus eset), vagy a feszültségi tenzor
és a nyomatéki feszültségi tenzor, együtt a feszültségi tenzorok (mikropoláris eset)
az ún. elsődleges közbenső változó(k), továbbá a szimmetrikus alakváltozási tenzor
(klasszikus eset), vagy a nem szimmetrikus alakváltozási tenzor és a forgási alakvál-
tozási tenzor, együtt alakváltozási tenzorok (mikropoláris eset) az ún. másodlagos
közbenső változó(k).

A kontinuum térfogati tartományán duál felépítés esetén fennálló mezőegyenletek
a következők:

– az értelmező (vagy kinematikai) egyenlet(ek) a feszültségi tenzorok(at) szár-
maztatják a feszültségfüggvény tenzor(ok)ból és az egyensúlyi egyenletek(et)
teljesülését biztosítják

– az alakváltozási tenzor(ok) az anyagegyenletekkel adódnak a feszültségi ten-
zor(ok)ból

– az alakváltozási tenzorok mint mérlegegyenlet(ek)nek, a kompatibilitási me-
zőegyegyenlet(ek)nek tesznek eleget.

A térfogati tartomány lehet egyszeresen vagy többszörösen összefüggő és lehet (vég-
telenbe nyúló) külső tartomány is. Az egyszeresen összefüggő tartományt egyetlen,
vagy több zárt felület is határolhatja.

Valamely peremrészen duál felépítés esetén az alábbiak a peremfeltételek :
– feszültségi peremfeltétel(ek) (ha a felületi terhelés van előírva)
– alakváltozási peremfeltétel(ek) (ha klasszikus esetben az elmozdulásmező, mik-

ropoláris esetben az elmozdulásmező és a független forgásmező van előírva)
– vegyes peremfeltételek (részben feszültségi, részben alakváltozási peremfelté-

telek)
– kompatibilitási peremfeltétel(ek) (függetlenül az előírás módjától).
A feszültségi és az alakváltozási peremfeltételek (vagy a vegyes előírású peremré-

szek) közös határgörbéjén teljesülnie kell az illesztési peremfeltételeknek is.
Többszörösen összefüggő térfogati tartomány esetén teljesülnie kell még az ún.

makro vagy nagybani kompatibilitási feltételeknek is.
A kompatibilitási mezőegyenlet(ek), a kompatibilitási peremfeltétel(ek), az alak-

változási peremfeltétel(ek) és a makro kompatibilitási feltételek együtt biztosítják,
hogy az alakváltozási tenzor(ok)ból a – kontinuum adott merevtestszerű mozgása ese-
tén – a térfogati tartományon és a teljes peremfelületen is klasszikus esetben egyértékű
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elmozdulásmező, mikropoláris esetben pedig egyértékű elmozdulásmező és egyértékű
forgásmező legyen előállítható.

A duál felépítés sajátos problémái – együtt véve a klasszikus és a mikropoláris
kontinuumokat – a következők:

– a feszültségfüggvények száma és megválasztási lehetőségeik, ahhoz hogy az
egyensúly egyenlet(ek)et kielégítő tetszőleges feszültségi tenzor(ok) legyenek
képezhetők

– az egyensúlyi egyenlet(ek) kielégítése többszörösen összefüggő, vagy külső tér-
fogati tartomány esetén

– a másodrendű – és az elsőrendű feszültségfüggvények problémaköre
– a kompatibilitási mezőegyenletek száma és megválasztási lehetőségeik, perem-

feltétel(ek), valamint a makro kompatibilitási feltételek
– a vegyes peremfeltételek problémaköre
– általában a többszörösen összefüggő, vagy külső térfogati tartományok esete
– a több zárt felülettel határolt, egyszeresen összefüggő térfogati tartományok

problémaköre
– a megoldások meghatározottsága és teljessége
– a virtuális munka elv alkalmazása
– variációs elvek alkalmazása
– a teljes kiegészítő energia elv alkalmazása
– a peremelem módszer alkalmazása
– 3D-s, 2D-s feladatok (2D-s feladatoknál értelemszerűen felületi tartományról

és peremgörbékről beszélünk).

Fenti problémák általában egymással átfedésben jelentkeznek.
A továbbiak először részletesen taglalják a választott problémákat, ezek megoldá-

sának szakirodalmi állapotát, majd megfogalmazzák az értekezés célkitűzéseit és az
elért eredményeket.

Egy esetben az értekezés a primál rendszerre is kitér.
A tézisfüzet utolsó 6. A tézisfüzetben felhasznált jelölések című szakasza tartal-

mazza a tézisfüzetben előforduló összes jelölést.

2. Az értekezésben megoldott tudományos feladatok
előzményei, célkitűzések

2.1. Elöljáróban a szóhasználat egyértelművé tétele érdekében röviden áttekintünk
néhány – részben már eddig is említett – fogalmat.

Az értekezés gondolatmenete – külön említés nélkül – a duál rendszerre vonatkozik.
Ahol primál rendszerről van szó ott arra az értekezés külön felhívja a figyelmet.

A síkbeli és térbeli tartomány lehet egyszeresen, vagy többszörösen összefüggő.
Azt fogjuk mondani, hogy kompatibilis az alakváltozási tenzor (az alakváltozási

tenzor és a forgási alakváltozási tenzor), ha létezik olyan elmozdulásmező (elmoz-
dulásmező és független forgásmező), amely(ek)ből, felhasználva a primál rendszer
kinematikai egyenleteit – ezek az alakváltozási tenzort (az alakváltozási tenzort és a
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forgási alakváltozási tenzort) adják meg az elmozdulásmezővel (az elmozdulásmező-
vel és a független forgásmezővel) kifejezve – visszakapjuk az alakváltozási tenzort (az
alakváltozási tenzort és a forgási alakváltozási tenzort).

A virtuális munka elv, bármely alakját tekintjük is (klasszikus esetben [23], mik-
ropoláris esetben [48] ad áttekintést a virtuális munka elv duál alakjairól), mindig
anyagegyenlettől független elv.

Ezzel szemben a rugalmasságtan variációs elvei esetén, mind a primál mind pe-
dig a duál rendszerben vagy a mellékfeltételeken keresztül vagypedig közvetlenül a
vonatkozó funkcionálban megjelenik az anyagegyenlet.

Szabad variációs feladatról beszélünk, ha nincs mellékfelétel a vonatkozó funkcio-
nál értelmezési tartományát alkotó mezőkre nézve. Ekkor az értelmezési tartományt
alkotó valamennyi mező szabadon variálható.

A klasszikus rugalmasságtan Somigliana képletei [39] a potenciálelmélet úgyneve-
zett Green képleteinek rugalmasságtani általánosításai. Ha ismerjük a teljes peremen
az elmozdulás- és feszültségmezőt, továbbá az úgynevezett elsőrendű és másodrendű
alapmegoldásokat, akkor az első Somigliana képlet felhasználásával integrálásokat vég-
rehajtva számítható a test belsejében az elmozdulásmező. Mivel a peremfeltételek
nem adják meg a teljes peremen az elmozdulás- és feszültségmezőt további egyen-
let szükséges ezek számítására. A második Somigliana képlet ugyanolyan szerkezetű
mint az első Somigliana képlet, de a peremen adja meg az elmozdulásmezőt. Kö-
vetkezésképp olyan integrálegyenletnek tekinthető – ez az úgynevezett direkt módszer
integrálegyenlete – amelyben a feszültségvektor az ismeretlen abban a perempontban,
ahol az elmozdulásmező adott, illetve megfordítva az elmozdulásvektor az ismeret-
len abban a perempontban, ahol a feszültségvektor adott. Ennek az egyenletnek a
megoldása nyitja meg az utat az első Somigliana képlet felhasználása előtt.

2.2. A klasszikus elmélet keretei közöttMaxwell [26] ésMorera [28] az egyensú-
lyi egyenlet két egymástól különböző megoldását adta meg. Ezek mindegyike három–
három feszültségfüggvényt tartalmaz. Beltrami [4] észrevette, hogy az említett meg-
oldások is megkaphatók az általa javasolt megoldásból, feltéve hogy a megoldásában
álló szimmetrikus tenzor alkalmasan választott három–három elemének helyére zérust
írunk. A Beltrami féle megoldás teljességét többek közöttOrnstein [32], Günther
[12] valamint Dorn & Schield [11] igazolta, a bizonyítások azonban csak egyetlen
zárt felülettel határolt tartományra érvényesek. Ezt a körülményt Rieder [34] vette
észre, amikor megfigyelte, hogy több zárt felülettel határolt tartományok esetén a
Beltrami féle megoldás önegyensúlyi minden zárt felületen, következésképp nem lehet
teljes. A Beltrami féle megoldás alkalmas, intuitív úton választott kiegészítésével
egymástól függetlenül Schaefer [36] és Gurtin [13] talált egymástól formálisan kü-
lönböző, de teljes megoldásokat.

Az idézett cikkekben a feszültségfüggvények bevezetése intuitive történt. Ebben
a tekintetben az előrelépés Tonti [52] és Stippes [44] érdeme, akik a nem teljes
Beltrami féle megoldást variációs elvből (Tonti), illetve a virtuális munka elvből
(Stippes) származtatták. További problémát jelentett, hogy mellékfeltételként a hat



4

Saint Venant féle kompatibilitási feltételt alkalmazták, holott ezek nem függetle-
nek egymástól [23]. Ebből adódik, hogy az így nyert megoldás, amely megegyezik
formailag a Beltrami féle megoldással hat feszültségfüggvényt foglal magába, holott
három feszültségfüggvény elegendő tetszőleges feszültségi állapot megadásához, ha a
tartományt egyetlen zárt felület határolja.

Ez az ellentmondás az un. Southwell féle paradoxon [40], [41] duális párja.
Érdemes azt is megemlíteni, hogy a matematikai átalakítások során mindkét szerző,
azaz Tonti is és Stippes is figyelmen kívül hagyta a test határfelületén megjelenő
integrálokat és azt is feltételezték, hogy nincs térfogaton megoszló teher.

Mikropoláris testre Günther [12] adta meg elsőként az egyensúlyi egyenletek fe-
szültségfüggvényekkel történő megoldását. Nem vette azonban észre, hogy az általa
talált megoldás önegyensúlyi minden zárt felületen, következésképp – hasonlóan a
klasszikus esetre vonatkozó Beltrami féle megoldáshoz – nem teljes, ha a vizsgált
tartományt több zárt felület határolja. A Günther féle megoldás kiegészítésével,
egymástól függetlenül, Schaefer [37] és Carlson [6] talált formailag különböző,
valójában azonban egymással egyenértékű megoldásokat.

Nyitott kérdés maradt azonban a megoldás határozottságának kérdése – ezen a
szükséges feszültségfüggvények számának kérdését értjük – és ezzel összefüggésben
a Southwell paradoxon mikropoláris analogonjának megoldása. Lineáris esetben
Kozák–Szeidl [24] megmutatta, hogy a kilenc–kilenc feszültségfüggvény helyett hat–
hat feszültségfüggvény elegendő tetszőleges feszültségi állapot leírásához.

Mivel a kompatibilitási feltételek száma kilenc–kilenc mikropoláris testre – eze-
ket Nowacki [31] adta meg, de nem függetlenek – a Southwell paradoxon duális
párja úgy fogalmazható meg, hogy Stippes gondolatmenetét [44] követve levezet-
hetők ugyan az egyensúlyi egyenletek megoldásai feszültségfüggvényekkel a virtuális
munka elvből, de ez a megoldás kilenc–kilenc feszültségfüggvényt tartalmaz hat–hat
helyett. A klasszikus esethez hasonlóan arra is ügyelni kell, hogy a megoldás több
zárt felülettel határolt testre is érvényes legyen.

Az egyensúlyi egyenletek megoldását tetszőleges terhelésre egy zárt felülettel ha-
tárolt egyszeresen összefüggő test esetén általános megoldásnak nevezzük.

Teljes az egyensúlyi egyenletek megoldása, ha több zárt felülettel határolt egyszere-
sen összefüggő tartomány tetszőleges, azaz az egyes zárt felületek nem szükségképpen
önegyensúlyi terhelései esetén is teljesül az egyensúlyi egyenletet.

1. Célkitűzés: Az egyensúlyi egyenletek általános és teljes megoldásának szár-
maztatása több zárt felülettel határolt, egyszeresen összefüggő testre virtuális
munka elv segítségével.

A mellékfeltételek helyes megválasztása feltehetően biztosítja, hogy
(a) klasszikus esetben három független feszültségfüggvényt tartalmaz a meg-

oldás és ezzel a Southwell paradoxon duális párját is megoldom,
(b) mikropoláris esetben hat–hat feszültségfüggvényt tartalmaz a megoldás és

ezzel megoldódik a Southwell paradoxon duális párjának analogonja
mikropoláris testre.
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(c) A megoldáshoz kötődő cél a térfogati terhelés helyes figyelembevétele, a
vonatkozó integrálátalakítások tekintetében pedig a mechanikai jelentés
tisztázása (különösen a felületi integrálok vonatkozásában).

2.3. A klasszikus esetben számos mű, többek között Abovszki, Andrejev és
Deruga könyve [1] foglalkozik részletesen a rugalmasságtan variációs elveivel. Ha
azonban azokra a variációs elvekkel szorítkozunk, ahol az egyensúlyi egyenletek fe-
szültségfüggvényekkel való megoldása jelenik meg, mint a probléma egyik Euler
egyenlete akkor ebben tekintetben egyedinek tekinthető az említett könyv. Tonti
és Stippes már idézett cikkeihez képest van előrelépés a peremen megjelenő integ-
rálok tekintetében, de az átalakítások részben hibásak és hiányoznak azok a tagok
is a megoldásból amelyek biztosítanák, hogy a megoldás több zárt felülettel határolt
tartományon is érvényes legyen.

Közismert, hogy a kompatibilitási egyenletek matematikai szerkezete és a 2.2.
pontban említett Beltrami féle megoldás matematikai szerkezete ugyanaz. Ezt
a hasonlóságot statikai–kinematikai analógiának szokás nevezni. Nyilvánvaló, hogy
az alakváltozási peremfeltételek teljesülése biztosítja a kompatibilitást Su–n. Feli-
dézve, hogy a kompatibilitás és az egyensúly duál fogalmak felmerül a kérdés: ho-
gyan kell megválasztani a feszültségfüggvényeket az St–én [Su duális párján] ha azt
akarjuk, hogy ne származzon belőlük feszültség. Más szavakkal: van-e mód a statikai-
kinematikai analógia peremfeltételekre vonatkozó kiterjesztésére?

Mikropoláris esetben is több szerző foglalkozott. A primál rendszer legfontosabb
variációs elvei Nowacki [31] könyvében lelhetők fel. A virtuális munka elv duál
alakjait és a duál rendszer legfontosabb variációs elveit Kozák–Szeidl [25] és Szeidl
[47], [46] adta meg. Azok a variációs elvek azonban, ahol az egyensúlyi egyenletek
általános és teljes, hat–hat feszültségfüggvényt tartalmazó megoldása jelenik meg mint
Euler egyenlet, még hiányoznak.

A mikropoláris rugalmasságtanban azonos szerkezetűek a kompatibilitási egyen-
letek és az egyensúlyi egyenletek Schaefer féle megoldásának homogén részei: az
{előbbi)[utóbbi] megkapható az (utóbbiból)[előbbiből], ha abban (κ, γ) [H, F ] he-
lyett (H, F–t)[κ, γ–t] írunk. Felmerül a kérdés, ugyanúgy mint a klasszikus esetben,
hogy van-e mód ennek a statikai–kinematikai analógiának a peremfelületre történő
kiterjesztésére.

2. Célkitűzés: A fentiekben részletezett gondolatok (az egyensúlyi egyenle-
tek általános és teljes megoldását adó variációs elvek, integrálátalakítások a
peremen, statikai-kinematikai analógia) jegyében
(a) klasszikus esetben a vonatkozó variációs elvek módosítása és kiegészítése
(b) mikropoláris esetben a vonatkozó variációs elvek megalkotása továbbá
(c) a statikai–kinematikai analógia kiterjesztése mindkét esetben a peremfel-

tételekre.
2.4. A klasszikus esetben Southwell [40], [41] volt az első, aki a kompatibili-
tási feltételeket a teljes kiegészítő energia maximum elvből 1, mint variációs elvből

1Gyakran nevezik a teljes kiegészítő energia minimum elvnek
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származtatta. Ugyanakkor arra is rámutatott, hogyha három feszültségfüggvényt al-
kalmaz – a Maxwell [26] és Morera [28] féle megoldásokat használta fel – akkor
csak három kompatibilitási differenciálegyenlet következik a hat Saint Venant féle
kompatibilitási egyenletek közül a stacionaritási feltételből. Mivel egy zárt felülettel
határolt tartományon tetszőleges feszültségi állapot megadható alkalmasan választott
három feszültségfüggvénnyel – több zárt felülettel határolt tartomány és/vagy zérus-
tól különböző térfogati terhelés esetén a feszültségfüggvénnyel nyerhető megoldást ki
kell egészíteni az egyensúlyi egyenletek egy partikuláris megoldásával – Southwell
ellentmondásra jutott, hiszen az alakváltozásmezők kompatibilitásának elégséges fel-
tétele a hat Saint Venant féle kompatibilitási egyenlet fennállása. A paradoxont,
amelyre jutott, utána nevezték el Southwell paradoxonnak. Southwell idézett
cikkei után a következő kérdések maradtak megoldatlanok: Elegendő-e a kompatibili-
tás fennállásához három kompatibilitási egyenlet fennállása. Ha igen, melyik három.
Ha igen, vannak–e további feltételek a kompatibilitás fennállásához.

A paradoxon részletes leírása, ez a feszültségfüggvények megválasztásának összes
lehetséges esetét felöleli, Rieder tanítványának Stickforthnak a nevéhez fűződik
[43], akiWashizu egy részeredményének [53] általánosításával kimutatta, hogy a kom-
patibilis alakváltozásmezők eleget tesznek bizonyos peremfeltételeknek. Ezeknek a
feltételeknek később Kozák a kompatibilitási peremfeltétel nevet adta, és kimutatta,
háromféleképpen is, tiszta matematikai úton [21], a kiegészítő energia minimum elv
felhasználásával [20] és a virtuális munka elv duál alakjának felhasználásával [22],
hogy az alakváltozásmezők kompatibilitásának szükséges és elégséges feltétele három
alkalmasan választott kompatibilitási differenciálegyenlet és a kompatibilitási perem-
feltételek fennállása. Az utóbbi két tanulmány egyedüli abban a tekintetben, hogy a
vizsgálatok vegyes peremértékfeladatra vonatkoznak.

Az eddig idézett tanulmányok mindegyike egyszeresen összefüggő tartományt té-
telez fel.

Többszörösen összefüggő tartomány, síkfeladatok és feszültségi peremfeltételek fel-
tételezése mellett Prager [33] kimutatta, hogy a Mitchell féle feltételek [27], [14],
vagy ami ugyanaz a kompatibilitás makró feltételei, természetes peremfeltételek, ame-
lyek a Castigliano elvből következnek2. Prager eredményét egymástól függetlenül
Hu Haichang [15] és Szeidl–van Gemert [51] általánosította vegyes peremérték-
feladatokra (az elsőbbség Hu Haichang–é). Ami a háromméretű feladatokat illeti,
feszültségi peremfeltételeket és többszörösen összefüggő tartományt tételezve fel Mo-
riguti [29] és Stickforth [42] dolgozatait kell említeni, megjegyezve, hogy Stick-
forth nem ismerte Moriguti idézett cikkét. Az utóbbi két dolgozat sem adott
azonban megoldást a Southwell paradoxonra és a vegyes peremértékfeladatok ese-
tét szintén figyelmen kívül hagyták.

A szóhasználat egyértelműsége kedvéért az alábbiakban állapodunk meg. A kom-
patibilitás makró feltételein a többszörösen összefüggő tartományon szükséges azon
feltételek összességét értjük, amelyeknek a kompatibilitási (differenciál)egyenleteken

2A szóhasználat Prager szóhasználata, valójában a teljes kiegészítő energia minimum elvről van
szó.
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túlmenően – ezeknek mind egyszeresen mind pedig többszörösen összefüggő tarto-
mányon fenn kell állniuk – teljesülniök kell. A kompatibilitás makró feltételeit két
csoportba soroljuk attól függően, hogy milyenek a peremfeltételek annak az egyszere-
sen összefüggő zárt felületi görbének a pontjaiban, amely mentén ezeket a feltételeket
tekintjük. Ha a görbe minden pontjában feszültség előírt, akkor a vonatkozó makró
feltétel nagybani kompatibilitási feltétel. Ha a görbének van legalább egy olyan íve,
amelynek mentén elmozdulások az adottak, akkor a vonatkozó feltételt (feltételeket
ha több ilyen ív létezik) kiegészítő kompatibilitási feltételeknek nevezzük.

Kitűnik a fenti irodalmi áttekintésből, hogy sem Moriguti [29], sem pedig Stick-
forth [42] nem adta meg a kompatibilitás kiegészítő feltételeit.

Mikropoláris testre Kozák-Szeidl [24] majd Szeidl [45] vizsgálta a tetszőleges fe-
szültségi állapot előállításához szükséges feszültségfüggvények számának kérdését, va-
lamint a független, szükséges és elégséges kompatibilitási feltételek kérdését a klasszi-
kus esettel azonos feltételezések mellett, vagyis egyszeresen összefüggő térbeli testre.
Az [50] előadás és az [49] tanulmány többszörösen összefüggő tartomány és feszültségi
peremfeltételek mellett a duál virtuális munka elv, valamint a teljes kiegészítő energia
maximum elv segítségével vizsgálta a kompatibilitási feltételek kérdését és kimutat-
ták, hogy az idézett elvek mindegyike biztosítja a nagybani kompatibilitási feltételek
teljesülését.

A szerző ismeretei szerint a kiegészítő kompatibilitási feltételek kérdésével a vonat-
kozó szakirodalom mikropoláris esetben sem foglalkozott.

3. Célkitűzés: Háromméretű problémák és vegyes peremértékfeladatok fel-
tételezése mellett klasszikus és mikropoláris esetben is
(a) geometriai megfontolásokból levezetni a kompatibilitás kiegészítő feltéte-

leit, továbbá
(b) igazolni formális számításokkal, hogy a kompatibilitás vegyes peremér-

tékfeladatok és háromméretű test esetére vonatkozó kiegészítő feltételei a
teljes kiegészítő energia maximuma elvből következő természetes perem-
feltételek.

2.5. Szeidl–Kozák [25], majd Szeidl [47] foglalkozott először a mikropoláris
rugalmasságtan un. első síkfeladatának duál rendszerével illetve az egyenértékű va-
riációs elvekkel. Kimutatták, hogy az alakváltozásmezők kinematikailag lehetséges
voltának szükséges és elégséges feltételei, közöttük a többszörösen összefüggő tarto-
mányon érvényes makró kompatibilitási feltételek (jelen esetben a nagybani kompati-
bilitási feltételek) mind következnek a teljes kiegészítő energia maximuma elvből, ha
a peremfeltételek ugyanolyan természetűek minden egyes zárt kontúron, azaz vagy az
elmozdulások, vagy pedig a feszültségek vannak előírva.

Ha az egyes kontúrok páros számú ívre vannak felosztva, és az ívek mentén vagy az
elmozdulás vagy pedig a feszültség az előírt, akkor tisztázatlan a kiegészítő egyérté-
kűségi feltételek kérdése, bár valószínűsíthető, hogy ezek a feltételek is következnek a
kiegészítő energia maximuma elvből. A klasszikus síkfeladatok esetére ezt a kérdést,
egymástól függetlenül, Hu–Haichang [15] és Szeidl–van Gemert [51] vizsgálta (az
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elsőbbség Hu–Haichangé), akik megmutatták, hogy valamennyi kiegészítő feltétel
következik a teljes kiegészítő energia maximuma elvből.

További probléma, hogy nem ismeretesek az alakváltozási peremfeltételek, ha a
kontúr egy–egy ívén érintőirányú elmozdulás, normálirányú feszültség, vagy érintői-
rányú feszültség, normálirányú elmozdulás, illetve forgás vagy nyomatéki feszültség
az előírt az összes lehetséges eset alapul vételével.

4. Célkitűzés: A kompatibilitás kiegészítő feltételeinek levezetése, ha egy
kontúr páros számú ívre osztott és az íveken felváltva vagy a feszültség vagy
az elmozdulás az előírt, valamint az ismeretlen alakváltozási peremfeltételek
levezetése.

2.6. Bár számos tanulmány jelent meg síkrugalmasságtani feladatok primál rend-
szerbeni megoldásáról peremintegrálegyenletekkel (peremelem módszerrel) – lásd pl.
[35], [5], [54] vagy [17] – a pályázó ismeretei szerint alig található olyan cikk a síkru-
galmasságtan szakirodalmában, amely a duál rendszer egyenleteit veszi alapul, azaz
valós feszültségfüggvényeket tekint alapváltozónak. Kivételt jelent Jaswon, Mati
és Symm cikke [18]– érdemes ehelyütt Jaswon és Symm könnyebben hozzáférhető
könyvére is hivatkozni [19] – amelyben az ismeretlen biharmonikus függvényt (való-
jában másodrendű feszültségfüggvényt) két ismeretlennek tekintett harmonikus függ-
vény segítségével, egyszerű réteg potenciáljaként adták meg a szerzők; az ismeretlen
kontúrmenti forrássűrűség meghatározására pedig alkalmas peremintegrálegyenlete-
ket vezettek le.

Elsőrendű feszültségfüggvények alkalmazását síkbeli és térbeli feladatokra Fraeijs
de Veubeke kezdeményezte [9], [10] egy új, a teljes kiegészítő energia minimumának
elvén alapuló végeselemes eljárás kapcsán mivel a szakaszonként sima (C0 folytonos-
ságú) elsőrendű feszültségfüggvények biztosítják a folytonos felületi terhelés meglétét
és ily módon lehetővé vált izoparametrikus elemeket alkalmazni elsőrendű feszültség-
függvényekre.

Ha elsőrendű feszültségfüggvényeket alkalmazunk, akkor a feszültségek meghatáro-
zása a feszültségfüggvények első deriváltjainak számítását igényli, ellentétben az Airy
féle másodrendű feszültségfüggvénnyel [2], ennek ismeretében ui. második deriváltak
adják a feszültségeket. Az elsőrendű feszültségfüggvény idézett tulajdonsága vonzóvá
teszi ezeket a függvényeket a peremelemes alkalmazások számára, annak ellenére,
hogy a nyomatéki egyensúly fenntartása egy további egyenletet igényel. Megjegyez-
zük, hogy az Airy féle feszültségfüggvény alkalmazásának rendkívül bő irodalma van.
A teljesség igénye nélkül emeljük ki ehelyütt Muszkhelisvili és iskolája eredményeit
[30]. Muszkhelisvili felismerte, hogy az Airy féle feszültségfüggvényre vonatkozó
megoldás két reguláris komplex függvény segítségével adható meg. Mivel ez a meg-
oldás teljesíti a vonatkozó mezőegyenletet – a kompatibilitási egyenletet Airy féle
feszültségfüggvénnyel – egy adott peremértékfeladat megoldásához csak a peremfel-
tételek kielégítését kell biztosítani.

Az elsőrendű feszültségfüggvények duál rendszerbeni alkalmazása kapcsán számos
kérdés merül fel. Tisztázni kell az egyértékűség szükséges és elégséges feltételeit,
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különös tekintettel a vegyes peremértékfeladatokra és a többszörösen összefüggő tar-
tomány esetére. Meg kell keresni az elsőrendű feszültségfüggvényekre vonatkozó alap-
megoldást (az duál alapegyenletek megoldását, ha a Dirac függvény az inhomogenitást
okozó tag ezekben egyenletekben). Az alapmegoldás ismeretében mód nyílik a Somig-
liana féle identitás [39] duál rendszerbeni analogonjának felállítására és ily módon
az úgynevezett direkt3 módszer integrálegyenletei is adódnak. Végezetül számító-
gépi programot is érdemes kidolgozni a vonatkozó peremintegrálegyenlet numerikus
megoldására.

A fentebb megfogalmazott kérdésekkel kapcsolatos az
5. Célkitűzés:

(a) az elmozdulásmező egyértékűségéhez szükséges feltételek meghatározása
a vegyes peremértékfeladatok egy osztálya és többszörösen összefüggő
tartomány esetén az elsőrendű feszültségfüggvényeket és a merevtestszerű
forgást tekintve alapváltozóknak (olyan ismeretleneknek, melyekkel az
összes többi ismeretlen kifejezhető)

(b) az elsőrendű feszültségfüggvényekkel kapcsolatos első és másodrendű alap-
megoldások előállítása,

(c) a Somigliana identitás duál rendszerbeni analogonjának levezetése és
ezzel a direkt módszer integrálegyenletének felállítása mind belső, mind
pedig külső tartományra, továbbá

(d) számítási algoritmus kidolgozása, a megoldandó lineáris egyenletrendszer
tulajdonságainak vizsgálata, majd számító program kifejlesztése és szá-
mítások végzése másodrendű izoparametrikus peremelemek felhasználá-
sával.

2.7. Bár igen nagy azon cikkek száma, melyek a peremelem módszer síkrugalmas-
ságtani alkalmazásaival foglalkoznak – a teljesség igénye nélkül emeljük ki ehelyütt
a [55, 17, 38, 8, 7] cikkeket, valamint a [3, 16] könyveket (az utóbbiakban további
hivatkozások is találhatók) – a feladat külső tartományokra történő megfogalmazá-
sának mindenütt az a hátránya, hogy nem írhatók elő feszültségek a végtelen távoli
pontban.

Ami az okokat illeti ismét hivatkozunk a [8] tanulmányra, amelyben feltevést fogal-
maznak meg az elmozdulásmező végtelenbeli viselkedésére vonatkozóan. A megfogal-
mazott feltevés mellett lehetővé válik a Betti formula felállítása valamint a Dirichlet
és Neumann típusú peremértékfeladatok unicitásának és egzisztenciájának igazolása.
A feltevés ugyanakkor kizárja az elméletből azokat a feladatokat amelyre nézve az el-
mozdulásmezőhöz konstans végtelenbeli alakváltozásmező, következésképp konstans
végtelenbeli feszültségállapot tartozik.

Szeretnénk hangsúlyozni, hogy ezek a feladatok is megoldhatók a szuperpozíció elv
ügyes alkalmazásával.

Ennek ellenére, felmerül az a kérdés az értekezés 8. Fejezetében foglalt eredmények
fényében – eszerint a végtelenbeli feszültségi állapot duál rendszerben a formalizmus

3Direkt módszerről beszélünk, ha a vonatkozó integrálegyenletekben a test peremén vett egyes
fizikai mennyiségek az ismeretlenek.
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része –, hogy a végtelenbeli konstans feszültségállapot leírásához szükséges tagok pri-
mál rendszerben is beépíthetők-e a formalizmusba. Ezzel a kérdéssel függ össze a

6. Célkitűzés: amely annak megmutatása, hogy az elmozdulásmező végte-
lenbeli viselkedésére kirótt alkalmas feltevés mellett primál rendszerben is
beépíthető a végtelenbeli feszültségi állapot a külső tartományra vonatkozó
formalizmusba.

3. Eredmények

1. Tézis: Megmutattam, hogy [klasszikus] (mikropoláris) esetben levezethető az
egyensúlyi egyenletek általános és teljes megoldása – azaz a több zárt felülettel hatá-
rolt testre érvényes [Schaefer féle megoldás és aGurtin féle megoldás is] (Schaefer
féle megoldás) – a virtuális munka elv általános primál alakjából, ha ismeretesek az
alakváltozásmezők kompatibilitásával illetve kinematikailag lehetséges voltával kap-
csolatos feltételek, közöttük a V térfogati tartományra vonatkozó [három] (hat-hat)
független kompatibilitási egyenlet és az alakváltozási peremfeltételek.

A tézishez kapcsolódó részeredmények:

(a) A mellékfeltételek [három](hat-hat) független mezőegyenletet tartalmaznak
következőleg tetszőleges feszültségi állapot megadható [három](hat-hat) fe-
szültségfüggvény segítségével. Ezzel megoldást nyert [a Southwell parado-
xon duális párja](a Southwell paradoxon duális párja mikropoláris esetre).
A gondolatmenet egyik eredménye [Finzi intuitív módon elért eredményének,
miszerint a Hkl feszültségfüggvény tenzor szabály szerint kiválasztott három
eleme – ezek indexeit AB jelöli – zérusnak választható](Kozák–Szeidl intuitív
módon elért eredményének, miszerint a Hkl és F b

y . feszültségfüggvény tenzo-
rok szabály szerint kiválasztott három-három eleme – ezek indexeit AB és L

K

jelöli – zérusnak választható), független igazolása. Ugyancsak a gondolatme-
net eredménye [Kozák egyik eredményének, miszerint a nem zérus elemek
indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek mint a független kompatibilitási
egyenletek RS indexei] (Kozák–Szeidl egyik eredményének, miszerint a nem
zérus elemek indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek mint a független
kompatibilitási egyenletek XY és T

S indexei), független igazolása.
(b) Az S felületen vett integrálok hosszadalmas és nehéz átalakításainak megadása

formálisan is igazolta azt a természetes követelményt, hogy a feszültségeket
ugyanúgy kell számítani mind a V –n, mind pedig az S–n.

(c) A gondolatmenetet módszertani jelentőségű mivel mind klasszikus, mind pedig
mikropoláris esetben eredményesen alkalmazhatónak bizonyult.

2. Tézis: [Klasszikus esetben módosítottam és kiegészítettem] (Mikropoláris eset-
ben megkonstruáltam) az egyensúlyi egyenletek általános és teljes megoldását adó
szabad variációs elv funkcionálját, és ennek speciális eseteként megadtam a módosí-
tott potenciális energia funkcionált is. A gondolatmenet eredményeként megtaláltam
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a statikai kinematikai analógia hiányzó, a vizsgálat tárgyát képző test határfelületére
vonatkozó egyenleteit is.

A tézishez kapcsolódó részeredmények:
(a) A szabad variációs feladat funkcionáljai nem tartalmaznak semmiféle ellent-

mondást a kompatibilitási egyenletek és a feszültségfüggvények száma tekin-
tetében, mindkettő [három] (hat), nem pedig [hat, mint Abovszkij, Andrejev
és Deruga [1] ] (kilenc, mint Nowaczky [31]) könyvében.

(b) A szabad variációs feladat funkcionáljai megengedik a vegyes peremfeltételek
figyelembevételét, hiszen a peremfelület – a teljes S felület – az Su és St

jelű részekre bontott, és ezeken különböző típusú peremfeltételek írhatók elő.
Ezt az teszi lehetővé, hogy a fumkcionálok értelmezési tartománya az St–n
értelmezett feszültségfüggvényeket is tartalmaz.

(c) Nem előfeltétel az elmozdulásmező folytonossága az Su és St felületrészek kö-
zös g határgörbéjén.

(d) A módosított teljes potenciális energia funkcionálok stacionaritási feltételéből
is kiadódnak, mint Euler egyenletek az egyensúlyi egyenletek általános és
teljes Schaefer által talált megoldásai [37, 36]. A megoldás [csak három]
(csak hat) feszültségfüggvényt tartalmaz ha a mellékfeltételeket alkalmasan
választjuk meg.

(c) A statikai-kinematikai analógia hiányzó, és a test határfelületére vonatkozó
egyenletei megőrzik a mezőegyenletek kapcsán megfigyelt dualitást:
[ Klasszikus esetben az St–n érvényes peremfeltételek az Su–ra vonatkozó két
alakváltozási peremfeltétel, valamint egy kiegészítő feltétel duális párjai mivel
[az előbbi] (az utóbbi) feltételek azonnal megkaphatók [az utóbbi] (az előbbi)
feltételekből, ha rendre [e–t és u–t írunk H és w helyett] (H –t és w–t írunk
e és u helyett). Mivel az említett kiegészítő feltétel nem független az alakvál-
tozási peremfeltételektől duális párja az St szintén nem független az első két
peremfeltételtől. ]
( Mikropoláris esetben az St–n érvényes két peremfeltétel az Su–ra vonatkozó
két alakváltozási peremfeltétel duális párja mivel [az előbbi] (az utóbbi) fel-
tételek azonnal megkaphatók [az utóbbi] (az előbbi) feltételekből, ha rendre
[γ, κ-t és u, ϕ-t írunk a H, F különbségek és w, r helyett] (H, F különbségeket
és w, r–t írunk γ, κ és u, ϕ helyett). )

3. Tézis: [Klasszikus] (Mikropoláris) esetben megmutattam, hogy a teljes kie-
gészítő energia maximum elv többszörösen összefüggő térbeli tartomány és a vegyes
peremértékfeladatok egy tág osztálya esetén biztosítja az un. kiegészítő egyértékűségi
feltételek fennállását. Bár a vizsgálatokat csak egy háromszorosan összefüggő térbeli
tartományra végeztem el, ezt a tartományt az értekezés 5.1. ábrája szemlélteti, a
gondolatmenet lépéseiben ez a körülmény nem játszott olyan mértékű szerepet, hogy
ne lehetne azt megismételni négy, vagy többszörösen összefüggő térbeli tartomány és
azonos jellegű vegyes peremértékfeladatok esetén.

A kiegészítő egyértékűségi feltételeket geometriai megfontolásokból is leszármaz-
tattam. Mivel ezekben a megfontolásokban nem jelenik meg az anyagegyenlet, a
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kiegészítő egyértékűségi feltételek fizikailag nemlineáris de geometriailag lineáris fel-
adatokra is érvényesek.

4. Tézis. Megmutattam a mikropoláris rugalmasságtan első síkfeladata esetén is,
hogy a kompatibilitás úgynevezett kiegészítő feltételei a kiegészítő energia maximum
elvből következő Euler egyenletek között szerepelnek, ha többszörösen összefüggő a
tartomány. Ezeket a feltételeket kell felhasználni a feszültségi peremfeltételek integ-
rálása során kapott integrációs állandók számítására. A tekintett öt vegyes típusú
peremértékfeladat mindegyikére meghatároztam az alakváltozási peremfeltételeket,
illetve a kompatibilitás kiegészítő feltételeit.

5. Tézis: A klasszikus rugalmasságtan síkfeladatai esetén duál rendszerben meg-
határoztam az elmozdulásmező egyértékűségének feltételeit többszörösen összefüggő
tartomány estén a vegyes peremértékfeladatok azon osztályára amikor az egyes pe-
remgörbék (kontúrgörbék) páros számú ívre vannak felosztva és az íveken váltakozva
feszültség illetve elmozdulás az előírt. Meghatároztam továbbá az elsőrendű feszült-
ségfüggvényekkel és a merevtestszerű forgással kapcsolatos alapmegoldást és ennek
birtokában a feszültségi tenzorra, valamint az alakváltozási tenzorra vonatkozó alap-
megoldásokat, továbbá az úgynevezett másodrendű alapmegoldást.

Az alapmegoldások ismerete tette lehetővé az alábbi feladatok megoldását:
(a) Az [Ai belső] (Ae külső) tartománnyal kapcsolatos duál Somigliana képletek,

valamint a tartományok belső pontjaiban a feszültségeket megadó formulák le-
vezetésére. Ezek közül a második duál Somigliana képletek, a direkt módszer
integrálegyenletei.

(b) Algoritmust és számító programot kidolgozása a belső és a külső tartományra
vonatkozó peremértékfeladatok megoldására kvadratikus peremelemek felhasz-
nálásával, továbbá annak igazolása, hogy a megoldandó lineáris egyenletrend-
szerben szereplő rendszermátrix formuláival elkerülhető az erősen szinguláris
integrálok valamilyen integrálformula alapján történő számítása.

6. Tézis: Levezettem a klasszikus rugalmasságtan síkfeladataira primál rend-
szerben a külső tartományra vonatkozó és a végtelen távoli pont feszültségállapotát
tükröző plusz taggal módosított Somigliana formulákat és meghatároztam hogyan
módosítja a tartomány belső pontjaiban a feszültségeket adó képletet a végtelen tá-
voli pont feszültségállapota. A kapott összefüggések révén a végtelenbeli konstans
feszültségállapot is részévé válik a külső tartományra vonatkozó formalizmusnak.

4. Az eredmények hasznosításának lehetőségei

A 3. Eredmények című szakaszban ismertetett eredmények egy része
– a kontinuum mechanika és rugalmasságtan terén elért új elvi eredmény (ehe-

lyütt az egyensúlyi egyenletek általános és teljes megoldásának származtatá-
sával kapcsolatos eredményekre – 1. Tézis –, a duál rendszerben megkonst-
ruált variációs elvekre és a statikai-kinematikai analógia a test határfelületére
történő kiterjesztésére – 2. Tézis –, illetve a kiegészítő egyértékűségi feltéte-
lek variációs elvből illetve geometriai megfontolásokból történő levezetésére,
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valamint egyes hiányzó alakváltozási peremfeltételek előállítására – 3. és 4.
Tézisek – gondol a szerző),

másik része pedig
– a peremelem módszerhez kötődő eredmény (ehelyütt a peremelem módszer

duál rendszerbeni síkfeladatokra történő feláll0tására – 5. Tézis – és a pri-
mál rendszerben már meglévő egyenletek külső tartomány esetére vonatkozó
módosítására – 6. Tézis – utal a szerző).

Az eredmények hasznosítása, figyelembe véve, hogy azok jelentős része elvi jellegű,
elsősorban a kontinuum mechanika és a peremelem módszer területén végzett kutató
munkában, valamint az oktatásban illetve a továbbképzésben várható.

Hasznosítási lehetőség kínálkozik többek között
– az egyensúlyi egyenletek általános és teljes megoldása leszármaztatását ille-

tően speciális feladatok (pl. héjakkal kapcsolatos feladatok) esetén, hiszen az
értekezés vonatkozó eredményei módszertani jellegűek is,

– végeselemes programok kifejlesztésében, ha az algoritmus a teljes kiegészítő
energia stacionaritási voltán alapul, hiszen választ kaptunk arra a kérdésre,
hogy nem kell előre figyelembe venni az egyértékűség többszörösen összefüggő
tartományra vonatkozó pótlólagos feltételeit,

és végül
– a kereskedelmi célú peremelemes programok fejlesztésében, illetve az un. pe-

remkontúr módszer duál rendszerbeni kidolgozásában. Az utóbbi feladat meg-
oldását illetően utalunk a következő szakaszban idézett legelső publikációra.

5. Az értekezés témakörében készült legfontosabb
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6. A tézisfüzetben felhasznált jelölések

Ae az egyszeresen összefüggő Ai belső tartományhoz tarozó külső tarto-
mány

Ai egyszeresen vagy többszörösen összefüggő belső tartomány,
AB a Hkl feszültségfüggvény tenzor zérusnak választható elemeit azonosító

indexek,
e az alakváltozási tenzor rövid, a statikai kinematikai analógia kapcsán

használt jelölése klasszikus esetben,
F feszültségfüggvény tenzor rövid, a statikai kinematikai analógia kapcsán

használt jelölése mikropoláris esetben,
F b

y feszültségfüggvény mikropoláris esetben,
g az St és Su felületrészek közös peremgörbéje (több zárt görbéből is

állhat),
H feszültségfüggvény tenzor rövid, a statikai kinematikai analógia kapcsán

használt jelölése (klasszikus és mikropoláris eset),
Hkl feszültségfüggvény tenzor klasszikus és mikropoláris esetben; klasszikus

esetben szimmetrikus a tenzor,
L

K az F b
y feszültségfüggvény tenzor zérusnak választható elemeit azono-

sító indexek,
r az St felületen értelmezett tetszőleges vektormező rövid, a statikai ki-

nematikai analógia kapcsán használt jelölése (mikropoláris eset),
S a vizsgálat tárgyát képező test peremfelülete (határfelülete),
St az S peremfelület (határfelület) terhelt része,
Su az S peremfelület (határfelület) azon része, ahol az elmozdulásmező az

előírt,
u az elmozdulásvektor rövid, a statikai kinematikai analógia kapcsán

használt jelölése (klasszikus és mikropoláris eset),
V a vizsgálat tárgyát képező test által kitöltött térfogati tartomány,
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w az St felületen értelmezett tetszőleges vektormező rövid, a statikai kine-
matikai analógia kapcsán használt jelölése (klasszikus és mikropoláris
eset),

XY , T
S a független kompatibilitási egyenletek indexei (illetve a Hkl és F l

y fe-
szültségfüggvény tenzorok nem azonosan zérus elemeinek indexei – mik-
ropoláris eset),

γ az alakváltozási tenzor rövid, a statikai kinematikai analógia kapcsán
használt jelölése (mikropoláris eset),

κ a görbületi alakváltozási tenzor rövid, a statikai kinematikai analógia
kapcsán használt jelölése (mikropoláris eset),

ϕ a független forgásmező rövid, a statikai kinematikai analógia kapcsán
használt jelölése (mikropoláris eset)


