I1.2. A Monte Carlo szamitogépes szimulacio

Rendezetlen anyagi rendszerek szimulacidjanak két alapvetd valtozata ismeretes: a molekularis
dinamikai (MD) és a Monte Carlo (MC) mddszer [1]. A két médszer kozotti alapvetd elvi kiillonbség
a kovetkez6. MD szimul4cié sordn egy adott rendszer fazistérbeli trajektéridjat kovetjik az ido
fliggvényében az egyes részecskék mozgisegyenleteinek megolddsaval. Mivel a klasszikus
mechanika mozgédsegyenletei egy adott rendszer helyét a fazistérben barmely idOpillanatban elvileg
pontosan meghatdrozzak ha a rendszer kezdeti helye a fazistérben ismert, igy az MD mddszer elvileg
teljesen determinisztikus, vele a rendszer kezdeti feltételek dltal eleve meghatarozott trajektoridjat
szamithatjuk ki. Az MD szimul4ci¢6 4altal el6allitott kiilonb6zd mikrodllapotu egyensilyi rendszerek
sokasagin szdmitott dtlagmennyiségek az adott fizikai mennyiség iddatlagdnak tekinthetok.

Az MC szimuldcié ezzel szemben sztochasztikus, a fazistérben nem egyetlen rendszer
trajektoridjat kovetjiik végig, hanem véletlenszeriien mintat vesziink a fazistér pontjai koziil, igy
allitva eld a kiilonb6zd mikrodllapoti rendszerek sokasagit. Az igy kapott sokasdg nem egyetlen
rendszer képe kiilonb6z6 idOpillanatokban, mint az MD mddszer esetében, hanem kiilénb6zo
rendszerek képe egy-egy iddpillanatban. Ebbdl kovetkezik, hogy a molekuldris dinamikaval
ellentétben az MC moddszer nem alkalmas folyamatok, iddfiiggvények, illetve nemegyensulyi
rendszerek szimuldcidjdra, alkalmazdsaval csak egyensilyi rendszerek statikus jellemzoi
szamithatok. Ezért a részecskék impulzuskoordindtdi MC szimuldciékban nem hordoznak lényeges
informdciot, igy figyelmen kiviil is hagyhatdk, jelentdsen lecsokkentve ezdltal a szimuldci6
szamitasigényét. Mds széval MC szimul4cidk sordn a részecskék hely- és impulzuskoordinatéi altal
kifeszitett fazistér helyett a csak a helykoordinatak altal meghatarozott konfiguracios térbdl vesziink
mintdt. A fentiekbol az is adddik, hogy ellentétben az MD szimuldcid sordn szamithatd
idéatlagokkal az MC szimul4cidk soran kapott rendszerek sokasdgan szdmithaté atlagmennyiségek
sokasagatlagok. Az MC és az MD mddszer 1ényegi azonossdga egyenstlyi rendszerek idofiiggetlen
tulajdonsdagainak szamitdsa esetén a termodinamika egyik alapvetd posztulatumabdl, az ergodikus

hipotézisbdl kovetkezik.
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Mivel a két mddszer koziil munkdim sordn csaknem kizdrdlag az MC modszert hasznéltam, igy a

kovetkezOkben ezt a modszert ismertetem részletesen.

11.2.1. A Monte Carlo médszer

Monte Carlo mddszernek a matematikdban azt az eljarast nevezik, melynek soran
determinisztikus problémdk megoldasakor az eredeti problémdt egy analdg valdsziniiségi feladattal
helyettesitjiikk, €s azt sztochasztikus moddszerekkel, statisztikai mintavételezéssel oldjuk meg. A
modszer legkordbbi ismert alkalmazdsa a XVIIL. szdzadban €It Buffon nevéhez flizédik [1], aki a &
értékének becslése sordn egy [ hosszusagu tiit dobalt egy parhuzamos, egymastdl d tavolsagra 1évo
egyenesek alkotta racsra (d > [). Konnyen beldthatd, hogy annak a valészintisége, hogy a tli metsszen
egy racsvonalat, éppen 2/7d. Fizikai probléma megolddsira a mddszert elészor Lord Kelvin
alkalmazta, amikor részecskék rugalmas ilitkozését tanulmdnyozta kiilonb6zo alaku falakkal [1,38].
A madsodik vildghdbord alatt Neumann, Metropolis €s Ulam tanulmédnyozta ilymédon a neutronok
diffizi6jat maghasaddsra képes anyagban [1]. A Monte Carlo elnevezés is toliik szdrmazik [39].

Folyadékok egyenstlyi tulajdonsdgainak szimuldciéjara a Monte Carlo médszert Metropolis és
munkatdrsai 1953-ban alkalmaztdk el6szor Los Alamosban [40], az akkori id6k leggyorsabb
gépének szamité MANIAC nevii szamitogépen. Az altaluk szimuldlt kétdimenzidés modellrendszer
mindossze 108 merev, korong alaku részecskébol allt. Azota az elektronikus szamitégépek viharos
fejlodésével €s elterjedésével parhuzamosan a Monte Carlo moddszer vildgszerte hasznélatos,
viszonylag egyszerli eljardssd vélt, segitségével egyre nagyobb és bonyolultabb rendszerek

vizsgélhatok.
I1.2.2. Monte Carlo szimulacié kanonikus sokasagon

A Monte Carlo mddszer nyilvanvaléan felhaszndlhaté sokdimenzids integrdlok becslésére is, ha
véletlen szdmok segitségével elegendden nagyszdmu mintét vesziink. Illymddon egyensilyi statisztikus

mechanikai rendszerek fizikai-kémiai tulajdonsdgai is szamithatok a modszer segitségével. Legyen

ugyanis M(V) a rendszer valamilyen mérheto fizikai mennyisége, amely a rendszer v mikrodllapotdnak a
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fiiggvénye. Az M mennyiség varhato értékét ekkor a

IM P(vdv (IL.2.1)

egyenlet adja meg, ahol P(V) a rendszer valdszinliségi slirliségfiiggvénye a mikrodllapotok felett. A
mikrodllapot (feltételezve a klasszikus mechanika érvényességét) az N szadmu részecske KN =(r1, 12,...FN)

hely- és p" = (p1, pa....pn) impulzuskoordinatit jelenti, igy a fenti egyenlet a

M)= % [[me™ p™ PN, p™yarNa pt (11.2.2)

alakba irhatd. (N!-sal a részecskék megkiilonboztethetetlensége miatt kell osztani.)
Kanonikus sokasag esetében a I1.2.2. egyenletben szereplé P(r™,p") valésziniiségi siirtiségfiiggvény

a kovetkezOképpen irhaté fel [1,2,41]:

PN, pN) = h eXp( BEG.p )), (1.2.3)

Q

ahol E(" p") a rendszer teljes energidja, valamint
B= (I1.2.4)
(ks a Boltzmann-allandd, T az abszolut hdmérséklet), illetve Q a kanonikus allapotdsszeg:

0 = %h% I exp(— BEGN, BN))d;_»Nd . (I1.2.5)

Mivel a rendszer teljes E energidja felbonthaté a csak a koordindtaktdl fiiggd U potencidlis és a csak az

impulzusoktdl fiiggd K kinetikus energiajarulékok dsszegére:

EGN, pNH=uN+k(pY) , (I12.6)

igy a I1.2.5. egyenlet 1 és p" szerint kiilon-kiilén integralhato:
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0= ha%vf eXP(— BK (BN))d BNIexp(— pUGN)d N (I1.2.7)

Y

Mivel a kinetikus energia

)

N P

K(p)=———, (I1.2.8)
2m

ahol m a részecskék tomege, igy a I1.2.7. egyenlet elsO integraljat kiintegralva, majd visszahelyettesitve

a kanonikus allapotosszegre a kovetkezo kifejezést kapjuk:

3N

1 1 (2 2
R

Ha a keresett M mennyiség szintén csak a koordinétak fiiggvénye, akkor a I1.2.3. egyenletet a I1.2.2.-be

helyettesitve hasonlé meggondoldsok alapjan a kovetkezd egyenlethez jutunk:

3N

illetve I1.2.9. behelyettesitésével az egyszeriisitések utdn

)= (M expl- U™ a
[ expl- pUG™)d

(L2.11)

Mivel a Q allapotosszeg kozvetlen kiszamitdsdra nincs mod, igy <M> sem szdmithaté kozvetleniil
I1.2.11. szerint. Ahhoz, hogy értékét Monte Carlo moddszerrel megbecsiiljiik, a 3N dimenzids
konfiguraciés tér elegendden sok diszkrét pontjaban kell kiszdmitani M(ZN) és U([N) értékét, és a
I1.2.11. egyenletben az integralast szummazdassal kell helyettesiteni. Egyenletiinket ekkor a kovetkezd

kozelitéssel helyettesithetjiik:
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k
S M, (e N)exple gU, )
()=

- , (IL.2.12)
> expl- Uy ™)

i=1

ahol az i index a konfigurdciés tér i-edik vizsgdlt pontjira (azaz az i-edik szamitdsba vett
konfiguracidra) utal, k pedig a mintapontok szama.

Mivel P(™) értéke exponencidlisan csokken a novekvé U(™)-nel, igy a szummahoz csak a néhany
legalacsonyabb energidju allapot ad érdemi hozzdjaruldst. Ebbdl kovetkezik, hogy ha valamilyen
alkalmas sulyozassal a konfiguraciés térnek a szummdahoz nagyobb hozzdjarulast adé tagjai (vagyis az
alacsony potencidlis energidji konfiguraciok) gyakrabban keriilnek a mintdba, mint a kis jarulékot ad6
tagok, akkor a konfigurdciés tér mintdul vett pontjainak a szdma, és igy a szdmitds ido- és
memoriaigénye is jelentds mértékben lecsokkenhet. A mintavétel sordn alkalmazott silyozdst az
atlagolaskor nyilvan kompenzalni kell, vagyis ha az i-edik pontot w; valdszintiséggel vélasztjuk ki,
akkor ennek a konfigurdcidonak az atlaghoz valé hozzdjarulasat wi-vel osztani kell. llymoédon 11.2.12.

helyett a kovetkezoket irhatjuk:

S 4,y ERCAUED)

(M)==— me) (11.2.13)
zeXP(—,BUi(’_” )
i=1 wi(rM)

Stlyozzuk a mintavételt éppen a Boltzmann-faktor szerint, azaz legyen
w (™ = expl- pU; ). (112.14)
Ekkor I1.2.13. jelentdsen egyszertisodik:

k
ZMi(’_”N)

(M) = ﬂT , (I1.2.15)

Vagyis ahelyett, hogy egyenletes valdszinliséggel vennénk mintat a konfigurdcids térben, majd a
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Boltzmann-faktor szerinti stlyozassal atlagolndnk azokat, a Boltzmann-faktor szerinti valosziniiséggel
vélasztjuk ki a mintapontokat és az atlagolasndl egyforma stllyal vessziik ket figyelembe.

Ezt a mintavételezést gombszimmetrikus részecskék esetén a Metropolis Monte Carlo médszer a
kovetkez6 modon valdsitja meg. Induljunk el a konfiguracids tér egy tetszélegesen valasztott pontjabdl.
(Kiinduldsi konfigurdcionak 4ltalaban a részecskék szabdlyos racsszerli elrendezddését szoktak
haszndlni, de gyakori a véletlenszerli elrendez6dés is. A szdmitds idejével valo takarékoskodas
szempontjabol a legcélszeriibb a szimuldciét valamilyen egyensulyi konfiguraciobol inditani,
amennyiben ilyen konfigurdcié rendelkezésre ll.) Ezutdn a szimul4ci6 egy-egy 1épése sordn egy-egy
(4ltalaban véletlenszerlien kivalasztott) részecskét véletlen iranyba €s adott maximalis tdvolsagon beliil
véletlen tavolsagra prébalunk meg elmozditani az aldbbi egyenlet szerint:

1= i+ Ar™ £ (IL.2.16)

ij i

Itt 7' jelenti az elmozditani prébalt i-edik részecske mozditds uténi, r; pedig a mozditas el6tti j-edik
koordinatdjat, Ar™ az elmozditds maximalisan megengedett tavolsdgat, & pedig egy 0 és 1 kozé eso,

egyenletes valdszinliséggel generalt véletlenszam. Ezt a megkisérelt mozditast azutan

Peyr = min (L eXp(— PAU (zN))) 11.2.17)

valdszinliséggel fogadjuk el. (Mas szdval, ha a rendszer potencidlis energidja csokkent a mozditas altal,
akkor az 1j konfiguraciét mindenképpen elfogadjuk, ha viszont a potencidlis energia nott akkor csak
exp(-BUGE™-U))) valészintiséggel fogadjuk el. A gyakorlatban dgy jérunk el, hogy az
exp(-B(UGE™)-U))) faktort egy 0 és 1 kozé esd egyenletes eloszldsi véletlenszammal hasonlitjuk
Ossze, és a mozditast akkor fogadjuk el ha e két érték koziil a véletlenszam a kisebb.) Ha a mozditast
elfogadtuk, akkor az 1j konfiguraciot tekintjiik kezdetinek, €s igy ismételjiilk meg az egész eljarast. A
mintavételezést akkor lehet elkezdeni, ha a rendszer potencidlis energidja a kezdeti rohamos csokkenés
utdn egy adott érték koriil fluktudlni kezd. Molekuléris rendszerek esetén a részecskék transzlacidja
mellett sziikség van orientacidjuk véletlenszerli megvaltoztatdsdra is olymodon, hogy ne rontsuk el a
konfiguraciés tér pontjainak a Boltzmann-faktor szerinti silyozdsat a mintavétel soran. Ennek egy

lehetséges egyszerli mdédja a kovetkezd [1,42]. A kivadlasztott molekulat elforgatjuk egy, a molekula
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alkalmasan vadlasztott pontjdn (kozéppontjan) dtmend és a szimuldciés doboz valamely élével
parhuzamos tengely koriil egy adott Ad™ maximalis értéknél kisebb véletlen szdggel. (A hirom
lehetséges tengely koziil az elforgatds tengelyét szintén véletlenszerlien valasztjuk ki.) Flexibilis
molekulamodellek haszndlata esetén az egyes molekuldk geometridjat is idor6l idore meg kell
valtoztatni a szimuldcioban, szintén Ugy hogy a konfigurdciés tér pontjai koziil tovébbra is a
Boltzmann-eloszlasnak megfelelden vegyiink mintét [1].

Most lassuk be, hogy az igy végrehajtott mintavételezés valéban a I1.2.14. egyenlet szerinti
sulyozassal torténik [40,43]. Mivel minden részecske 0-tdl kiilonboz6 valdszinliséggel mozdithat6 el

max

egy 2Ar™ élhosszisdgd kockdn beliil barmelyik pontba, illetve forgathaté el egy 2AQ™ széles
szogtartomanyon beliill barmilyen szoggel, igy nyilvanvalé hogy megfeleld szamui mozditds utdn
barmelyik részecske a teljes szimuldciés doboz barmelyik pontjdba eljuthat és barmilyen orientacidt
felvehet, vagyis a fenti moédon a konfiguraciés tér barmely pontja bekeriilhet a mintdba. Tekintsiik a
vizsgélt rendszernek egy kanonikus sokasagat, azaz nagyon sok, N részecskét tartalmazo, V térfogatu és
T homérsékletli rendszerbdl all6 halmazt. Kozelitsiik a konfiguracids teret egy véges sok pontbdl 4llo,
I™-val jelolt 3N dimenzi6s térrel. (Ilymodon a rendszer csak véges sok mikrodllapotba keriilhet.) Jelolje

v; a sokasdgban azoknak a rendszereknek a szamat, amelyek a /" tér i-edik pontjaban vannak. Most tehét

azt kell belatni, hogy elegendben sok szimulécios 1€pés utan a

vi ~expl- AU ) (I1.2.18)

szerinti eloszlas alakul ki.

Végezziink most sokasdgunk mindegyik rendszerében egy-egy mozditasi kisérletet. Jeloljiik Pj-vel
annak a valdszinliségét, hogy egy rendszert a I" tér i-edik pontjabdl a j-edik pontjdba prébaljuk
mozditani. Nyilvdnval6, hogy mivel egy adott részecskét a koriilotte 16vé 2Ar™ élhosszisagi kocka
barmelyik pontjdba egyforma valdsziniiséggel probalhatunk elmozditani, ezért, feltéve hogy a régi és az

Uj hely koriili kockdban azonos szamu pont van, teljesiil a
P = Py (IL.2.19)

i ji

egyenldség. Azt, hogy a két kockdban (a részecske mozditds elStti és utdni helye koriili 2A7™*
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élhosszisdgu kockdban) kozelitéleg ugyanannyi pont legyen, az biztosithatja, ha a /" tér elegendden sok
pontbdl all (elég finom a konfiguracids tér felosztdsa), hiszen ha /" pontjainak a szama tart a végtelenhez
(és igy [ tart a valddi konfiguracios térhez) akkor ez az egyenldség egzaktul megvaldsul. A molekuldk
fent leirt médon végzett forgatasara ez a gondolatmenet anal6g médon alkalmazhato.

Tegyiik fel most, hogy valamely s és ¢ mikrodllapotokra

U™ >u ). (I1.2.20)

Ekkor azoknak a rendszereknek a szama amelyeket sikeriilt a  pontbdl az s pontba mozditani, vPy lesz,
hiszen ezzel a mozditdssal a rendszer alacsonyabb potencidlis energidji mikrodllapotba keriil. Azoknak
a rendszereknek a szdma azonban, amelyeket az s-edik pontbdl a r-edikbe sikeriilt vinni,
vsPsexp(-f( Ut(gN)—Us(i_”N))) lesz, mivel az energia novekedésével jar6 mozditasi kisérleteket csak
exp(-BUM™-U(™))) valészintiséggel fogadjuk el. Ezek utdn mar megadhatjuk, hogy mennyivel nétt
az s allapotban 1évo rendszerek szama a ¢ dllapotban 1évok rovasara. Jeloljiik ezt a szamot As-sel. Ekkor

a fentiek alapjan I1.2.19. felhaszndldsaval

As= Pl —vslexol- Bl ™ - vy ™). (I2.21)

Ha 4 pozitiv, akkor a I1.2.21. egyenlet alapjan, felhaszndlva hogy P >0

Vis expl- BU. () 11.2.22
Vs exp(— BU; (KN)) ( |

adddik. Mivel ekkor az s dllapotban 1€v6 rendszerek szama a 1épés sordn a ¢ dllapotban 1évok rovasara
nott, ezért v, értéke csokkent, vs nott, €s igy a v/vs hanyados értéke csokkent. Hasonlé meggondolas

alapjan ha 4 negativ, akkor

Vi expl- AU () 11.2.23
Vs exp(— BU, (KN)) , ( |

ekkor viszont a v/vs hdnyados értéke né a mozditassal. Ez a meggondolds természetesen érvényes

akdrhdny mozditdsra is, és elegendd szdmu mozditds elvégzése utidn a hdnyados értéke az
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exp(-BU™)) / exp(-BU(™)) hanyados értékéhez fog tartani. Ha ugyanis kezdetben a I1.2.22
egyenldtlenség allt fenn, és a vy/vs hdnyados valahany 1épés utdn tdlhaladja ezt a hatarértéket, akkor a
folyamat irdnya azonnal megfordul, vagyis v/vs értéke noni kezd, €s viszont. Ezért elegendéen sok

mozditas utan a

v _expl- AU (M)
Vs eXp(— BU; (zN))

(1L.2.24)

egyenldség fog fenndllni. Ez pedig azzal a méar latott ténnyel egyiitt, hogy barmelyik mikroallapotbdl
barmelyik mikrodllapotba el lehet jutni véges sok mozditissal, éppen a I1.2.18. egyenlettel
megfogalmazott allitdst adja, vagyis elegendd szamu elézetes mozditds utdn az igy végrehajtott
mintavétel valéban Boltzmann-mintavétel. Ez azt jelenti, hogy a szimuldcié elején a rendszer
potencidlis energidja egy ideig csokken, majd amikor vy/v, tetszOleges t és s dallapotokra eléri az
exp(-BU(™)) 1 exp(-BUL(r)) hanyados értékét, a potencidlis energia valamilyen egyensilyi érték koriil
fluktudlni kezd. Ennek az dllapotnak az elérése utdn, ami rendszertdl fiiggéen dltaldban 10°-10°

mozditas utan szokott bekovetkezni, lehet elkezdeni a mintavételezést.
I1.2.3. Monte Carlo szimulaci6 izoterm-izobar sokasagon

Izoterm-izobar sokasdgon olyan rendszerek sokasagat értjiik, amelyekben az extenziv mennyiségek
koziil csak a részecskeszdm N értéke azonos, a kornyezettel viszont a rendszerek nem csak energiat
cserélhetnek, mint a kanonikus sokasdg esetében, hanem térfogatukat is valtoztathatjdk a kornyezet
rovasara, igy a 7 homérséklet mellett a p nyomds is dllandé lesz. Izoterm-izobar sokasagon Wood
végzett elsOként MC szimuldcidt merev korongokra [44,45], majd McDonald terjesztette ki a modszert
folytonos (Lennard-Jones) parpotencidld részecskékre [46,47]. Izoterm-izobdr sokasigon az eldzd

fejezetben mar vizsgalt dltalanos M mennyiség varhato értéke I1.2.2 helyett a kovetkezo alaku lesz [1]:

(M) = %T [[meN PN vy PN PN vydNdptav. (IL2.25)
0
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V jelenti a rendszer térfogatdt, ami szerint nullatdl végtelenig (vagyis az Osszes lehetséges térfogatra)

kell integralni. A P(r™,p",V) val6sziniiségi stirtiségfiiggvény alakja

PN, pN V)= e eXp(_ p (p ‘;; E(ZN’EN’V)) ) : (I.2.26)

ahol /7 az izoterm-izobar allapotdsszeg:

W haw [ [fexobslov + £, p" ) Jartapav. 112.27)

A kanonikus sokasdgndl alkalmazott gondolatmenet most a kovetkezd eredményre vezet, ha M most

sem fiigg a részecskék impulzuskoordinatditol:

TI MmN V) expl-Blpv + UGN V) Jartav
(M) =2— : (I1.2.28)
[ [expl-Blpv +u () JarNav
0

Végezziik el az integralokban a kdvetkezd helyettesitést:

-1/3
dsi=V  dri - (IL.2.29)

Ilymédon dimenziémentes koordinatdkra tértiink at, melyek a szimuldcié sordn a rendszer térfogatatol

fiiggetleniil véltoztathatok. Ekkor a 11.2.28 egyenlet a kovetkez6 alakot Olti:

TJ M vy vV expl- Blpv + U N v)) )dsNav
(M)=2 . (11.2.30)

[Ty expl- Alpv + UGN ) hisNav
0

Rendszeriink kiilonbozo allapotait most egy 3N+1 dimenzids konfiguracios tér pontjainak tekinthetjiik,

ahol ezt a teret az s redukdlt koordindtdk és a rendszer V térfogata feszitik ki. A kanonikus Monte
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Carlo médszerhez hasonléan most is ennek a térnek elegendSen sok pontjaban szamitjuk ki M(s™,V) és
U(s,V) értékét, és a 11.2.30. egyenlet helyett ezen mintapontokban szamitott értékek szummazasdval
kozelitjiik <M>-t. A konfigurécios tér pontjai koziil a kanonikus Monte Carlo szimuldciéhoz hasonléan
most is nagyobb gyakorisdggal valogatjuk a mintdba a szummdkhoz nagyobb hozzdjarulast add
pontokat, a mintavételt pedig szintén hasonlé okokbdl az un. "pszeudo Boltzmann-faktor" szerint

silyozzuk:

wisN V) =v.N exp(— ,8(pvi +U, (gN,V)) )= exp(— ,8(pvi +U, (gN,V))+ Nln(Vi)). (I1.2.31)

A gyakorlatban ezért ugy kell eljarnunk, hogy nem csak részecskéket mozgatunk a kanonikus
Monte Carlo médszerhez hasonlé médon, hanem esetenként a rendszer térfogatat, mint (3N+1)-edik
koordinatat is véletlen nagysdggal megvaltoztatjuk, mikdzben a részecskék s; redukalt koordinatait,

mint a maradék 3N valtozot valtozatlanul hagyjuk. Az egyes 1épéseket

P, = min (l,exp(A(— ,[J’(pV + U(gN,V))+ NIn(V) ))) (I1.2.32)

valészintiséggel fogadjuk el. (Lathatd, hogy ha a 1épés sordn egy részecskét mozditunk el, és nem
torténik térfogatvéltozds, akkor az elfogadds valdszinlisége megegyezik a kanonikus esetben
alkalmazottal.)

Az izoterm-izobdr sokasdgon végzett szimuldciok jelentdségét az adja, hogy a vizsgalt rendszer mas
termodinamikai sajdtsdgai szdmithatok ilymédon egyszertien, mint kanonikus sokasdg esetén. Mig
példaul kanonikus szimulacidkndl a rendszer potencidlis energidjanak fluktuacigjabdl a rendszer cy
izochor hoékapacitdsa szamithat6, addig izoterm-izobar sokasdgon végzett szimuldciéval a rendszer
entalpidjanak ill. térfogatdnak fluktudcidja segitségével a ¢, izobdr hdkapacitds ill. fr izoterm
kompresszibilitasi egyiitthatd, az entalpia és a térfogat fluktuacidjdnak keresztkorrelacidjabol pedig az
o, hotagulasi egyiitthat6 szdmithatd kozvetlentil [1]. Kanonikus sokasdg esetén a rendszer p siirlisége
alland6, ugyanakkor nyomdsa egy adott érték koriil fluktudl. Azonban a gyakorlatban ez a varhat6
nyomdasérték csak igen nehézkesen és nagy pontatlansaggal szamithatd. Izoterm-izobar sokasdg esetén
viszont a nyomds értéke dllandd, €s az egyszerlien és pontosan szdmithat6 stirliség értéke fluktudl a

varhato értéke korul.
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I1.2.4. Monte Carlo szimulaci6é nagykanonikus sokasagon

A nagykanonikus sokasdg, a kanonikus sokasdgnak egy madsik, az izoterm-izobar sokasagtdl eltérd
altalanositdsa olyan rendszerek egyiittesét jelenti, amelyek a kornyezettel nem csak energidt, hanem
részecskét is cserélhetnek, igy az egyes rendszerek 7' homérséklete mellett a részecskék u kémiai
potencidlja (tobb komponensii rendszer esetén mindegyik részecskefajtaé) is dlland6 lesz, mikozben az
extenziv dllapotjelzok koziil csak a rendszer V térfogatdnak értéke azonos a sokasag egyes rendszereiben.
A nagykanonikus sokasdgon dolgozé Monte Carlo mddszert a 60-as — 70-es évek fordul6jan fejlesztette
ki egymadstdl fiiggetleniil Norman és Filinov [48] illetve Adams [49,50]. A rendszerre jellemzd valamely
tetszOleges M mennyiség varhat6é értéke most a 11.2.2. illetve I1.2.25. egyenletek helyett a kovetkezd
alakban irhato fel:

_5 N
<M>—N1N'”M ™, pMH PN, p™Ny drMNdpN (I1.2.33)
A (részecskék N szamatdl is fiiggd) valdsziniiségi stiriségfiiggvény most a

PNEN, pM) = = expt ple” ¢7p7)- vu) (I.2.34)

—
—_ I~
et

alakba frhatd, ahol Z'a nagykanonikus allapotosszeg:

E:i ;P_N” xp( ,B(E ™. pM)- N,u))dr dp™ . (I1.2.35)

A kanonikus sokasdgndl bemutatott gondolatmenet most nem vihetd végig, mert az N szerinti
szummazds miatt a (27mtm/ hz,b’)w 2/N! taggal a 11.2.11. egyenlettel ellentétben most nem tudunk
egyszeriisiteni. Most tehdt, feltételezve, hogy M tovéabbra is csak a részecskék helykoordinatditdl fiigg, a
I1.2.29. egyenlet szerinti helyettesitéssel 4ttérve a skdldzott koordinatdkra, valamint a termikus de Broglie

hulldmhossz
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2
A= np (I1.2.36)

képletének a behelyettesitésével a 11.2.33. egyenletet a

ii (/‘;ijMN(gN)exp(— ﬁ(UN(gN) — N,u))dsN

(M)=" le!w S~ (11.237)
zﬁ (/‘;j J exp(— ,[J’(UN(gN) — N,u))dsN
N=1V:

alakba irhatjuk. A mintavételezés sordn haszndlt w; silyozast célszerli most is a pszeudo-Boltzmann

faktor szerint végezni:

N
= (%) ol Aoy i)
(I.2.38)
= exp(Nln[%j —In(N1)- ,B(UiN (gN) - N,u)}

A szimulé4ci6é sordn most a kanonikus sokasdgon végzett Monte Carlo szimuldciondl is alkalmazott
részecskemozgatdsi 1épések mellett idonként a részecskék szamat is véletlenszerlien megvaltoztatjuk, az

egyes lépéseket pedig a

P,; = min {1, exp(A(N ln(%j —In(N!) - ﬁ(U N (£N )— N,U)D:l (I1.2.39)

valdszinliséggel fogadjuk el. A részecskemozgatdsi 1épéseknél, azaz ha AN =0 ez a valdszinliség a
kanonikus Monte Carlo szimuldcié 1épéseinek elfogaddsi valdszintiségére (I1.2.17. egyenlet)
egyszerlisodik. A gyakorlatban a részecskék szamat egy 1€pésben célszerli AN =+1 értékkel
megvaltoztatni. AN =1 esetén a rendszer egy véletlenszerlien kivélasztott pontjaba illesztiink egy tj

részecskét, €s ezt a részecskehozzdadasi 1épést
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P,; = min [1, exp(ln(%j —In(N +1)—- SAU + ,B,UH (I1.2.40)

valészintiséggel fogadjuk el, mig a AN=-1 esetben a rendszer egy véletlenszertien kivélasztott

részecskéjét eltavolitjuk, és ezt a valtoztatast a

Py¢ = min [1, exp(— ln(%j +1InN - AU - ,B,UH (I1.2.41)

valészintiséggel fogadjuk el. (A 11.2.40. és 11.2.41. egyenletek 11.2.39-b6l AN = £1 behelyettesitésével
adédnak.)

A nagykanonikus sokasdgon végzett Monte Carlo szimuldcidk sordn fellépd legkomolyabb
technikai nehézség abbdl adddik, hogy viszonylag nagy stirliségli rendszerek (pl. folyadékok) esetén a
részecskehozzdadasi 1épést csak igen kis hatékonysaggal lehet elvégezni, az ilyen 1€pések tilnyomd
tobbségében ugyanis a hozzdadott részecske atfedésbe keriil a rendszerben mar ott 1évd részecskék
némelyikével, és az igy fellépd taszitds a beillesztési kisérlet elvetéséhez vezet. E probléma
kikiiszobolését szolgdlja a modszer iireg szerinti irdnyitdssal végzett valtozata [51,52]. Ilyenkor a
részecskehozzdadasi 1épés sordn a beilleszteni kivant részecskét a rendszernek csak olyan pontjdba
prébaljuk beilleszteni, melyek egy R.,, sugaru iiregben helyezkednek el (azaz téliikk R.,, tdvolsidgon
beliil nincs egyetlen részecske sem). A beillesztésre alkalmas pontokat véletlenszeriien kivélasztott vagy
egy racs pontjaiban 1év0 tesztpontok sokasdgdnak a vizsgalata segitségével keressilk meg. Ekkor a

beillesztéshez nem a rendszer teljes V térfogata 4ll a rendelkezésiinkre, hanem csak a megfeleld tiregek

PCI;IV V egyiittes térfogata, ahol PCI;IV annak a valdszinlisége, hogy az N részecskét tartalmazé rendszer

egy adott pontja éppen egy R.,, sugaru iireg belsejébe esik. Ezért az egyes 1épések 11.2.39. egyenlettel

megadott elfogaddsi valdszintiségében most a rendszer V térfogatit az iiregek PCI;IV V térfogataval kell

helyettesiteni:
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N

P
P, = min| l,exp| A Nln[v%] —In(N!) - ,[J’(UN (gN) - N,u) (I11.2.42)
A

PCI;IV értékét a vizsgdlt tesztpontok alapjan egyszerlien becsiilhetjiik az iiregben 1év0 és az Osszes

vizsgélt tesztpont hanyadosaval.

A nagykanonikus Monte Carlo szimuldcié jelentdségét elsOsorban az adja, hogy ilymddon
inhomogén rendszerek kiilonbdzo, egymastdl sok esetben tobbé-kevésbé elszigetelt tartomanyai (pl.
sz€n nanocsovek belseje, ugynevezett ,.enzimzsebek”, membranok fejcsoporti rétege, adszorpcids
rétegek illetve a vizsgdlt rendszer tombfazisszerli részei) kozott a molekuldk termodinamikai
egyenstlya egyszerlien biztosithatd. Problémat jelenthet a szimuldcié sordn a kémiai potencidl
értékének megviélasztidsa, hiszen ez, ellentétben a rendszer nyomdsdval, homérsékletével vagy
strliségével, kisérletileg nehezen hozzéaférheté mennyiség. Ezért a gyakorlatban altaldban ugy szokés
eljarni, hogy a kémiai potencidl értékének szisztematikus véltoztatdsaval rovid futdsokbol &llo
szimulécidsorozatot végziink, majd ez alapjan a megfelelé kémiai potencidl értéket ugy vélasztjuk ki,

hogy az jol reprodukadlja a rendszer tombféazisszerii részének a stirliségét.
I1.2.5. Fazisegyensilyok szimulacigja, Monte Carlo szimulacié Gibbs sokasagon

Egymassal egyensulyban 1év0 tombfazisu rendszerek szimuldcidjdra dolgozta ki az el6z6ekben
ismertetett, hdrom kiilonbozé sokasdgon miikkodé Monte Carlo moddszer Osszekapcsoldsaval az
ugynevezett Gibbs sokasdgon végzett Monte Carlo szimuldcié mddszerét Panagiotopoulos [53,54].
Ezen eljards sordn a két tombfazisu rendszert az Oket elvdlaszté hatdrfeliilet nélkiill modellezziik,
egyensulyukat a szimulécié sordn végzett mozditasi kisérletek és az elfogadasi kritériumaik alkalmas
megvalasztasaval biztositjuk.

Annak a feltétele, hogy két fazis egymadssal termodinamikai egyensilyban legyen, (természetesen
azon kivill hogy az egyes fazisok kiilon-kiilon, 6nmagukban is egyensulyiak legyenek) az, hogy a

rendszert jellemz6 Osszes intenziv termodinamikai allapotjelz6 értéke egyenld legyen a két fazisban:
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aat
pl=pt (I1.2.43)
=4

ahol az I és Il index az egyes fazisokra, a x# kémiai potencidl i indexe pedig az egyes részecskefajtdkra
utal. Mivel ezt eldszor Gibbs vezette le 1875-ben [55], Panagiotopoulos tiszteletbdl a ”Gibbs sokasag”
nevet javasolta annak a sokasdgnak, amely a 11.2.43. egyenletrendszert kielégito kétfazisu rendszerekbol
all [53]. Lathatd, hogy a Gibbs sokasdg alrendszerei, azaz az egyes féazisok kornyezetiikkel hot,
térfogatot és részecskét is cserélhetnek, vagyis ugynevezett dltaldnos sokasagot alkotnak, melyen
egyetlen extenziv allapotjelzd értéke sem rogzitett, viszont a T homérséklet, p nyomds és az egyes
részecskefajtak 44 kémiai potencidlja is azonos a sokasiag rendszereiben. A moddszer egyik lehetséges
valtozatdban a rendszer teljes térfogata (azaz a két alrendszer térfogatdnak az 0sszege) is valtozhat a
kornyezet rovasara, mig egy madsik lehetséges véltozatban az egyes fazisok csak egymds rovdsdra
véltoztathatjak a térfogatukat. Ha a teljes rendszerben a részecskék szdma alland6 (részecske tehat csak
az egyik alrendszerbdl juthat 4t a masik alrendszerbe), valamint a teljes rendszer energiat cserélhet a
kornyezetével (vagyis a teljes rendszereben a homérséklet értéke nem csak mindenhol azonos, hanem
alland6 is), akkor a fenti két esetben a teljes kétfazisi rendszerek izoterm-izobar (N,p,T) illetve
kanonikus (N,V,T) sokasagot alkotnak. (Ilyen meggondoldsok alapjdn adtdk meg a Gibbs sokasdgon
dolgozé Monte Carlo mddszerek egyik lehetséges levezetését 1989-ben Smit és munkatdrsai [56].
Szintén 6k mutattak be azt is, hogy az N — oo hatdresetben a Gibbs sokasdg azonossa vélik a kanonikus
sokasdggal [57].) Jelenleg a szimulé4cios gyakorlatban csak ezen a két fajta Gibbs sokasdgon dolgozé
Monte Carlo mdédszer haszndlatos.

A Gibbs sokasdgon dolgoz6é Monte Carlo szimuldcié hdrom kiillonb6z6 perturbéciét hasznal. Az
els6 fajta mozditds megegyezik a kanonikus Monte Carlo médszer sordn hasznalt 1épéssel: az egyik
alrendszer valamelyik részecskéjét a I1.2.16. egyenlet szerint megprobéljuk véletlenszeriien elmozditani,
a mozditasi kisérletet pedig a 11.2.17. egyenlet szerinti val6szinliséggel fogadjuk el. A méasodik fajta
perturbécié a térfogatvaltoztatasi 1épés. Ebben a 1épésben kiilonbozik egymastdl az (N,p,T) illetve
(N,V,T) Gibbs sokasagon végzett szimuldcié. Ha a teljes rendszer térfogatat dlland6 értéken tartjuk,

akkor a két alrendszerben egyidejileg végziink azonos nagysdgid és ellentétes eldjeltl
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térfogatvaltoztatast, ellenkezd esetben a két rendszer térfogatit egymastdl fiiggetleniil véltoztatjuk. A

1épést a [1.2.32. egyenlet alapjan a

V

régi

vE y I
P, =min | ,exp| — ﬁ(pAVI + pAVI AU + AU )+ Nt h{%] + N1 h{%] (I1.2.44)

régi

valésziniiséggel fogadjuk el. Ha kanonikus Gibbs sokasdgon végziink szimulaciét, akkor AV" = -AV ',

és igy a fenti kifejezés a

vl v
P, =min | 1,exp —,B(AUI + AU )+ N'in — +NT1n — (11.2.45)
Vrégi Vrégi

alakra egyszerlisodik.

A harmadik fajta perturbdcié az ugynevezett részecskedtviteli 1épés. Ennek sordn véletlenszertien
kivélasztjuk az egyik alrendszert (legyen ez most a II jelii), és ennek az alrendszernek egy
véletlenszertien kivélasztott részecskéjét megprobaljuk az I alrendszer egy véletlenszertien kivélasztott
pontjdba elhelyezni. (Természetesen e 1épés sordn a részecske nem megy at semmiféle fizikai
értelemben vett hatdrfeliileten, egyszertien az egyik rendszerbdl eltlinik, és a masik rendszerben ezzel
egyidejiileg megjelenik.) Ennek a 1épésnek az elfogadasi valdszinlisége a 11.2.40. és 11.2.41. egyenletek

alapjén a

1 1I
P = min {l,exp(— ,B(AUI + AU + ! — ! )+ ln(v—3] - ln[v—3] —In(N'+D)+In N J] (11.2.46)
A A

alakba frhat6. Mivel a I1.2.43. egyenletrendszer utolsé egyenlete szerint minden részecskefajtara fennall

a il = 1" egyenl8ség, igy a fenti egyenlet a

I
P =min [1, exp(— /3(AUI +AU" )+ h{V—H] —In(N'+1)+InN" ﬂ (11.2.47)
14
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alakra egyszerlisodik. A szimuldci6 sordn végzett haromféle perturbaciot a I1.2.1. dbra szemlélteti.
Rendszeriink akkor egyensulyi, ha az egyes fazisok kiilon-kiilon egyenstlyban vannak és teljesiil a
I1.2.43. egyenletrendszer. Az egyes alrendszerek belsd egyenstlydt a kanonikus sokasdgon végzett
Monte Carlo médszerrél mondottak alapjan (I1.2.2. fejezet) az elsé tipust perturbacié biztositja. A két
fazist jellemzo intenziv allapotjelzOk 11.2.43. egyenlet szerinti egyenldségét kétféle moédon valdsitjuk
meg. Azoknak az dallapotjelzOknek az egyenlOségét, amelyek ért€két az egész Gibbs sokasdgon
rogzitettiik (ilyen a hdmérséklet és izoterm-izobar Gibbs sokasdg esetén a nyomads), kozvetleniil azéltal
tudjuk biztositani, hogy az egyes mozditasok elfogadasi valoszintiségének képletébe (11.2.17, 11.2.44. ill.
I1.2.47. egyenletek) mindig ezeket a szimuléci6 elején rogzitett értékeket helyettesitjiik be. Azoknak az
intenziv allapotjelzOknek az egyenldségét viszont, amelyek értéke a teljes Gibbs sokasidgon nem
rogzitett (ilyen az egyes részecskefajtdk kémiai potencidlja és kanonikus Gibbs sokasdg esetén a
nyomads), indirekt modon tudjuk biztositani a I1.2.44. és 11.2.46. egyenletekbdl a 11.2.45. és 11.2.47.
egyenletekhez vezetd egyszerlisitéseken keresztiil. Ezeknek az éllapotjelzOknek az értékét tehit nem
csak hogy nem ismerjiik, azok nem is allanddak a szimuldcié sordn, hanem egy adott varhat6 érték
koriil fluktudlnak. A 11.2.45. és I1.2.47. egyenletekkel felirt elfogaddsi szabalyok alkalmazdsaval

azonban biztosithatjuk, hogy ez a vdrhato érték a két alrendszerben azonos legyen.

I1.2.1. abra A Gibbs sokasagon végzett Monte Carlo szimuldcié sordn

alkalmazott hdromféle perturbaci6 [58].
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I1.2.6. Forditott (Reverse) Monte Carlo szimulacio

A klasszikus szamitégépes szimuldciok sordn a molekuldk kozti kolcsonhatdst leird, ismertnek
feltételezett (par)potencidlok segitségével allitunk el0 egyensulyi mintakonfiguracidkat. Ezeket a
konfigurdcidkat elemezve a szimuldlt rendszer kiilonféle (szerkezeti, termodinamikai, stb.)
tulajdonsdgai szamithatok, és az igy kapott mennyiségek kozvetleniil osszehasonlithatok a kisérletileg
mért adatokkal. A szimuldcié sordn hasznalt potencidlmodell vélasztasat csak a kisérleti és szimuldcids
eredmények j6 egyezése igazolhatja. Ebben rejlik a szimuldciés mddszerek alkalmazéasinak legfobb
korlatja, hiszen a szimuldcié sordn kulcsszerepet jitszé potencidlfiiggvények vdlasztisa esetleges,
alkalmassaguk pedig csak utélagosan ellendrizhetd. A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy noha gyakorlati
okokbdl egyre nagyobb teret hdéditanak a kiilonbozd transzferdbilis (vagyis az azonos csoportokat
tartalmaz6é mas-mds molekuldkra médositds nélkiil dtvihetd) potencidlok [10-15], szigortian véve az
utélagos igazolds egy-egy potencidlt csak az adott rendszernek az adott termodinamikai allapotaban
torténd szimuléacidjara "hitelesit".

Mindezek alapjan felvetddik a kérdés: 1étezhet-e olyan szimuldciés mddszer, amely sordn egy vagy
tobb mérhetd tulajdonsdgot automatikusan, a potencidlok alakjdhoz hasonld lényeges és csak
utélagosan igazolhato feltételezések nélkiil lehet reprodukélni. Ilyen eljards a McGreevy €s Pusztai altal
1988-ban kifejlesztett Reverse Monte Carlo (RMC) moédszer [59] (a magyar nyelvill irodalomban a
forditott Monte Carlo mddszer elnevezés is elterjedt [43,60-62]), melynek alkalmazédsdval a vizsgalt
rendszer néhany kisérletileg mért, a részecskék koordinatai altal tokéletesen meghatarozott fliggvényét
lehet reprodukdlni anélkiil, hogy a potencidlfiiggvények alakjdra vonatkozdan barmiféle feltételezést
kellene tenni. Természetesen azaltal, hogy elkeriiljiik a potencialfiiggvények haszndlatat, el is veszitjikk
az altaluk hordozott informacidkat. Az RMC ezért Onmagdban nem alkalmas energetikai,
termodinamikai jellegi mennyiségek szamitdsara, beldle csak a vizsgdlt rendszer egyensilyi
szerkezetére vonatkozo informéciok nyerhetok.

Az RMC moédszer, mint a neve is utal r4, technikailag igen hasonlé a Metropolis-féle Monte
Carlo szimuldci6hoz [40]. A szimulélt részecskék itt is egy — dltaldban kocka alaki — kozponti

dobozban helyezkednek el, ami a IL.1.1. fejezetben leirt moédon el van latva periodikus
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hatarfeltételekkel. A szamitds sordn a hagyomdnyos Monte Carlo mddszerhez hasonléan mintét
vesziink a konfigurécids térbdl a részecskék véletlen mozgatasaval. A két médszer kozotti 1ényeges
kiilonbség az a kritérium, ami szerint a konfiguracios tér lehetséges mintapontjainak a mintdba val6
bevélasztasardl (technikailag egy-egy megkisérelt részecskemozditds elfogaddsardl) dontiink.
Ilymédon a két mddszer 1ényegében a stlyozott mintavétel sordn hasznalt silyozdsban kiilonbozik
egymastol. Kanonikus sokasdgon végzett Metropolis-féle Monte Carlo szimuldcié sordn a
konfigurdciés tér egyes pontjai exp(-BU())-val ardnyos valdsziniiséggel keriilnek a mintdba
(I.2.14. egyenlet), és ilym6don a mintakonfigurdcidk energidja (az alkalmazott potenciéltdl fiiggd)
Boltzmann-eloszlast kovet. Ezzel szemben az RMC médszer alkalmazdsa sordn a cél néhany f,°P(x),
5P, ooy foP(x) kisérletileg mért fiiggvény reprodukéldsa a mért fiiggvények oi(x), G3(x), ..., On(x)
véletlen kisérleti hib4jan beliil (feltételezve, hogy a mért fiiggvényeket rendszeres hiba nem terheli).
Mivel a véletlen kisérleti hiba normalis eloszlasu, igy az RMC szamitds sordn a konfiguracids térbol
olymédon kell mintdt venni, hogy a mintapontokban szdmithat6 flRMC(x), szMC(x), e fnRMC(x)
fiiggvényeknek a kisérletileg mért f,°P(x), fo7P(x), ..., fuiP(x) fiiggvényektdl valo eltérései a
fliggvények értelmezési tartomanydnak minden pontjdban éppen 0j(x), 0(x), ..., On(x) szélességli
normalis eloszlast mutassanak. Ez a kovetkezoképpen valosithaté meg [43,63]. Tételezziik fel, hogy
mindegyik szimuldlt és kisérleti fiiggvényt ugyanabban az m darab xj, x,, ...x,, pontban hasonlitjuk
Ossze. Az i-edik fiiggvény j-edik pontjdban a kisérleti és az RMC 4ltal szolgaltatott fliggvényértékek

kiilonbségét g -vel jelolve:

S = 7P () — fFMC(x) (IL2.48)

annak a valészinlisége, hogy egy adott konfiguracié i-edik fiiggvényének a kisérletitdl vald eltérése a j-

edik pontban éppen d; lesz, a fentiek alapjan

I -5
P(S;) = . 11.2.49
( IJ) \/ﬂ O'i ()CJ) exp[z Gi2 (XJ)J ( )
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Annak a kiszdmitdsdhoz, hogy a konfiguriciés tér egy adott 7 koordinatéji pontja milyen P(") relativ
gyakorisdggal szerepeljen a mintdban, dssze kell szoroznunk az r konfigurdcidban az osszes i és j

pontokhoz tartozé (ij([N) értékek valdszinliségét:

n m
Pe™=TITI P(csij (IN)). (I1.2.50)
i=l j=1
Behelyettesitve ide a 11.2.49. egyenletet

2
j

P(ZN):(MEJ exp[—gzi ]21 0'-2(x~)J (IL.2.51)
1= = i j

adddik, ahol

E:nm\/ 111 o (x;). (I1.2.52)
=1

i=l j=1

A 1L1.2.51. egyenletben szerepld pre-exponencidlis faktor a szimul4cié sordn konstans marad, ezt a

tovabbiakban C-vel, az exponensben szereplé kifejezés —1/2 faktor nélkiili részét pedig -tel jeloljiik:

(fiexp (xj) _ fiRMC (xj))Z |

n
272ecMH=XY Y : (I1.2.53)
=l j=1 o; (x;)
Ekkor a I1.2.51. egyenlet a kovetkezd alakba irhato:
_ 2N
PNy =cC exp[%} . (11.2.54)

Lathat6 tehat, hogy az RMC iltal megkivant mintavételezés sordn a konfigurdciés tér 7 pontjanak a
mintabeli gyakorisdga exp(-2*(r)/2)-vel ardnyos, szemben a Metropolis-féle Monte Carlo médszernél
alkalmazott, exp(—,[J’U(gN))—val aranyos gyakorisdggal (lasd I1.2.18. egyenlet). Vagyis az RMC

moédszerben a /2 mennyiség analég szerepet jétszik a PU mennyiség Metropolis-féle Monte Carlo
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szimuldcickban betdltott szerepével. Igy a I1.2.2. fejezetben ismertetett gondolatmenet analégidja
alapjan az RMC mddszer 4ltal kivéant eloszlds szerinti mintavételezés ugy valdsithatdé meg, ha a

részecskékkel végzett véletlenszerli mozditasokat a

2, N
P,y = min [l, exp(#]} (I1.2.55)

valészintiséggel fogadjuk el.
I1.2.7. Szabadenergia szamitasa Monte Carlo szimulaciéval

A szabadenergia a termodinamika egyik kulcsmennyisége, hiszen kanonikus sokasdgon a
szabadenergia véltozadsa hatdrozza meg, hogy egy folyamat spontin médon végbemehet-e vagy nem.
Hasonl6képpen, a rendszer szabadenergidjanak az ismerete sziikséges annak a kérdésnek az
eldontéséhez is, hogy egy adott egyensilyi dllapot stabil vagy éppen metastabil. A szabadenergia
szamitdsa szamitégépes szimuldciéval azonban komoly nehézségekbe iitkozik. Egy adott rendszer A

szabadenergidjat kanonikus sokasdgon az

A=—kgTInQ (IL.2.56)

egyenlet segitségével adhatjuk meg, azaz kiszamitdsdhoz — a I1.2.11. egyenletben szerepld altalanos M
mennyiséggel ellentétben — nem elég a fazistérnek csak a kelléen alacsony energidju részeit
feltérképezni, hanem a teljes Q allapotdsszeg ismeretére sziikség van. Ez azonban gyakorlati okokbdl
nem lehetséges, hiszen a sziikséges szdmitdsok sok nagysdgrenddel meghaladndk a jelenleg
rendelkezésre all6 szamitdsi kapacitdsokat. Lehetséges azonban két, egymdstdl nem tudl tavoli dllapot
kozotti szabadenergia-kiilonbség kiszdmitdsa, hiszen ekkor csak a két rendszer fazisterének az
egymastdl nem elhanyagolhaté mértékben eltérd (azaz édltaldban a kellden alacsony energidji) részeit
kell feltérképezniink. A legfontosabb szabadenergia-szamité szimuldciés modszereket foglalja 0ssze ez

a fejezet.
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11.2.7.1. A termodinamikai integrdlds modszere

Definidljunk az X-szel és Y-nal jelolt két allapot (melyek szabadenergidjanak kiilonbségét kivanjuk
kiszamitani) kozott egy A csatolasi paramétert, melynek értéke 0 és 1 kozott valtozhat. A A=0 eset
megfelel az X (kiindulasi), mig A=1 az Y (vég-) dllapotnak. A A paraméter tehat azt a folytonos,
gyakran fiktiv utat irja le, amely mentén rendszeriinket az X dallapotbdl az Y dllapotba vissziik
olymédon, hogy kozben a rendszer szabadenergidja folytonosan valtozik [64]. Ekkor a két allapot

kozotti szabadenergia-kiilonbség a

LoAA)

M= Ay - Ay = [—=dA (I1.2.57)
o 04

alakban frhat6 fel. A 11.2.9. és 11.2.56. egyenletek felhaszndldsa utdn a I1.2.57. egyenlet integrandusa a

0A(A) _
o4

FOInO() _ ~kgT 90(A) _

~kel 27 o) oA

N
- kBTjexp(— UGN D)) Wdi <aU(/1)

IeXp(— BUGN. A))drN “\ a2

> (IL2.58)
A

alakba irhat¢ fel, ahol a <....>y A indexii zardjel az adott A érték mellett végzett sokasagatlagolast jelenti.

Végiil a I1.2.58. egyenletet 11.2.57-be helyettesitve a keresett szabadenergia-kiilonbséget a

L1ou (A)
AA = 11.2.
(j)< By >xd/1 (11.2.59)

egyenlet szerint szamithatjuk ki [65,66]. A szamitas elvégzéséhez definidlnunk kell a valasztott A utat az

U(A) folytonos fiiggvényen keresztiil. A gyakorlatban a polinomidlis ut terjedt el [67]:

U =2Uy +0-D Uy. (11.2.60)

45



oUu . o . RS
Ekkor a 7 mennyiséget az adott A érték mellett végzett szimuldcioban a

?)—Z =k AUy k- Uy (I1.2.61)
egyenlet szerint szdmithatjuk ki. A k kitevd szokdsos vélasztdsa ilyen szamitdsokban k = 4 [65].
Erdemes megemliteni, hogy amennyiben referenciarendszernek az egymaéstél végteleniil tavol 16v6,
egymadssal nem kolcsonhaté molekuldkbdl ll6 idedlis gazt tekintjiik, azaz Ux =0, akkor az adott A
érték mellett végzett szimuldciéban szerepld Boltzmann-faktort a 7% =T/A" fiktiv hémérséklet

bevezetésével az

exp(-U(A)/ kgT) = exp(~Uy AX 1 kgT) = exp(~Uv /kgT") (11.2.62)

alakba irhatjuk. Mas szdval, az U(A) potencidllal T homérsékleten végzett szimuldcié technikailag

teljesen azonos a T~ fiktiv hémérsékleten a teljes Uy potencidllal végzett szimuldciéval [65].

11.2.7.2. A szabadenergia perturbdcio modszere

Az X és Y allapot kozotti szabadenergia-kiilonbséget most a

expl- fUy (™) )dr™
AA:AY_AX:_kBTan_Y:—kBTlnI p( ﬁ Y(_ )) r

0x Jexpl- UK (™) )ar™

_ _ N
:—kBTan xpl=fUy ) expl= fUx JexplBUx ) dr =~ kpT In(exp(-AUy ~Ux)), (11.2.63)

Jexp(-pUx)dr®

alakban irjuk fel [68], ahol az <...>x X indexii zardjel az X éallapotban végzett sokasagatlagolast jelenti.
Ilyenkor a szimuldciot az X dllapotban végezziik el — ekkor Ux értékét a szimuldcid sordn generalt
mintakonfiguraciokon egyszertien kiszamithatjuk —, majd a mintakonfiguraciokat Uy értékének
kiszamitdsahoz “transzformdljuk” az Y édllapotba, vagyis mindazon molekuldkat, melyek az X
allapotban szerepelnek, kicseréljiik a helyettiik az Y allapotban szereplé molekuldkra. (Ha tehét példaul

a piridin és a metilpiridin molekula hidrataciés szabadenergidjanak a kiilonbségét akarjuk kiszamitani,
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akkor a szimuldciét a piridin molekuldval végezzikk el, majd Uy kiszdmitdsdhoz a
mintakonfigurdciokban a piridin molekuldt metilpiridinre cseréljiik ki [69].) Annak a feltétele, hogy a
keresett szabadenergia-kiilonbséget kell6 pontossaggal becsiilhessiik ilymédon az, hogy legyenek olyan
mintakonfiguraciok, melyekben Uy értéke elegendden alacsony, és amelyek igy nem elhanyagolhat6
hozzdjarulast adnak a I1.2.63. egyenletben szerepld sokasiagitlaghoz. Ilyen konfigurdcidkat kelld
szamban azonban csak akkor taldlhatunk, ha az X és Y dllapotok egymashoz eléggé hasonldak.
Ellenkez6 esetben a szamitast tobb 1épésben kell elvégezni. Ehhez keresni kell egy X-hez kellden kozeli
1, egy 1-hez kelléen kozeli 2, ..., majd végiil egy Y-hoz kelléen kozeli N éllapotot, és az X allapoti
rendszert a paronként egymdashoz kellden kozeli koztes allapotok sokasagan keresztiil kell Y-ba

transzformalni [66]. A keresett szabadenergia-kiilonbséget ekkor a

o 20

N O Ox

} (I1.2.64)
egyenlet szerint szamithatjuk ki, ugy, hogy az egyenletben szerepld 0sszeg minden egyes tagjahoz
tartoz6 szabadenergia-kiilonbség értékét egy-egy kiilon szimuldcid sordn hatdrozzuk meg. (Meg kell
jegyezni, hogy a szdmités elvégzéséhez sziikséges szimuldciok szdma a felére csokkenthetd, ha az i-
edik koztes allapotban végzett szimuldcié alapjan szamitjuk ki mind az (Ai - A;)), mind pedig az
(Aj - Aip) tag értékét [66].)

A koztes édllapotokat altaldban az X és Y éllapot kozotti linedris it mentén vélasztjuk ki, azaz egy
adott A értékkel jellemezhet6 koztes allapotban a potencialfiiggvény minden p paraméterét (pl. toltés,

Lennard-Jones paraméterek, kotéshossz, kotésszog...) a

p(A)=Apy +(1-2) px (I1.2.65)

egyenlettel hatdrozhatjuk meg. Végezetiil meg kell jegyezni, hogy a fentiek alapjén a termodinamikai
integralas tulajdonképpen megfelel egy végteleniil sok koztes allapoton keresztiil haladé szabadenergia-
perturbacionak, ahol a I1.2.64. egyenlet véges sok tagbdl allo Osszegét helyettesiti a 11.2.57. egyenlet

integralja.
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11.2.7.3. A Widom-féle tesztrészecske-beillesztési modszer

Egy adott részecske oldatbeli kémiai potencidlja a

0A
=| — 11.2.66
u ( N jV’T ( )

egyenlettel adhaté meg. Ha e mennyiség szdmitdsdhoz a szimuldlt rendszerben 1évé részecskék N
szamat eggyel megnoveljiik, azaz N — N+1 atmenetet végziink, akkor az egyenletiinkben szerepld
differencidlhdanyadost kiilonbségi hanyadossal kell kozeliteniink:

pi~ A =—kgT(InOy,y — IOy )=~ kBTln% : (I12.67)

N
ahol Qw1 és Oy az N+1 illetve N részecskébdl all6 rendszer allapotdsszege. Attérve a 11.2.29. egyenlet
szerinti skdlazott koordindtdkra, majd behelyettesitve a 11.2.9. és I1.2.36. egyenleteket 11.2.67. az
alabbiak szerint alakithat6 tovabb:

VN+1 N+1, N+l N
0 w5 g g o) PRV s s
p=AA=—kgTln QNH =—kgTIn = _
0 [exp(-pUN(s™) ds™
AN N
exp(— UN+1 SN+1 dSNdS
— kT I "B““J PR 131 L @2es)
AN +1) [exppUN ™) ds

A fenti kifejezés elso tagja az (NV+1)-edik részecske idedlis gaz allapothoz tartozo t4g kémiai potencidlja,
mig a masodik tag az ehhez képesti t&x tobblet kémiai potencidlt adja meg az oldatban. Paronként

additiv potencialt feltételezve az U™

(") energia két tagra, az eredeti N részecske teljes U™ (s™)
potencidlis energidjara, illetve az (N+1)-edik részecskének az egyes molekuldkkal valé N4

kolcsonhatdsi energiajarulékai 0sszegére, Unyi-re bonthato fel:
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UN N 20NN Y U = UN ™) UG - (11.2.69)

1

Ekkor az (N+1)-edik részecske idedlis gazhoz képesti tobblet kémiai potencidlja, és igy oldddasi

szabadenergidja az alabbi kifejezéssel adhaté meg:

J- Iexp(— :BUN (gN))exp(— BUNG (§N+l))d§N dsny
Hoy = A=—kpT In 24

[expl-pUN(s™))ds™
= —kpT [In(exp(= BU N ) dSnsy»  (12.70)

ahol az <....>N N indexii zar6jel N részecske melletti sokasagatlagolast jelol.

A Widom-féle tesztrészecske-beillesztési mddszer sordn tehét Gigy jarunk el, hogy a szimuldciét N
részecskével végezziik el, majd a szimul4cié sordn nyert mintakonfigurdcidk mindegyikébe beillesztjiik
az (N+1)-edik részecskét és kiszamitjuk annak a tobbi részecskével vald kolcsonhatasabol szarmazo
Un+1 energidjat. Az (N+1)-edik részecske oldddasi szabadenergidjat a I1.2.70. egyenlet szerinti
sokasdgdtlagolds elvégzésével kaphatjuk meg [70].

A fentiekbdl lathat6, hogy a Widom-féle tesztrészecske-beillesztési mddszer tulajdonképpen olyan
egy lépésben végrehajtott szabadenergia-perturbacidnak tekinthetd, melynek sordn a vizsgalt részecskét
idedlis gaz allapotbdl az oldatfazisba vissziik. A szabadenergia-perturbaciondl hasznalt koztes allapotok
hidny4bol addédd pontatlansdgot az a tény kompenzalhatja, hogy a tesztrészecskét ebben az esetben az
eredeti rendszer tetszoleges pontjaba beilleszthetjiik, és igy a I1.2.70. egyenlet nem csak (a szimuldcié
sordn megvaldsitott) sokasdgatlagoldst tartalmazza, hanem a szimuldlt rendszer egy-egy

mintakonfiguraciéjanak sok pontjdba végzett teszt-beillesztésre vonatkozé atlagolast is.

11.2.7.4. Az "umbrella sampling” modszere

Sok esetben meriil fel az a kérdés, hogy hogyan véltozik a rendszer szabadenergidja valamilyen &
inter- vagy intramolekuldris koordinata (pl. két részecske tdvolsdga, torzids szog...) mentén. A
szabadenergidnak a ¢ koordindta mentén torténd viéltozdsat leiré A(E) fiiggvényt az dtlagerd

potencidljanak nevezziik. Az dtlageré potencidlja a rendszer mikroéllapotainak a & koordindta menti P
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megvaldsulasi valosziniis€gébdl szamithato:

A(E)=-kgTIn P(£)+ C, (11.2.71)

ahol az A(¢) fiiggvény értékét P(¢) csak a C konstans erejéig hatdrozza meg. Szimuldciokbdl dltaldban a
P(& fiiggvény kozvetlenil meghatdarozhaté az adott & értékekhez tartozé egyensilyi
mintakonfigurdcidk szamébdl. El6fordulhat azonban, hogy adott & értékeknél a P valdszinliség olyan
kicsi, hogy a P(¢) fiiggvényt csak nagy pontatlansdggal, vagy egyiltalin nem tudjuk meghatérozni.
Tlyenkor A(&) kiszamitdsa érdekében a haszndlt U(™) potencidlfiiggvényt egy alkalmasan valasztott

W(&) torzité potenciéllal megvaltoztatjuk:

U™, H=u0N) +w(é), (11.2.72)

gy, hogy az U (") torzitott potencidl haszndlatival a kis valGsziniiségli & tartomanyok is kell6
gyakorisaggal keriiljenek a mintdba [71].
Leggyakrabban az umbrella sampling eljards harmonikus véltozata [72] haszndlatos. Ekkor a W(¢)

torzit6 potencialt

W)=k, (E-&) (I12.73)

alakban frjuk fel, megnovelve a & koriili dllapotok mintdba keriilésének a valdszinliségét. Adaptiv
umbrella sampling [73] esetén a W(&) torzité potencidlt gy valasztjuk meg, hogy a P(¢&)
valGsziniiségeloszldas minél egyenletesebb legyen — ilyenkor a megfeleld W(&) torzité fiiggvényt
iterdcidval hatdrozhatjuk meg, ahol egy-egy iteracios 1épés egy-egy szimuldciot jelent a megfeleld W(E)
probafiiggvénnyel.

Ha a szimuldciét a W(&) torzité potencidl segitségével végezziik el, akkor a szimuldci6 a sziikséges
P(&) val6szinliségeloszlds helyett csak a torzitott Pw(¢&) valdszinliségeloszldst szolgaltatja. Ebbdl az

atlagerd potencidljat az
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A ™) exp(+BW (£))exp(~BU (r™ ) exp(=pW (&) dr™
(A exp(+BW (), [exp(=BU (™) exp(-pW (&)dr™
(ExpEBW @)y, [exp(+BW (€D exp(-BU ™) exp(-pW (&) dr™
[exp(=BU (™) exp(-pW (&)dr™

(A)&) =

_JAG. ) exp-pU ) dr™
o Jexp-puc™dar®

(IL.2.74)

egyenlet alapjan tudjuk kiszamitani [73].
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