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1. Témavalasztas

Az Einstein-elméletben a feketelyukakkal kapcsolatos tudasunk igen nagy hanyada a szta-
tikus Schwarzschild-téridéhoz, illetve ennek forgd altalanositdsahoz, a stacionérius és
tengelyszimmetrikus Kerr-téridéhoz kapcsolhatd. Ezekhez kapcsolodnak a  feketelyuk-
egyértelmiségi bizonyitasok is. Az Israel és Carter altal a 60’-as évek végén megkezdett
vizsgalatok megmutattak, hogy az FEinstein-elméletben béarmely stacionérius, aszimp-
totikusan sik, vakuum feketelyuk kiils6 kommunikacioés tartoménya, valamely a Kerr-
téridGosztalyhoz tartozo feketelyuk-téridé megfelels részével izometrikus. Az anyagmen-
tes esetre vonatkozo eredményeket hamarosan a stacionarius elektrovikuum feketelyuk-
téridsk vizsgalata kovette. Robinson, Mazur és Bunting munkaja nyoméan a 80’-as évek
kozepére sziiletett meg az az eredmény, melynek értelmében a stacionarius, aszimptoti-
kusan sik, elektrovakuum feketelyukak sziikségképpen a Kerr-Newman-téridGosztalyhoz
tartoznak.

A stacionarius feketelyukak geometriajanak egyértelmiiségére vonatkozo eredmények
mellett a hetvenes évek elején kibontakozo feketelyuk-(termo)dinamika, valamint a
gorbiilt hattéren végzett kvantumtérelméleti vizsgilatok — az utdbbiak tették lehetéve,
hogy a feketelyuk-dinamika klasszikus torvényeiben megjelend hémérséklet-paraméter, a
Hawking-sugarzas termikus jellegét felhasznalva, valodi termodinamikai alapot kaphasson
— sikereinek koszonhetGen méra a feketelyuk-fizika az Finstein-elmélet onallo szaktertile-
tévé valt.

A feketelyuk-fizika kialakulasédban is vezetd szerepet jatszott Hawking és Penrose, akik
a gravitacios Osszeomlasi folyamatok soran kialalkulé téridé-szingularitasok vizsgélata
kapcsan szamos olyan fogalmat — példaul a csapdazott feliilet, esemény- és latszola-
gos horizont, vagy kiils6 kommunikacios tartomany — vezettek be, illetve olyan altalanos,
a dinamikai esetet is érint6 eredményeket értek el — ilyenek példaul Penrose kozmikus cen-
zor hipotéziseinek a feketelyukak végallapotéat érinté vonatkozasai, Hawking feketelyuk-
topologiai és feketelyuk-merevségi tételei, vagy a feketelyuk-termodinamika klasszikus
torvényei —, melyek azota is alapvets szerepet jatszanak.

A 70-es és 80’-as évek soran elvégzett dinamikai vizsgalatok — melyeket az utobbi
években végzett nemlinearis dinamikai vizsgalatok is megerdsitenek — az mutattak, hogy
amikor a feketelyukba hull6 anyagnak nincs szédmottevd utanpotlasa, akkor a gravita-
cios Osszeomlas soran kialakulo feketelyuk nagyon gyorsan a stacionarius végallapotra
jellemz6 tulajdonsagokat mutat. Ennek megfelelGen a stacionarius feketelyukakra vonat-
kozé vizsgalatok eredményei nemcsak a feketelyukak végallapotdanak meghatéarozasa, de a
nem extrém dinamikai esetek leirasa szempontjabol is fontosak.

Jelen dolgozat egyrészt a feketelyuk egyértelmtiségi tételek, masrészt a napjainkban
egyre intenzivebben kutatott nemlinearis dinamikai folyamatok feketelyukakhoz kapcso-

16d6 azon részteriileteinek bemutatéasara torekszik, amelyek kutatdsaban magam is akti-



van vettem részt. Azon vizsgalataim, melyek annak kideritésére iranyultak, hogy altaléa-
nos esetben egy stacionarius feketelyuknak sziikségképpen kettéhasadé Killing-horizonttal
kell-e rendelkeznie, vagy sem, nemcsak a feketelyuk-egyértelmiiségi tételek szempontjabol,

de a gorbiilt hattéren végzett kvantumtérelméleti vizsgalatok szempontjabol is fontosak.

2. Tudomanyos célkittizések

Kutatasaim kezdetben f6ként a gravitacids Gsszeomlasi folyamat soran kialakulo fekete-
lyukak lehetséges végallapotainak részletes tanulmanyozaséra, illetve a feltart torvény-
szerliségek magasabb dimenzios elméletekben vagy az Einstein-elmélettsl esetleg eltérd
gravitacios elméletekben torténd alkalmazhatosaganak felderitésére irdnyultak.

Erdemes kiemelni, hogy a dolgozat elsé felében bemutatott eredmények egyik legfon-
tosabb kovetkezménye az, hogy igazoljak azt a korabban csak ésszertinek ting feltételezés-
ként hasznalt allitast, miszerint amikor az altalanositott dominéns energiafeltétel teljesiil,
a gravitacios Osszeomlési folyamat végéallapotat megjeleniteni hivatott stacionarius feke-
telyuk térid6k eseményhorizontja — nemcsak a négydimenzios Einstein-elméletben, de a
gravitacié tetszéleges magasabb dimenzios geometrizalt elméletében is — olyan Killing-
horizont, amely vagy kettéhasado, vagy pedig a hozza tartozo feliileti gravitacid azonosan
zérus, azaz a feketelyuk degeneralt.

A dolgozat utolsod fejezetében bemutatott eredmények a megkezdett altaldanos anali-
tikus és numerikus dinamikai vizsgalataim matematikai hatterének elGkészitéséhez kap-
csolodnak. Meglepd, de a kettd kodimenzidval rendelkezd szigortian stabil feliiletek négy-
dimenzios Einstein-elméleten beliili kitlintetettsége is csak Hawking feketelyuk-topologiai
tételének magasabb dimenzios és altaldnos elméletekben is érvényes alakjanak bizonyitasa
kozben valt nyilvanvalova.

A dolgozat megirasa kdzben az is fontos szempont volt, hogy az érdeklédé olvasd be-
pillantast nyerhessen abba, hogy milyen mértékben tekintheték az elséként az Einstein-
elméletben testet 6lt6 feketelyuk-fizika torvényszertiségei a magasabb dimenzios-, és eset-
leg az Einstein-elmélettsl 1ényegesen eltérd elméletekben is érvényesnek.

3. Az alkalmazott kutatasi modszerek

A dolgozatban bemutatott eredmények szarmaztatasa, illetve bizonyitasa az altalanos
relativitaselméletben alkalmazott technikai eszkozok széles skalajat igényli. Ezek ko-
zil a legfontosabbak a differenciadlgeometria, differencialtopologia, a Newman-Penrose-
formalizmus és a parcialis differencidlegyenletek elmélete, de egyre fontosabb szerepet
kapnak a hiperbolikus fejl6dési egyenletekre vonatkozo kezdéértékproblémék gy, mint a
szokasos Cauchy-probléma vagy a karakterisztikus kezd&értékprobléma.



Az Einstein-elmélethez hasonloan, a gravitacié 6sszes geometrizalt elméletében sokszor
még a legegyszertibbnek t1ing alapfogalmak bevezetése is sok technikai el6készitést igényel.
Jo példa erre az, hogy mar a téridének — az dsszes elvileg megfigyelhet§ klasszikus fizikai
események Osszességének — az elméleten beliili megjelenitése is a differencialhato sokasagok
és az azokon értelmezett Lorentz-szignaturaju metrikdk fogalméara, valamint ilyen péarok
izometria-transzforméciok altal indukalt ekvivalencia-osztalyaira épiil.

Ugyanakkor a dolgozatban alkalmazott geometriai leirds azt is lehet6vé tette, hogy
az anyagmezdkre legtobb esetben csak mint az alapsokasagon értelmezett absztrakt ten-
zormezGOkre hivatkozzunk. Az egyetlen megszoritas, melyet ezekben az esetekben felhasz-
naltam, az az altalanositott dominans energiafeltétel volt, mely akkor is értelmezhetd, ha
esetleg anyagmezdk egyéltalan nincsenek jelen a téridében, vagy az Einstein-egyenletektl
lényegesen eltéré modon — példaul ahogyan az a string- vagy a brane-elméletben torténik
— kapcsolodnak a geometridhoz.

Lényegében mindegyik fejezetben hasznaltam valamilyen Gauss-féle fényszerd koordi-
natarendszert, mely barmely elegendGen sima, fényszert hiperfeliilet nyilt kdrnyezetében
egy geometriai eljarassal megkonstrualhato. A geometriai meghatérozottsagnak koszon-
hetGen ezekben a rendszerekben kényelmesen kezelhetévé valik az elmélet diffeomorfizmus-
invarianciaja, és igy tobb lokalis differencidlgeometriai vizsgélat is konnyen elvégezhetd.

Vizsgalatainkban kozponti szerepet jatszik a Penrose altal bevezetett csapdazott felii-
let fogalma, amelynek felhasznélasa nélkiil, az altalanos dinamikai esetben, még a feke-
telyuk fogalmanak meghatarozasa is elképzelhetetlen. Csapdazott feliiletek a dinamikai
folyamat soran akkor jelennek meg, amikor a tér valamely véges kiterjedést, lokalizalt
részében, az ott Osszegyiilsé anyag hatasara a gravitdcié mér olyannyira erds, hogy még a
feliiletr6l merélegesen kifelé inditott fényjelekhez tartozo hullamfrontok felszine is csokken,
de legalabbis nem ndvekszik a kibocsatas pillanataban.

A dolgozat els6 része a feketelyuk-téridsk kiterjesztésére iranyulé eredményeket mu-
tatja be. Mivel egy téridén a lehetséges események Osszességét értjiik, mar énmagaban
is érdekes az a koncepcionalis kérdés, hogy mit is kellene valamely térid6 kiterjesztésén
érteni. Ennek a dilemmaéanak egy egyszertinek ting feloldasa az, amikor egy téridét akkor
tekintiink kiterjeszthetének, amikor az izometrikus egy masik téridé valodi részhalmaza-
val.

A magasabb dimenzios, dinamikai feketelyuk-téridék vizsgalata soran kozponti sze-
repet jatszottak a ketté kodimenzioval rendelkezd feliiletek topologiai invaridnsanak, az
ugynevezett Yamabe-invariansnak a vizsgalatara irdnyulé geometriai és topoldgiai mod-
szerek.

A dolgozatban bemutatott 0j eredmények szarmaztatiasa soran — két fejezettdl el-
tekintve — konkrét téregyenleteket nem alkalmaztam, ezért azok a gravitacio barmely
lehetséges geometrizalt elméletében érvényesek. Hasonloan, az ismertetett eredmények
nemcsak négy-, de lényegében véve tetszéleges dimenzioju téridék esetén alkalmazhatok.



4.
(1)

Uj tudoméanyos eredmények

Megvizsgaltuk [1] azon stacionarius feketelyuk-téridék lokalis kiterjeszthet&ségét,
amelyekben a feketelyuk jové eseményhorizontjat egy olyan N Killing-horizont je-
leniti meg, melyhez talalhat6 olyan Y globalis szelés, hogy N az R x ¥ topologidval
rendelkezik. Megmutattuk, hogy amikor a feliileti gravitacié nem zérus és allando az
N horizonton, akkor annak valamely kornyezete kiterjeszthets gy, hogy a kiterjesz-
tett téridében N képe valodi részhalmaza lesz egy kettéhasado Killing-horizontnak.
Megmutattuk, hogy minden sztatikus vagy t — ¢ tiikrézési szimmetriaval rendelkezé
stacionarius és tengelyszimmetrikus téridében értelmezhets sztatikus, vagy stacio-
narius és tengelyszimmetrikus hiperfeliiletek sima, azaz C*>° moédon metszik egymast
a kettéhasadasi feliileten.

Megmutattam, hogy a stacionarius feketelyukak jové eseményhorizontjat megjele-
nit§ Killing-horizontokhoz tartozo feliileti gravitacio értéke sziikségképpen allando
a gravitacio barmely geometrizalt elméletében feltéve, hogy az altalanositott do-
minans energiafeltétel teljesiil. Specialisan a négydimenzios téridék esetén megmu-
tattuk [2], hogy a horizonttal kompatibilis Killing-vektormez6hoz tartozd orvény-
vektor eltiinése a feliileti gravitacio allandosédganak sziikséges és elégséges feltétele.
Amennyiben a feliileti gravitacié értéke nem nulla a Killing-horizont valamely
fényszert generatora mentén, akkor v nem lehet geodetikus értelemben teljes. Meg-
mutattuk [1], hogy egy ilyen inkomplett geodetikus a parhuzamosan elterjesztett
bézisokra nézve gorbiileti szingularitason végzddik, hacsak a feliileti gravitacio gra-
diense nem azonosan nulla v mentén.

Megvizsgaltuk [2] azon globalisan hiperbolikus, stacionarius feketelyuk-téridsk glo-
bélis kiterjeszthetéségét, amelyekben nem létezik fehérlyuk-tartomany, tovabba a
feketelyuk jové eseményhorizontjat egy A Killing-horizont jeleniti meg. Megmu-
tattuk, hogy amennyiben a feliileti gravitacié nem zérus és allando az N horizon-
ton, a térid6 globalis értelemben kiterjeszthets tgy, hogy N a kiterjesztés soran
egy kettéhasado Killing-horizont valodi részhalmazara képezddik le. Megmutattam,
hogy mindig megadhat6 olyan globdalis kiterjesztés is, amelyre az eredeti izometria-
csoporthatés kiterjed, tovabbé a kapott kiterjesztés a kettéhasadasi feliiletre vett
tengelyes tiikrozésre nézve is invarians. Megmutattuk, hogy minden sztatikus (és
igy t id6tiikrozési szimmetriaval rendelkezd), vagy olyan stacionarius és tengelyszim-
metrikus feketelyuk-téridében, amely a t — ¢ tiikrozési szimmetriaval is rendelkezik,
az eredeti feketelyuk-téridén értelmezett anyagmezdsk is kiterjeszthetGek a megna-
gyobbitott tériddre feltéve, hogy az anyagmezdk az eredeti téridében rendelkeznek

a téridé-geometria szimmetridival.



(4)

Megmutattuk [3|, hogy a négydimenzios, stacionarius, aszimptotikusan sik elekt-
rovakuum feketelyuk-téridékben a stacionarius Killing-vektormezd mellett mindig
létezik egy olyan mésik — az eseményhorizonttal kompatibilis — Killing-vektormezg,
mely sima esetben a feketelyuk-tartomanyban, analitikus esetben a kiils6 kommuni-
kacios tartomanyban is értelmezhetd, és amely altal indukélt izometria-transzformé-
ciokra nézve az eseményhorizont egy Killing-horizont, és amelyre nézve maga az
elektromégneses tér is invarians. Hawking feketelyuk-merevségi tételének tovabbi
altalanositasaként megmutattam [4], hogy nemcsak az elektrovakuum esetben, de az
Einstein-Klein-Gordon-, Einstein—Yang-Mills-dilaton- és az Einstein—Yang-Mills—
Higgs-rendszerek esetén is, a stacionarius Killing-vektormez6 mellett mindig létezik
egy olyan mésik, az eseményhorizonttal kompatibilis Killing-vektormezé is, amely-
hez tartozo izometria-transzforméciok hatésaval szemben az emlitett anyagmezdk is
invariansak.

Megvizsgaltam a kezdGérték-problémak és a téridé-szimmetriak kapcsolatat, és meg-
mutattam, hogy a gravitacié geometrizalt elméleteiben a gravitacié és anyag Osszes
olyan csatolt rendszerére, amelyben — esetleg csak egy hiperbolikus redukcié utan —
a téregyenletek els6rendt, szimmetrikus hiperbolikus fejlédési egyenletek alakjaban

irhatok fel, a kezd6adatok szimmetriai megérzédnek az evolucio soran [5,6].

A Newman-Penrose-formalizmus és a karakterisztikus kezdéértékprobléma eszkoz-
tarat felhasznalva megmutattam, hogy az Einstein-Maxwell-elméletben egyszerre
vizsgalhatok azok a négydimenzios deformalt stacionéarius feketelyuk-téridék, ame-
lyekben egy Killing-vektormezé és egy azzal kompatibilis kettéhasado, azaz nem-
degeneralt Killing-horizont taldlhato. Megmutattam, hogy a négydimenzios téridg
geometridja és az elektroméagneses tér is egyértelmtien meghatarozott — a C'™ eset-
ben a feketelyuk-tartomanyban, mig analitikus esetben az eseményhorizont kiils§
kommunikacios tartomény fel6li oldalédn is —, mihelyt a kétdimenzios kettéhasadési
feliilleten az ott indukalt metrika, az egyik komplex spin-egyiitthato, tovabba az
egyik komplex elektromagneses potencial adott [7].

Hawking feketelyuk-topologiai tételének, valamint Gibbons és Woolgar entropiami-
nimum létezésére vonatkozo eredményének magasabb dimenzios altalanositasainak
egy olyan 1j, egyszeru és fliggetlen bizonyitasat adtam, amely nemcsak a négy-,
vagy magasabb dimenziés Einstein-elméletben, de a gravitécid 6sszes geometrizalt
elméletében alkalmazhat6 [8]. Barmely (n > 4)-dimenzidji téridében nemcsak a
szigoruan stabil marginalis csapdafeliileteknek, de barmely szigortian stabil (n — 2)-
dimenzios feliiletnek is teljesen analog topologiai jellemzését adtam [9).
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