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cimd doktori értekezése kapcsan megfogalmazott kérdéseire

1. Az els6 kérdés:

,Ldt-e lehetdséget arra, hogy a 6. fejezet eredményei a tengelyszimmetria fogalmdnak
definicigjaban szerepld Osszes feltétel teljesiiléséig fejlddjenek tovabb?”

1.1. Valasz az elsd kérdésre:

A rovid valasz az, hogy igen.

Attol tartok, hogy jogos a kérdésben implicit médon megbijo kritika. Barmely té-
makorben az ott aktivan kutatok gyakran elkovetik azt a hibat, hogy legvégiil mindig
csak a sarkalatos probléma valamely matematikai értelemben ekvivalens megfogalma-
zésaval foglalkoznak. Igy torténhetett meg az, hogy a tengelyszimmetria létezésének
bizonyitasara hivatott 6.fejezet megirasa soran nem forditottam elegendd figyelmet
arra, hogy az ismertetett eredmények vonatkozo kovetkezményeit megfelels részle-
tességgel ismertessem. A kérdésre adott vélasz azonban egyszertien megadhato a
dolgozatban bemutatott eredmények felhasznalésaval.

Ahogyan azt a dolgozat bevezets részében is megfogalmazom, a 6. fejezetben
négydimenzids, stacionarius, aszimptotikusan sik elektrovakuum feketelyuk-téridéket
tekintiink. Feltéve, hogy a vizsgalt feketelyuk eseményhorizontja nem-degeneralt,
megmutatom, hogy a t%a stacionarius Killing-vektormez6 mellett mindig létezik egy
olyan mésik — az eseményhorizonttal kompatibilis — £* Killing-vektormezd, mely sima
esetben a feketelyuk-tartoményban, analitikus esetben a kiils6 kommunikécios tarto-
manyban is értelmezhets, és amely altal indukalt izometria-transzforméaciokra nézve
az eseményhorizont egy Killing-horizont, és amelynek hatéséval szemben maga az
elektromégneses tér is invarians |2, 3.

A kérdés lényegében arra vonatkozik, hogy az eseményhorizonttal kompatibilis
Killing-vektormez§ létezése — feltéve, hogy az kiilonbozik az aszimptotikusan stacio-
narius Killing-vektormez6tsl — valoban garantalja-e azt, hogy a kérdéses feketelyuk
tengelyszimmetrikus.



Az igenl§ vélasz bizonyitasdhoz az aldbbi érvelés révén juthatunk el. El&szor
is barmely két Killing-vektormezé allandé egytitthatokkal vett linearkombinacioja is

Killing-vektormezg, igy a
(pa — 0 _ @ (]_)

vektormez§ a térid§ izometria-transzformacioit hatarozza meg. Ezek utéan érdemes
felidézni, hogy — ahogyan azt a dolgozatom 6.3 alfejezetében megmutatom — a stacio-
narius feketelyuk-téridék A eseményhorizontja mindig az NV = ¥ X R szorzattopologi-
aval rendelkezik, tovabba a 6.3.1 allitas értelmében, amikor a fényszerti energiafeltétel
teljesiil — és ez mindig teljesiil a fejezetben vizsgélt vakuum, vagy elektrovakumm tér-
idékre — a t* Killing-vektormezdére nézve stacionarius feketelyuk-téridében a t* altal
meghatarozott ¢;-izometriacsoport egyrészt az N eseményhorizontot dnmagara ké-
pezi le, masrészt létezik egy olyan to > 0 szam ugy, hogy ¢, az N eseményhorizont
minden egyes fényszerii generatorat onmagéra képezi le. Az utobbi allitas bizonyi-
tasa gy tortént, hogy megmutattam, a ¢-izometriacsoportnak az N-en futo Killing-
palyak . terére vett ¢, visszahtizottja egy ¢; : . — . izometriacsoportot hatéroz
meg az .-en indukalt Riemann-féle metrikidra nézve. A bizonyitas hatralévs részé-
ben azt kihasznalva, hogy az . sokasig topologiailag S?, megmutattam, hogy ¢,-hez
létezik egy p® térszerd Killing-vektormezd .#-en, melynek Killing-palyai zartak. Ez
a ¢* vektormezd nem més, mint a keresett négydimenzios tengelyszimmetria elGképe,
melyet az N eseményhorizontot az . Killing-palyak terébe képezs m : N — .
leképezés segitségével visszahuzhatunk N-re, ahol p® az 6t meghatarozo eljaras, va-
lamint az N-en indukalt metrika degeneraltsaga folytan éppen a t* — k% kiilonbség
Killing-vektorral esik egybe.

Ezek utan, példaul a C* esetben a kezdGérték-problémék és térids-szimmetriak
kapcsolatat vizsgalo [4, 5| munkaimban talalhato eredmények felhasznéalasaval, meg-
mutathato, hogy a t* — k% kiilonbség vektor — a fentebbi megjegyzésiinknek és a
dolgozatom 6.6.2 tételében megfogalmazott feltételeknek megfelelGen — éppen a kere-
sett zart palydkkal rendelkezd tengelyszimmetriat meghatarozo Killing-vektormezd a
JHINTN % halmaz felett. A dolgozat 6.4 alfejezetében ismertetett érvelés segitségé-
vel az analitikus esetben is mutathato, hogy az N eseményhorizont egy elegendGen
kicsiny nyilt kdrnyezetében t* — k* a keresett tengelyszimmetriat adja.

Szeretném végiil megjegyezni, hogy amint az a k% eseményhorizonttal kompati-
bilis Killing-vektormez§ konstrukciojabol kévetkezik, a t* és k* Killing-vektormezdk
kommutalnak. Kovetkezésképpen a [t*, %] kommutator is zérus. Ezen tilmenden,
ahogyan az a dolgozatom 2.3 alfejezetében, a 2.3.3 definiciot kovets részben felidézett
eredményekbdl kovetkezik, a kérdéses elektrovakuum feketelyuk-téridék sziikségkép-
pen rendelkeznek a t — ¢ tiikkrozési szimmetriaval is.



2. A masodik kérdés:

, Mig Hawking feketelyuk-topologiai tételében az eseményhorizont eqy szelése szerepel,
addig e tétel dltaldnositdsdt célzo, Galloway és munkatdrsaitol szdrmazo, tételben eqy
térszerd hiperfeliileten levd margindlisan csapddzott felilet. Ldt-e lehetdséget arra,
hogy e két tétel kapcsolata pontosabban tisztdzodjon?”

2.1. Valasz a masodik kérdésre:

Valoban van egy latszolagos ellentmondéas abban, ahogyan Galloway és munkatar-
sail eredményét Hawking feketelyuk-tételének altalanositasaiként emlegetjiik. Ugyan
mindkét tétel az Einstein-elméletre vonatkozik, az altalanositasok azonban nemcsak
négydimenzidban érvényesek, igy ebben az vonatkozasban biztosan altalanosabbak
Hawking tételénél. A latszolagos kiilonbség valojaban onnan ered, hogy mig Hawking
a tételét olyan stacionarius feketelyuk-téridékre bizonyitotta, amelyek reguldrisan
megjosolhatoak — ezek eleget tesznek Penrose ,, gyenge Kozmikus Cenzor hipotézisének”
is — addig az altalanositasok a sz6 legszorosabb értelemében vett altalanos dinami-
kai feketelyukakra is érvényes formaban keriiltek megfogalmazasra. Igy a latszolagos
ellentmondés akkor is megmarad, ha figyelembe vessziik, hogy a Hawking-tételben
tekintett stacionarius feketelyuk-téridé eseményhorizontjanak szelései ugyanigy mar-
ginalisan csapdazott feliiletek, mint a Galloway-ék tételeiben szerepld latszolagos,
vagy dinamikus feketelyuk-horizont szelései.

Ahogyan azt a dolgozatom 2.2-es alfejezetében felidézem, Hawking azt is bebizo-
nyitotta [6, 7|, hogy minden aszimptotikusan megjosolhato téridében a csapdazott
feliileteknek az eseményhorizont mogott, a feketelyuk tartomanyban kell elhelyez-
kedniiik. Erdemes megjegyezni, hogy Hawking ezen eredményével dsszhangban, a
dinamikus feketelyuk-téridsk altalanos vizsgalataiban azt tapasztaljuk (lasd példaul
[8]), hogy a latszolagos, vagy dinamikai horizont aszimptotikusan sik esetben mindig
a feketelyuk-tartomany belsejében fut, és csak a dinamikai folyamatok lejatszodasa
utan, kozelit beliilrél az eseményhorizonthoz.

Mindezekbdl automatikusan adodik a Hawking és Galloway-ék tételeiben alkal-
mazott feltételek és a hasznélt bizonyitasok egyes részleteinek sziikségszert eltérése
is. Hawking azt mutatja meg, hogy amennyiben az eseményhorizont valamely sze-
feketelyuk-tartomany komplementerébe képezs olyan deformécio, amely eredménye-
ként egy olyan csapdazott feliilet jelenne meg a kiils6 kommunikacios tartomanyban,
amelynek létezését éppen Hawking fent emlitett altalanos tétele zarja ki.

Galloway és munkatarsai nem hasznalhattdk ezt az indirekt bizonyitast, mert a
fentebb emlitett példabol is latszik, hogy az altalanos esetben a térszert hiperfeliile-
ten fekvé marginalisan csapdazott feliilet deformaciojaval elGallitott feliilet nem kertil



1. dbra. Az abran egy numerikus szimulaci6 segitségével kovetett gombszimmetrikus (minden pont
egy gombot helyettesit) gravitacios 6sszeomlas soran kialakuld feketelyuk dinamikai horizontja (vas-
tag folytonos vonal), valamint a centrumban elhelyezkedd gorbiileti szingularitas (vastag szaggatott
vonal) lathato [8]. A dinamikai horizont aszimptotikusan kozelit az egyik kozel egyenes kifelé futod
fényszert geodetikushoz, mely lényegében a kialakulé feketelyuk eseményhorizontjanak is tekinthetd.

ki a feketelyuk-tartoméany belsejébdl. Eppen ezért vezetik be az altaluk alkalmazott
matematikai kerethez jobban illeszked?d , szigori értelemben vett stabilitdasi feltételt”,
mely lényegében azt biztositja, hogy a hasznalt térszert hiperfeliileten beliil mozogva
ne lehessen teljes egészében kifelé deformalni egy marginalis csapdafeliiletet tigy, hogy
az igy kapott feliilet jovs-értelemben csapdazott legyen. Mindezekbdl az is kovetke-
zik, hogy abban az esetben, ha Galloway-ék tételét stacionarius feketelyuk-téridékre
alkalmaznank, akkor a szigoru értelemben vett stabilitasi feltételt lecserélhetnénk a
Hawking altal hasznalt, aszimptotikusan megjosolhatéségra vonatkozo feltételre és
igy Hawking feketelyuk-topologiai tételének valoban egy szigora értelemben vett al-
talanositasahoz jutnank.

Godolls, 2011 majus 12.
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