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Bevezetés

Az utobbi években a félvezetGiparban tapasztalhato latvanyos technolodgiai fejlédés
révén mar el tudnak allitani néhany szdz nm méretd mintdkat. Az elektronok
mozgasat elére megtervezheté modon lehet korlatozni olyan kis méretii tartomanyokra,
amelyekben a mozgas kvantumos jellege alapvets szerepet kap. Az ilyen szerkezetek
elsallitasi modjat nanotechnologianak nevezik, az igy késziilt eszkozoket nanosz-
erkezeteknek vagy mezoszkopikus rendszereknek hiviak. Osszeillesztve példaul GaAs
és AlGaAs félvezetd rétegeket, a hatarfelilleten az elektronok mozgésa a hatér-
feliiletre mercleges irdanyban elhanyagolhatd a hatarfeliiletnél kialakult potencialvolgy
kovetkeztében. Ugyanakkor a hatarfelillet mentén az elektronok mozgasa szabadnak
tekinthetS. GaAs/AlGaAs heteroszerkezetben az elektronok effektiv tomege 0.067m, (a
szabadelektron-kozelités nagyon jol hasznalhatd). A heteroszerkezet hataran egy két-
dimenzios elektrongdz alakul ki. Fémekben a Fermi-energia tipikusan eV nagysagrend
és ennek megfelelden a Fermi-hullamhossz (a de-Broglie hullaimhossz) 1 A nagysag-
rendii. GaAs/AlGaAs heteroszerkezetben a Fermi-energia joval kisebb, 14 meV, és
igy a Fermi-hullamhossz elég nagy, kb. 400 A, azaz sok esetben 6sszemérhets a minta
méretével. Hasonl6an — az elektronok mozgéasat meghatarozé mésik fontos paraméter
— a szabad uthossz is nagyon nagy GaAs/AlGaAs-ben, tipikusan 100 — 1000 nm
kozott van. Negativan toltott kapuelektroddkat helyezve a heteroszerkezet tetejére, az
elektronok mozgasat tovabb korlatozhatjuk. Igy elérhets, hogy az elektronokat egy
sziik csatornaba vagy egy zart részbe tereljiik. Az elektronok szabadon, titkdzések
nélkiil mozoghatnak a mintaban, mas széval ballisztikus médon. Tovabba, a transzport
fdziskoherens, azaz kvantummechanikailag a rendszert leir6 hullamfiiggvény fazisa egy
a minta méretével Osszemérhetd tavolsagon, a faziskoherencia-hosszon (ez elérheti a
100 pm-t is) beliil nem ugrik. A kvantumos interferencidk hatarozzédk meg a rend-
szer vezetGképességét. Az elektronok transzportjat jellemzé ellenallas nem az ohmikus
diszipacio, hanem az elektronrendszert hatarold tartomany hatdran torténd szorodas
kovetkezménye. Az elektron-fonon és az elektron-elektron kolcsénhatas (mindkettd
er6sen hémeérséklet-fiiggs) miatt a faziskoherencia-hossz, és igy a kvantumos effek-
tusok szerepe csokken. Ezért a kisérleteket néhany K alatti homérsékleten végzik.
Azéta szamos 0j jelenséget sikeriilt felfedezni, megérteni. Ilyenek példaul az univerzalis
vezetGképesség fluktuécio, a gyenge lokalizacio, a kvantum Hall-effektus, a Coulomb-
blokad. Elénken kutatott rendszerek példaul a kvantum drotok és pontkontaktusok,
a kvantumpottyok, az egyelektronos tranzisztorok, a mezoszkopikus szuperracsok, az
alacsonydimenzios kaotikus biliardok. A mezoszkopikus rendszerek fizikajarol tobb
kiting m sziiletett [1-10].

Mara ezen a téren a kutatés f6 iranyvonala a még komplexebb rendszerek, az in. hib-
rid nanoszerkezetek felé, illetve a spintronikai eszkiozok, és az elmilt négy évben a grafén



felé fordult. A hibrid nanoszerkezetek kutatasi teriilete a mezoszkopikus rendszerek ko-
rabbi vizsgalatabol fejlédott ki. A hibrid nanoszerkezetek egyik példaja, amikor egy
mezoszkopikus normal vezetd mintat (N) szupravezetGvel (S) hozzunk kontaktusba. Az
ilyen hibrid normal-szupravezets (N-S) szerkezetek is faziskoherensnek tekinthetsk. A
mezoszkopikus rendszereknek és a szupravezetésnek, mint két egymastol tavoli teriilet-
nek a talalkozasa tapasztalhato.

Bizonyos félvezetékben a spin-palya kdlcsonhatés nem hanyagolhato el. A félvezets
nanoszerkezetek spinfiiggs jelenségeinek vizsgalata az utobbi id6k kiemelked§ kutatasi
teriiletévé valt. Ezt a kutatasi teriiletet gyakran spintronikdnak nevezik az irodalom-
ban. Nemrégen Datta-Das olyan térvezérlésii tranzisztort javasolt, melyben a spin-
palya kolcsonhatas erGssége egy kapufesziiltséggel egyszertien hangolhato, és igy az
elektronok toltésén kiviil a spinjiik is kontrollalhat6. Ezeket a tranzisztorokat gyakran
Datta-Das spintranzisztornak is nevezik.

2004-ben grafitbol sikeriilt egy, illetve néhany atomi réteget levalasztani és
transzport-méréseket végezni rajtuk. A grafit egy rétegét grafénnek nevezik az iro-
dalomban. A grafén iradnti nagy érdeklédést az valtotta ki, hogy grafénen végzett
mérések szerint a kvantum Hall-effektus alapvetGen eltér a hagyoményos, kétdimenzios
elektrongazban megfigyelt effektushoz képest, és rdadésul még szobahémérsékleten is
megfigyelhets. Kideriilt, hogy grafénben az elektronok dinamikaja egy zérus tomegi,
kétdimenzios Dirac-egyenlettel irhato le, és ezért gyakran ezeket az elektronokat Dirac-
fermionoknak is nevezik. Napjainkra ezek a kezdeti kisérleti és elméleti eredmények
oriasi érdeklgdést valtottak ki, és a kvantum Hall-effektus mellett szamos, csak a
kvantum-elektrodinamikdban ismert jelenséget josoltak meg, mint példidul a Klein-
paradoxont vagy a Zitterbewegungot. De a Dirac-egyenlettel jol leirhaté elektronok
transzportja is jelentGsen eltér a megszokott kétdimenzios elektrongaz transzportjatol.
A normaél-szupravezetd szerkezetek, a spintronikai rendszerek és a grafén fizikaja sok
hasonlésagot mutat, mivel mindketténél az elektronok dinamikajat leir6 Hamilton-
operator egy 2 x 2-es matrix.

Ebben a dolgozatban a fenti harom kvantumos rendszert fogjuk alaposabban tanul-
méanyozni. E révid bevezetd utan harom nagy fejezetben ismertetem a hibrid normaél-
szupravezetd szerkezetekkel, a spintronikai rendszerekkel, illetve a grafénnel kapcsolatos
kutatasi eredményeim egy részét. Mivel mara mar mind a hirom teriilet komoly ku-
tatasi teriiletté valt, fontosnak tartottam ezeknek egy részletesebb attekintését. A
dolgozat megirasanal, kiilondsen a bevezets részek kidolgozésanél fontos célomnak
tekintettem azt is, hogy azokat felhasznilhassam az egyetemi oktatédsban is. Ennek
megfelelGen, torekedtem egy bdséges irodalmi jegyzék Osszeallitasara, ami remélhetd-
leg hasznos lehet a fenti témak irant érdekl6dé kutatok szaméra is. Az egyes fejezetek
bevezets szakaszai utan, az elmilt tiz éves munkdmbol valogatva néhény fontosabb
eredményt ismertetek. Az egyes kutatési teriiletek latszolag elkiiloniils részei a fizika-
nak. A valogatéassal az volt a célom, hogy ravilagitsak a fenti harom fizikai rendszer
kozti finom kapcsolatokra.



1. fejezet

Normal-szupravezetd hibrid
rendszerek

1.1. Andreev-reflexi6

A normal strukturdkat szupravezetd elemekkel kiegészitve, az Andreev-reflexio
gazdagithatja a jelenségkort, és alapveté modon befolyasolja a rendszer transzport-
tulajdonsagait, ill. az energiaszintjeit. Az ilyen hibrid rendszerekben az Andreev-
reflexi6 sordan a normal fém (N) és a szupravezetd (S) hataran az elektron, melynek
energidja a Fermi-energidhoz képest kisebb a szupravezet§ gapjénél, lyukként reflek-
talodik vissza és a bejovs elektron irdnyaval ellentétes iranyba halad. Ez a tisztan
kvantummechanikai jelenség ellentétes az tn. normal-reflexioval, amikor az elektron
szemiklasszikusan tgy pattan vissza a hatarfeliiletrél, mint egy biliardgolyé a biliard
falarol. Az elmult 10 évben tortént jelentds technologiai fejlédés révén, ma mar kisérleti
modszerekkel jol tanulmanyozhato a jelenség, és szamos 14j jelenséget is felfedeztek.

Tekintettel arra, hogy a dolgozatban vizsgalt hibrid rendszerekben az Andreev-
reflexio alapvetGen meghatérozo folyamat, most megvizsgaljuk kozelebbrdl a jelenséget.
Ha egy normal fémhez szuparvezet6t csatolunk, a Fermi-energidknak a két tartomany-
ban azonosnak kell lennie. Az S oldalon az elektronok alapallapotban kotétt parokban,
an. Cooper-pdrokban vannak jelen. Igy az N oldalon két elektronnak és az S oldalon egy
Cooper-parnak a kémiai potencialja lesz azonos. Legyen a kotott Cooper-par energidja-
nak a fele A, azaz a kotési energia egy elektronra vonatkoztatva. A A mennyiséget
gyakran pdrpotencidlnak is nevezik az irodalomban. Tegyiik fel, hogy az N oldalrol
egy elektron érkezik az N-S hatarfeliiletre, melynek energidja kisebb a A energianal.
Az elektronnak nincs partnere, mellyel Cooper-part alkothatna az S oldalon, hiszen
energidja kisebb a Cooper-pér létrejottéhez. Az elektronnak vissza kell reflektalodni
a hatarrol. Ez a reflexié meglehetGsen kiilonés médon megy végbe. A jobb megértés
érdekében célszert kvazirészecske képben gondolkodni. Tegyiik fel, hogy az N-S hatar-
feliileten A értéke zérustol (az N oldalnak megfelelGen) valtozik az egyensilyi értékhez
a bulk szupravezetSben egy &. ~ hup/A koherenciahossz méreti tavolsagon beliil. A
kvazirészecske spektruma a szupravezet&ben

509 = m;j ) e
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és a kvazirészecskék csoportsebességét a

1 0E(k)
Ve T h ok
kifejezés adja. Az N oldalon A = 0 és a diszperzios relacio a kr = 2mEw/h
Fermi-hullamszém kérnyezetében E(k) = ‘@‘j —EF‘ alaki. Ha k < kg, akkor

a kvazirészecske csoportsebessége negativ lesz (k-val ellentétes iranyd). Ezeket a
kvazirészecskéket lyukszert allapotoknak nevezik. Az F(k) diszperzios gorbén ezekre
az allapotokra a meredekség negativ. Az E (k) diszperzionak ezt a részét lyukszert
agnak nevezik. Az elektronszerd dgon a kvézirészecske sebessége pozitiv, az allapot
elektronszerii. Az N-S hatarra érkezd A-nal kisebb energiaju k allapotu elektronszert
kvazirészecske visszareflektalodik az N-S hatarfeliiletrél. Ilyen reflexié soran az energia
megmarad. Megbecsiilhetjiik a 0p = hok kvaziimpulzus valtozast a reflexio soran. A
dp véltozas nagysagrendileg egyenls a dp/dt és annak a dt idének a szorzataval, ami
alatt a részecske a hatarfeliileti tartomanyon athalad, azaz 0t ~ £/vp. Ugyanakkor
dp/dt egyenl a részecskére hato erével, azaz —dV/dx ~ A/€ értékkel. Igy
1&A A

A
0k v 2= = = — fp— < kp.
hUF§ hUF F2EF < FF

Az utobbi egyenlétlenség abbol kovetkezik, hogy szupravezetSkben A/FEr < 1, tipiku-
san kisebb 0.01-nél. Ez azt jelenti, hogy a kvazirészecske impulzusanak valtozasa sokkal
kisebb magénal a kvaziimpulzusnal. De a reflexi6 utan az elektronnak visszafelé kell ha-
ladnia. Ezt a két feltételt csak egy modon lehet teljesiteni, nevezetesen ha a ,részecske”
atalakul ,antirészecskévé”, az N oldalrol bejévé elektronszeri kvazirészecske atmegy
lyukszerd allapotba, gerjesztésbe. Az energia és a kvaziimpulzus megmarad. Azon-
ban a kvazirészecske v, sebessége a bejove kvazirészecske vy, sebességével ellentétes
iranyu lesz a reflexi6 utan:

Viet = %ag—l((k) = _ [Vinelk = —Vine- (1.1)

|

Az energia és a kvaziimpulzus megmarad, de a sebesség elGjelet valt. Az ilyen reflexi6
alapvetGen eltér a normél reflexiotol, ahol csak a sebesség normél komponense vélt
elGjelet. Ezt a specidlis reflexiot Andreev-reflerionak nevezik [11].

Kérdés vajon megmarad-e a toltés? Természetesen, igen. A normal oldalrol érkezd
impulzusu) és Ep — E energiaju elektront és igy Cooper-part alkotva bemennek a
szupravezetGbe. Visszamarad egy ,antirészecske”, melynek impulzusa ellentétes a fel-
szedett elektron impulzusaval, azaz azonos iranyu az eredetileg bejové elektron im-
pulzusaval.

A forditott folyamat is megvalosulhat. Ha egy lyukszerd kvazirészecske érkezik az
N-S hatérfeliiletre, akkor egy elektroszert kvéazirészecske reflektalodik vissza a bejovs
részecske sebességével ellentétes iranyban. A gondosabb kvantummechanikai szamolé-
sok szerint az Andreev-reflexi soran a hullamfiiggvényben egy additiv ¢4 fazis 1ép fel®.
A fazisugras mind az elektronbol lyukszeri részecskébe valo reflexio, mind a forditott

'Ez az eredmény a késGbb ismertett (1.3) a Bogoliubov—de Gennes-egyenletbdl vezethetd le.
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1.1. ANDREEV-REFLEXIO

folyamat esetén:

E
¢4 = —arccos A (1.2)

ahol F a kvazirészecske energidja a Fermi-energiahoz viszonyitva. A késGbbiekben
latni fogjuk, hogy ez a fazisugras alapvetéen fontos a hibrid rendszerek energiaspek-
trumanak meghatarozasanal. Andreev eredeti munkajat kovetGen tobb konyv ismerteti
a jelenséget [12-14], és szamos Osszefoglald mi is késziilt a legajabb kutatési ered-
ményekrdl [6,15-17].

Az Andreev-reflexi6 miatt kialakul6 klasszikusan periodikus palyak a Bohr-
Sommerfeld kvantalas alapjan diszkrét energiaspektrumot eredményeznek. Vékony
fémlappal érintkez6 szupravezets rendszer energiaszintjeit els6ként de Gennes és Saint-
James tanulmanyoztak a ma mar hiressé valt rovid cikkiikben [18|. Ha a szupravezets
egy ballisztikus normal fémmel érintkezik, a rendszerben az elektronok szorddés nélkiil
mozoghatnak a normadl tartomanyban, a rendszert Andreev-bilidrdnak nevezik (lasd
az 1.1 abrat). Ilyen rendszereket intenziven tanulmanyoztik az elmult években [19-27].

—— elektron
---- lyuk

1.1. abra. Tetsz6leges alakt normél (N) tartoményban minden elektron és az Andreev-reflexio
utan visszafelé haladé lyuk egyiittesen periodikus palyat alkotnak.

A kotott allapotokat vizsgaltak S-N-S rendszerekben is [28-31]. Vizsgéltak az erds
magneses térben 1évG félvégtelen N tartomany és vele kontaktusban 1évé félvégtelen
szupravezetd rendszer egyiittesét is [32].

Az Andreev-reflexionak egy érdekes kovetkezménye példaul az, hogy ha egy
klasszikusan kaotikus biliardot (kétdimenzios elektrongéaz kaotikus tartoményba zarva)
szupravezetGvel vesziink korbe, akkor a rendszer integralhatova valik klasszikus szem-
pontbol. Minden trajektoéria periddikus lesz egy ,hiar” mentén. A részecske helyét
egyértelmiien meghatarozhatjuk a kezddéfeltétlek alapjan. Ha az N tartomany csak
egy részénél érintkezik a szupravezetGvel (lasd az 1.1 abrat), akkor csak azok a péa-
lyak valnak periodikussa, melyek elérik az N-S hatarfeliiletet. A késébbiekben ezeket
a rendszereket részletesebben is vizsgaljuk.

Az elmult két évtizedben a bilidrdoknak nevezett normal ballisztikus rendszerekben
a kvantumkdosz jelenséget élénken kutattak [33-35]. A 80-as évek egyik alapvets ku-
tatéasi kérdése volt, hogy egy biliard klasszikusan kaotikus jellege hogyan tiikrozédik a
kvantummechanikailag szamolt energiaszintek statisztikdajaban. Ezen teriilet kutatasi
eredményeit, problémait szeretnénk kiterjeszteni hibrid N-S rendszerekre. Az irodalmi
adatok szerint az N-S rendszerek ilyen szempontbol torténs vizsgalata még nem tortént
meg. Igy ezeknek a rendszereknek a vizsgilata ujabb kutatasi teriiletnek bizonyulhat



1. FEJEZET NORMAL-SZUPRAVEZETO HIBRID RENDSZEREK

a jovében. A bemutatott eredmények ennek a programnak a kezdeti 1épései. A dol-
gozat célja a numerikusan egzakt kvantummechanikai és szemiklasszikus szamolésok
Osszehasonlitasa kiilonb6z6 N-S rendszerekre.

Az N-S rendszer energiaszintjeit az un. Bogoliubov-de Gennes-egyenlettel [36] lehet
meghatarozni, mely a megfelel6 Schrédinger-egyenlet szupravezeté rendszerek esetén.
Lényegében ez az egyenlet az inhomogén szupravezetGk leirasara szolgdl. Az utobbi
kutatasaink szerint bizonyos N-S rendszerek allapotstiriiségében a normal tartomany
alakjatol fliggGen szingularitasok jelennek meg, vagy kialakulhat egy minigap. Felmeriil
a kérdés, hogy milyen feltételek mellett lesz szingularis az allapotstirtiség. Hogyan
alakulhat ki minigap? Hogyan fiigg az N-S rendszer energispektruma a méagneses tért61?
A feltett kérdésekre csak egy atfogo, sok féle N-S rendszerre kiterjed6 vizsgalattal lehet
valaszolni. E fejezet kovetkezd szakaszaiban ezekre a kérdésekre igyeksziink valaszolni.



1.2. KVANTUMMECHANIKAI LEIRAS

1.2. Kvantummechanikai leiras

A fejezet tovdbbi részében a |A1-Ad| cikkeinkben kozolt eredményeinket foglaljuk dssze.
Ebben a részben az 1.2 abran lathato N-S rendszereket vizsgaljuk kvantum-
mechanikailag. A rendszerre érvényes Bogoliubov—de Gennes-egyenlet a kévetkezd

alaku: i A
0 _
< A —H: )\II—E\I/, (1.3)

ahol U a két-komponenst hullamfiiggvény, és Hy = (p — eA)*/(2meg) + V — Ep. Az
E sajatenergiat a Fermi-energidhoz viszonyitva mérjiik, melyek értéke az S és N tar-
tomanyban Ep = Eés), EfTN) . Hasonléan az effektiv tomeg az S és N tartomanyban
Meg = Mg, mn. A x a komplex konjugélast jelenti. A A(r) parpotencial altalaban
lehet komplex mennyiség is. Ha a magneses tér nem zérus, akkor a komplex konjugalas
annak felel meg, hogy a magneses teret ellentétes iranytnak vessziik Hp-ban. Ebben a
fejezetben a magneses teret zérusnak vessziik (azaz A = 0). KésGbbiekben (lasd az 1.5.
fejezetet) vizsgaljuk az 1.2 b dbran lathato esetet a sikra merdleges kiils6 magneses tér
jelenlétében is.

(©)

@ g

1.2. dbra. A normaél (N) részhez csatolodik a szupravezets (S) tartomény. Az (a) és (b)
abrakon szeparalhatéo box és diszk elrendezés, a (c) abran integralhato, a (d) &bran un.
pszeudo-integralhato, mig az (e) abrén kaotikus N-S rendszer lathato.

A szupravezets helyfiiggd A(r) parpotencialjat a szokasos lépcssfiiggvénnyel
kozelitjiik, azaz értéke zérus az N részben és konstans Ay az S tartomanyban. A
kozelités jol alkalmazhato, ha & = hvp/Ag koherenciahossz sokkal kisebb az N tar-
toméany méreténél, ahol vp a Fermi-sebesség. Ebben az esetben megmutathato, hogy

7



1. FEJEZET NORMAL-SZUPRAVEZETO HIBRID RENDSZEREK

nincs sziikség az Onkonzisztens szamoléasra [37,38]. A Blonder, Tinkham és Klap-
wijk [39] altal elgszor hasznéalt modell alkalmazhaté (az irodalomban gyakran BTK
modellként hivatkoznak ra). Dirichlet hatarfeltételt (végtelen potencialfalat) tételez-
ziink fel az N tartomany hataran (kivéve az N-S részt). Tovabba az N-S hataron,
példaul oxidréteg miatt, jelenlévs potencidlgatat Dirac-delta potencidllal vessziik fi-
gyelembe, azaz V(r) = Uy [d(r — rys)d’rys, ahol ryg a hatarfeliilet helyvek-
tora. Az N-S rendszer E energiaszintjei a Bogoliubov—de Gennes-egyenlet pozitiv
sajatértékei. Ebben a dolgozatban csak a szupravezets gap alatti spektrumot vizs-
galjuk: 0 < F < Ag. A gap folotti energidk esetén, az Andreev-reflexio valdszintisége
joval kisebb a gap alatti energidkhoz viszonyitva.

A U hullaimfiiggvényt a két tartomanyban egy alkalmas béazisban fejtjiik ki. A
megfelel§ linearkombinécitos-egyiitthatokat az N-S hataron érvényes hatarfeltételbdl
szamolhatjuk ki [40]:

(N) — g®
T (r) - U™ (r) " (1.4a)
m 2m
n - grad |¥W(r) — m—z\IJ(S)(r)] L= hQN U0 (r) " (1.4b)

ahol UM 65 W) a7 N-S tartomanyban a hullamfiiggvény és n a hatarfeliiletre mersleges
egységvektor. Erdemes megjegyezni, hogy az (1.4)-nek a mésodik egyenlétben a
hullamfiiggvények derivaltjai (pontosabban a hatérfeliiletre meréleges irdnyu gradi-
ensek) az N-S hataron lévs Dirac-delta potencialgat miatt nem azonosak. Az egyenlet
az egykomponensi Schrédinger-egyenlet esetében, a jol ismert feltétel altalanositdsanak
tekinthetd.

A tovabbiakban az 1.2 dbran lathatd N-S rendszereket kiilon-kiilon vizsgaljuk. A
box és diszk geometridk esetében (az 1.2 a és b abrak) a W hullamfiiggvény szeparal-
hato, és végiil egy un. egydimenziés Bogoliubov—de Gennes-egyenletet kapunk. Igy a
szamolasok jelentGsen egyszertisithet6k. Ugyanakkor az 1.2 c-e abraknak megfelel§ N-S
rendszereknél nem szeparalhatd a hullamfiiggvény. Ekkor a szekularis egyenlet joval
bonyolultabb, mint az késébb lathato.

1.2.1. Szeparalhaté rendszerek

Az (1.4) hatarfeltételek kielégitése egy szekularis egyenletre vezet. A szamolasok rész-
letei megtalalhatok az [A1] cikkiinkben. Box geometria esetén a szekuléris egyenlet:

Im {’ye <Z - i@qgﬁ) + k9 cot kfg)d) (Z + i@qg‘) + kW cot kgpd) } =0, (1.5)
mg mg

ahol k\(E), kM(E) és ¢ (E), ¢ (E) az elektron /lyuk hullimszémvektorok az N és
az S tartomanyban (lasd [Al]). Z = (2mx/h?) Uy a normalizélt potencialgat és 7. egy
komplex fazisfaktor, az (1.2) egyenletben felirt ¢4 fazisugrassal kapcsolatos:

, E +iy\/AZ — E2
— ¢"i%a — T 0 . (1.6)

Ao

Ve



1.2. KVANTUMMECHANIKAI LEIRAS

Az Im{.} az imaginarius részt jeloli.

Hasonloan kiszamithat6 a szekularis egyenlet diszk esetén (a részletek [Al]
cikkiinkben talalhato):
Im {.D{; (E)D{Y(E)} =0, (1.7a)

ahol DY (E) = [Dfﬁ)(—E)r és

DOE) Ton(keRs) — -G, (ke Rs) (0o Rs)
s ke [ (e Rs) — 220B9y7 (k. Rs)| - 7 (0o Bs) + 224, T, (0 Rs)

(1.7b)
A fenti determinansban J,,,(x) és Y,,,(x) a Bessel és Neumann fiiggvények, és a vesszd
az argumentum szerinti derivaltat jeldli.

1.2.2. Nem szeparalhat6 rendszerek

A U hullamfiiggvény nem szeparalhato. A szekularis egyenlet a kovetkezs alakban
adhato meg (lasd [A2-A4| cikkeinket):

det (Im{%De(E)Dh(E)}> —0, (1.82)

ahol az egyes M x M méretd matrixok:

D.(E) = Q(E)+K(E)G(E), (1.8b)
Du(E) = [Q(-B)— K(-E)G*"(—E)] ", (1.8¢)
G(E) = [1—Sy(E)][1+ So(E) ™" (1.8d)

Itt M az M = kpW/n egész része, azaz M = [M] = [kgW/n] a nyitott csatornak
szama a szupravezetd tartomanyban, ) and K diagonalis matrixok, melyek matrix-

elemei Qun(E) = 6nm Gn(E) 68 K (E) = Onm kn(E), ahol kn(E) = kpy/1+ £ — £

2_ 12
és qn(E) = kp\/ 1 +i—”AE°FE — 22 a7 elektronok tranzverzalis hullamszamvektorai

M2

az N és S tartomanyokban. Végiil So(E) a normal rendszer M x M méretii szoras-
matrixa a szupravezeté nélkiill. Az Sp(E) szorasmatrix csak a normal rendszertdl,
lehetséges. A szamolas soran feltettiik, hogy a Fermi-energidk és az effektiv tomegek
azonosak az N és S részben.

A numerikus eredményeket az 1.4 fejezetben mutatjuk be. A kovetkezs részben
ismertetjiik a szemiklasszikus leirést, mely lehetGséget nytjt a kvantumos eredmények
értelmezésére.



1. FEJEZET NORMAL-SZUPRAVEZETO HIBRID RENDSZEREK

1.3. Szemiklasszikus leiras

A kisérletileg egyik legfontosabb mennyiség az energiaszintek allapotstiriisége. Ha
egy zart rendszerhez kontaktusokat kapcsolunk, a kapott rendszer vezetGképessége az
alaguthatas kovetkeztében aranyos az allapotsirtséggel. Igy az allapotstirtség alapvets
fizikai mennyiség a transzport-tulajdonsagok szempontjabol.

Adott E energia alatt 1évs allapotok szama N(E) = ) O(E — E,), ahol O(z) a
Heaviside-fiiggvény. N(FE)-t gyakran lépcsofiiggvénynek nevezik, és altaldban egy fluk-
tualé mennyiség. A fluktuacio egy N(F) ,sima” fiiggvény koriil torténik. Az allapot-
stirtiseg N (F) derivaltja: o(F) = dN(FE)/dE. Koézismert, hogy kétdimenzios szabad
elektrongaz allapotsirtsége konstans. A sima N(E) rész a statisztikus fizikabol ismert
Weyl-formula [41] (tovabbi részletek talalhatok [42—48] miivekben) alapjan hatarozhato
meg szemiklasszikus kozelitésben:

N(E) = — / d*p d*r O(FE — Hu(p,r)), (1.9)
Hcl(pvr)SE

ahol Hg(p,r) a klasszikus Hamilton-fiiggvény. Az N-S rendszerekben az Andreev-
allapotok energiaszintjeire £ < A, igy nem lehet definialni a klasszikus Hamilton-
fliggvényt. Més eljaras sziikséges. A tovabbiakban ezt ismertetjiik.

Ha az elektron az N-S hatéarr6l indulva és az N tartomanyban a falakon vald
tobszOoros pattanas utan visszatér az N-S hatérfeliiletre, akkor az Andreev-reflexio
kovetkeztében egy lyuk verddik vissza, mely ellentétes iranyban visszafelé ugyanazt
az utat jarja be, mint az elektron. Ezutan a folyamat ismétlgdik. A fenti folyamat
egy teljes periodus. Lathato, hogy barmilyen palyan is halad kezdetben az elektron
a folyamat mindig periddikus. Minden pélya egy-egy periddikus palydnak felel meg.
A Bohr-Sommerfeld kvantalas szerint a periddikus palyakhoz egy-egy kvantélt ener-
giaszint feleltethetd meg. Az (Er + E) energiaju elektron hullamfiiggvényének a fazisa
s ut megtétele utan (Ep + F)s/(hvg) értékkel valtozik meg, mig az (Er — F) energiaju
lyuk esetén a valtozas —(Ep — E)s/(hvp) (a negativ elGjel amiatt van, hogy a lyuk im-
pulzusa és elmozdulasa ellentétes iranyt). Korabban lattuk, hogy az Andreev-reflexio
soran fellep egy ¢4 fazisugras is (lasd az 1.2-t). Ezért egy periddikus palya soran a két
Andreev-reflexié miatt 2¢4 = —2arc cos (E/A) tovabbi fazisvaltozas adodik a hullam-
fliggvény fazisahoz. A teljes fazis megvaltozasa kvantalt energiszint esetén 27 egész

E

szami tdbbszordse, azaz (Ey + E)s/(hvr) — (Er — E)s/(hvp) — 2arccos 1~ = 2mn,

ahol n egész szam. Innen az allapotsiriség meghatarozhato és a kdvetkez6 eredményt

kaptuk:
- E E
+ Zé(:w—F—(nw+arccosA—o>>,

hvp /A3 — E?| = o)
1.10

P(s) annak a valosziniiségsiirtisége, hogy a részecske az N-S hatarfeliiletrsl indulva,
s Ut megtétele utan visszatér az N-S hatarfelillet valamely pontjara, és M a nyi-
tott csatornak szama az S tartomanyban. Az egyszertiség kedvéért P(s)-t visszatérési
valiiszintiségnek nevezziik.

S 1

o(E) = M /0 s P(s)

Az N(FE) lépcsofiiggvény az allapotsiirtiség integralasaval kaphaté meg, azaz

10



1.3. SZEMIKLASSZIKUS LEIRAS

N(FE) = fOE o(E") dE". Felhasznalva az (1.10) egyenletet a kovetkezot kapjuk:

N(E) = Mf:{l—F[sn(E)]}, ahol (1.11a)
n7r+alrccos£
su(B) = ( E/Ag AO) S0 (1.11b)

F(s) = /OS P(s")ds', (1.11c)

és & a koherenciahossz a szupravezetSben (lasd az 1.2 szakaszt). F(s) az integralis
eloszlasfiiggvénye a P(s) visszatérési valoszintiségnek. P(s)-t normaltnak tekintjiik,
azaz F(0co) = 1. Altalaban nem szabdlyos alaki normal tartomany esetén P(s) csak
numerikusan (pl. Monte Carlo modszerrel) hatarozhaté meg. Box és diszk geometridji
N-S rendszerek esetén sikeriilt analitikus formulat levezetni P(s)-re. Az eredményeket
az 1.4.1 szakaszban ismertetjiik. Az 1.4.2 - 1.4.4 részekben mutatunk példat a vissza-
térési valosziniiség és az allapotstiriiség szamitasara bonyolultabb esetekben.

Fontos megjegyezni, hogy az allapotsiirtiség szemiklasszikus alakjat tobben is le-
vezették az ' — 0 hataresetben [20-22,24-26]. Ebben az esetben az Andreev reflexi6
miatt felleps fazisugras ¢4 ~ —m/2-vel kozelithetd, és ekkor az (1.10) allapotstirtiség-
ben a szogletes zarojelben 1év6 masodik tag hianyzik. Az allapotsiirtiség és a (1.11a)
lépcsotiiggvény levezetésénél figyelembe vettiik, hogy a ¢4 fazisugras fiigg az E ener-
giatol, és igy a szemiklasszikus eredményeink nem csak az &£ — 0 hataresetben, hanem
a bulk Ay gap alatti teljes energiatartomanyban hasznélhatok. A kovetkezd részekben
néhany eredményt mutatunk be az 1.2 abrédkon lathatd N-S rendszerekre. Latni fogjuk,
hogy a szemiklasszikus szamolas minden esetben jol egyezik a numerikusan egzakt
kvantumos eredményekkel. Ez alapvetGen annak kodszonhetd, hogy szemiklasszikus
kozelitésben figyelembe vettiik a fazisugras energiafiiggését.

11
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1.4. Eredmények

1.4.1. Szeparalhat6é rendszerek

Ebben a részben az 1.2 a és b abrakon lathato box és diszk geometridju N-S rend-
szerek energiaszintjeit vizsgaljuk. A P(s) visszatérési valoszintiség szamitasahoz cél-
szerii az (1.5) és az (1.7) szekularis egyenletekbdl kiindulni. A részletek megtalalhatok
a [A1] cikkben, itt csak az eredményt kozoljiik:

P(s) = 4;‘22@(8—2@, (1.12)
/1= (%)

box alaki rendszerre, mig diszk geometriara

P(s) = —1 Smax — 5 O (S — 5)O(s — swin),  (1.13)
AP B sk — S — St "““’ |

ahol syin = 2(Rn — Rs) 68 Smax = 24/ R% — R2. Konnyen kiszamithatjuk az F(s)
integralis eloszlasfiiggvényt is:

V1 —4d?/s?, s> 2d, boxra,
&=\ e (1.14)
45 Rs g

Smin S S S Smax> diszkre.

Box esetén a kvantummechanikailag egzaktnak tekinthets energiaszinteket az (1.5)
egyenlet numerikus megoldasaval kaphatjuk. Az N(E) lépesofiiggvényt az (1.11) egyen-
letb6l (1.12) felhasznalasaval szamithatjuk ki. A kvantumos szamolas és a szemi-
klasszikus kozelitéssel kapott 1épcséfiiggvények az 1.3 abran lathatok.

800

—— Exact N(g)
——- BSN(g)

600

N(e)

400

200

eln,
1.3. abra. Az egzakt kvantummechanikai (folytonos vonal) és a szemiklasszikus (szaggatott

vonal) kozelitésbsl kapott N(E) és N(E) lépesofiiggvények a Ag szupravezets gappel nor-
malizalt energia fiiggvényében. A paraméterek: d/W = 3, kpW/m = 87.9 és Ag/Er = 0.02.
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Az abrabol kitiinik, hogy a szemiklasszikus kozelités jol egyezik az egzakt szamolas-
sal. Jol lathato az is az abran, hogy a lépcséfiiggvény derivaltja, azaz az allapotsiirtiség
egyenld tavolsagokra szingularis. A P(s) visszatérési valosziniiség (1.12) alakjabol vila-
gos, hogy az szingularis s = 2d-nél, és igy az (1.10) kifejezésébdl kovetkezik, hogy
a szemiklasszikus kozelitésbdl kapott &llapotstirtiség is szingularis. A szingularitasok
helyét az s,(E) = 2d egyenletbdl szamithatjuk ki, ahol s,(E) az (1.11b) kifejezés-
b6l nyerhets. Kis E-re arc COSA% ~ 7/2, és ekkor a szingularitasok helyét az alabbi
egyszert kifejezés adja:

~ +1/2
ESIHg) — (n / )7T 0, (115)
1 + Ssing/£0
olyan n egész szamokra, melyekre ESe) < Ay. A szingularitasok helye nagyon jol

egyezik a fenti képletbdl kaphato értékekkel. Fontos megjegyezni, hogy a fenti 6sszefiig-
gés az (1.11) egyenletekbdl vezethetd le, és igy altalanosan (nem csak box geometriara)
is érvényes. Itt emlitjiik meg, hogy a korabban de Gennes és Saint-James altal vizsgalt
véges vastagsagu normal film” és egy félvégtelen S rendszer [18| allapotstiriiségében 6k
is talaltak ilyen szingularitasokat. Ezek helye nagyon jol egyezik az (1.15) egyenletbél
kapott értékekkel.

Diszk geometria estén megmutattuk, hogy klasszikus szempontbol kétfajta allapo-
tot kiilonboztethetiink meg. Az tn. Andreev-allapotok esetén az elektron palyédja
iitkozik a szupravezetGvel és Andreev-reflexiot szenved. A masik esetben a palya nem
éri el az N-S hatarfeliiletet, ezeket suttogd palydknak (angolul whispering gallery modes)
nevezziik (1.4 abra). Az egzakt (1.7) kvantalasi feltételbsl a Bessel-fiiggvények Debye-

1.4. 4bra. Az (a) dbrén az Andreev-édllapototoknak, mig a (b) abrén a suttogé allapotoknak
megfelel§ klasszikus palyak lathatok.

kozelitésével [50] megmutattuk, hogy m > krRs esetén a kvantalasi feltétel nagyon jo
kozelitéssel megegyezik azzal a kvantlasi feltétellel, melyet abban az esetben kapunk,
ha az elektron energiaszintjeit egy Ry sugart tomor diszkben szamolnank (részleteket
illetGen lasd [A1]). Ezek az allapotok felelnek meg a suttogéd palyaknak szemiklasszikus
kozelitésben és az allapotstriiséghez egy konstans jarulékot adnak:

(keBx)* || _ 2 [ Bs 1_(&)2

i) o

. Rs
Pwgs = W . An + arcsin e . (1.16)

N

Andreev-éllapotok esetén szemiklasszikus kozelitésben a lépcséfiiggvényt ismét
az (1.11) egyenletbdl (1.13) felhasznalasaval szamithatjuk ki.

A kvantummechanikailag egzaktnak tekinthet§ energiaszinteket az (1.7) egyenlet
numerikus megoldésaval kaphatjuk. Az 1.5 dbra a kvantumos szamolas és a szemi-
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klasszikus kozelitéssel kapott 1épcsofiiggvényeket mutatja. Az abran lathato lépcsofiig-

3000
— ExactN(g) —— Exact N(g)
——- BSN(e) 1000 - ——- BSN(e)
2000 1 S
e =
= z
1000 +
0 . . . s o .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4
elb, el

1.5. abra. Az egzakt kvantummechanikai (folytonos vonal) és a szemiklasszikus (szaggatott
vonal) kozelitésbsl kapott N(E) és N(E) lépesofiiggvények a Ag szupravezetd gappel nor-
malizalt energia fiiggvényében. A bal odali dbra a teljes spektrumot mutatja, mig a jobb
oldali 4brén egy kinagyitott részlet lathaté. A paraméterek: Rs/Rn = 2/7, Ao/ Er = 0.05 és
krRs = 100. EKkor smin/&§o = 12.5.

gvény energia szerinti derivaltja, azaz az allapotstiriiség, energidban egyenls tavolsa-
gokra szingularis. Hasonloan a box geometriahoz, ennek oka, hogy az (1.13)-ben adott
P(s) visszatérési valosziniistiség szingularis s = sy-re. Felhasznélva a korabban kapott
(1.15) Osszefiiggést a szingularitasok helye nagyon jol egyezik az egzakt szamolasbol
kapott értékekkel.

1.4.2. Integralhaté rendszerek

Ratériink az 1.2 ¢ 4bran lathato N-S rendszerben a normal tartomany téglalap alak,
azaz klasszikusan integralhato rész. Felmeriil a kérdés, hogy a szupravezeté hozza-
csatolasaval hogyan modosul a hibrid rendszer energiaspektruma. Az N-S rendszer
hullamfiiggvénye nem szeparalhato. Az egzakt (kvantumos) energiaszinteket az (1.8)
egyenlet numerikus megoldasabol, mig a szemiklasszikus lépceséfiiggvényt az (1.11)-bél
kaphatjuk.

A kvantumos szamolas és a szemiklasszikus kozelitéssel kapott 1épcsofiiggvények
az 1.6 abran lathatok. Az dbrakon a szupravezets rész W vastagsaga kiilonbozs, de
mindkét esetben jo az egyezés a kvantumos és a szemiklasszikus szamolas kozott. Is-
mét megfigyelhets, hogy az allapotsiiriiség egyenld tévolsagokra szingularis. Megmu-
tathato, hogy a P(s) visszatérési valoszintiség szingularis s = 2d-re, és hasonldan a
box geometriaju N-S rendszerhez, ebbdl adodik a szinguléris viselkedés. A P(s) és az
F(s) integralis eloszlasfiiggvény részletes vizsgalataval kimutattuk, hogy £ — 0 ese-
tén az allapotsiirtiség az E-vel ardnyos tag mellett egy In E jellegii logaritmikus tagot
is tartalmaz (lasd |A3|). Természetesen a W — a hataresetben visszakapjuk a box
geometriaji N-S rendszernél kapott eredményeket.

Az irodalomban [20,21,26| az allapotstiriiséget illetGen tobb ellentmondéasos ered-
mény jelent meg a fenti geometriaji Andreev-biliard kapcsan. Vagy nem végezték el a
kvantumos szamolast [20,21], és igy a szemiklasszikus joslat megkérdéjelezhetd, vagy a
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150
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1.6. abra. Az egzakt kvantummechanikai (folytonos vonal) és a szemiklasszikus (szagga-
tott vonal) kizelitésbsl kapott N(E) és N(E) lépesofiiggvények a Ag szupravezets gappel
normalizilt energia fliggvényében. A paraméterek: mindkét esetben d = a, M = 55.5,
Aog/Er = 0.015. Az (a) abran W = 0.8a, mig a (b) dbran W = 0.5a.

Bogoliubov—de Gennes-egyenletnek racson torténs megoldasa [26] nem volt elég pontos
a szemiklasszikus eredményekkel valo egyezéshez. A fent vazolt kutatési eredményeink
remélhet6leg segitenek a jobb megértésben.

1.4.3. Pszeudo-integralhaté rendszerek

Most az 1.2 d abran lathato N-S rendszer esetén kapott eredményeket mutatjuk be. A
rendszer Gn. pszeudo-integralhato. Ilyen rendszerek a sokszdgekkel hatarolt kétdimen-
zi6s biliardok. A Poincaré-metszeten a koatikus tartomanyok hanyada joval kisebb az
integralhato tartomanyokhoz képest. Ismét az (1.8) egyenlet numerikus megoldasabol
kaphatjuk az egzakt (kvantumos) energiaszinteket, mig a szemiklasszikus lépcsofiig-
gvényt az (1.11) alapjan. A numerikus eredményeket az 1.7 dbra mutatja. Lathato,
hogy a szemiklasszikus eredmények ismét nagyon jol egyeznek az egzakt eredményekkel,
kiilénosen kis E energidkra. Nagyobb energiakon csak d # 0 esetben figyelheté meg
kisebb eltérés. A d = 0 és d # 0 esetek kozott a szembetiing kiilonbség, hogy d = 0-
nak megfelel§ geometridji N-S rendszerben a 1épcséfiiggvény nem E = 0 értéknél kezd
valtozni. Ha a rendszer energiaspektruméaban egy, a bulk A, értékkel 6sszemérhets
nagysagu gap 1ép fel, azt minigapnek nevezik. Ilyen minigap figyelheté meg ebben az
esetben. Viszont véges d-re ez a minigap eltiinik. Tekintve, hogy a szemiklasszikus
kozelités kittinGen egyezik az egzakt szamolassal, érdemes megvizsgélni a P(s) vissza-
térési valosziniiséget. A részletes vizsgalatokbol (lasd [A2]) kideriilt, hogy P(s)-nek
van egy Smax felsd levdgdsa, azaz P(s) = 0, ha s > Spax. Kiszamoltuk sp.c-nak az o
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1.7. abra. Az egzakt kvantummechanikai (folytonos vonal) és a szemiklasszikus (szaggatott
vonal) kozelitésbsl kapott N(E) és N(E) lépesofiiggvények a Ag szupravezetd gappel nor-
malizalt energia fliggvényében. A bal oldali abran d = 0, mig a jobb oldali 4bran d-t ugy
véalasztottuk meg, hogy a normal tartoméany A teriilete azonos legyen, A = 5W?2, minden «
értékre. Mindkét esetben az egyébb paraméterek: M = 55.5, Ag/Ep = 0.015.

sz0gtol valo fiiggését:

sin kasin{(k+1)a] /2 /2
sin o cos[(2k+1)a]’ ha <a<

max k+1 kt+37
SW - . B . (1.17)
Sin Ko ™ ™
2sina’ ha k+§<a§T’
ahol k = 1,2,3,.... Felhasznélva az (1.11b) egyenletet és elsérendben sorbafejtve az
arccos tagot az F lehetséges energiszintekre egy Fg,p, also korlatot kapunk:
E,. A 1
=R — g2 : (1.18)
ET Wsmax 1 + éO/Smax
ahol A az N tartomény teriilete, By = 22 a Thouless-energia és § = 2rh?/(mA) az

atlagos szinttévolsag az izolalt normél tartoméanyban. A Thouless-energiat a kovetkezs
modon becsiilhetjiik meg: ha egy vp Fermi-sebességgel halad6 részecske t1 id6 alatt
teszi meg a normal tartomany karakterisztikus méretét, akkor a Heisenberg-féle bizony-
talansagi relaciobol adodo hA/tr energia tekintheté a Thouless-energidnak. A vizsgalt
N-S rendszerekben § << Ep << Ag. A fenti egyszerii képletbél kaphato minigap
nagyon jol egyezik az egzakt szdmolassal, mint az az 1.8 abran lathato.

Az (1.18) egyenlet tetszoleges alaku N-S rendszerre igaz, melyben a P(s) visszatérési
valoszintiségnek felsG levagasa van. Ez a minigap létezésének feltétele.

1.4.4. Kaotikus rendszerek

Az 1.2 e &dbran lathato N-S rendszer a jol ismert Sinai bilidrd nyolcadrésze, ami
klasszikusan kaotikus. Ismét az (1.8) egyenlet numerikus megoldasabol kaphatjuk az
egzakt (kvantumos) energiaszinteket, mig a szemiklasszikus lépcséfiiggvényt az (1.11)
alapjan. A numerikus eredményeket az 1.9 dbra mutatja.
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1.8. abra. A minigap értéke (Er Thouless-energia egységekben) az « szog fiiggvényében
d = 0 esetben. A pontok a minigap egzakt értékeit mutatjak, a folytonos vonal az (1.18)
egyenletbdl kapott szemiklasszikus kozelités eredménye (mindkét esetben a nyitott csatornak
szama M = [@] = [55.5]). A szaggatott vonal a nyitott csatornaszdmnak az M — oo
hatéaresetében nyert gap értékeit jeloli.

Az abra bal oldalan 1év6 eredmény olyan geometriai elrendezésnek felel meg, ahol
a szupravezets szélessége megegyezik a normél tartomény fiigg6leges részével, azaz
W = a. A jobb oldali dbran a szupravezets rész a fiigg6leges N tartoméany felss
szélen helyezkedik el, azaz W = 0.22a és h + W = a, ahogy ez az 1.2 abran lathato.
Mindkét esetben jo egyezést kaptunk a szemiklasszikus kozelités és az egzakt kvan-
tummechanikai szamolas kozott. A szemiklasszikus szamolés soran a P(s) visszatérési
valosziniiséget numerikusan, Monte Carlo mddszerrel hataroztuk meg. A bal oldali
abran ismét megfigyelhets egy jelentGs nagysagu (a kvantumos szamolasbol az els6
energiaszint 0.4503A) minigap, mig a jobb oldalin az els energiaszint sokkal kisebb
Ag-nal. A W = a esetben megmutathato, hogy a P(s) visszatérési valoszintiségnek
mindig van egy Spmax fels6 levagasa:

4a?

Smax = .
R+ +2a? — R?

Igy a minigap értékét ismét az 1.4.3 szakaszban targyalt modon az (1.18) egyenlet
hatarozza meg. A paraméterek felhasznalasaval Eg,, = 0.467A értéket kapunk, ami
nagyon jol egyezik a numerikusan kapott egzakt kvantumos szamolassal.

Mas a helyzet W < a esetben. Az 1.9 abra jobb oldalan lathato egy ilyen el-
rendezésre az egzakt, illetve a szemiklasszikus kozelitésbdl kapott eredmények. A két
szamolas kozti egyezés szemmel lathatoan nagyon jo. Tovabbi eredményeinket az |A4]
cikkben irtuk le. Kaotikus rendszerekben az elsé energiaszint (gap) értéke a korabbi
elméleti joslatok szerint [21] a Thouless-energia nagysagrendjébe esik: Eg,, = 0.6Er,
ahol a Thouless-energiat az (1.18) egyenlet utan vezettiik be (Er = %2). Ha a normal
rendszer és/vagy a szupravezeté méretét kicsit megvaltoztatjuk, akkor a gap értéke
modosul.  Ezt a kisérletekben kiilonb6z6 negativan toltott kapukkal, elektrodékkal
érhetjiik el. Korabbi elméleti munkak alapjan kideriilt, hogy ennek a gapnek az elosz-

(1.19)
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1.9. abra. Az egzakt kvantummechanikai (folytonos vonal) és a szemiklasszikus (szaggatott
vonal) kbzelitésbal kapott N (E) és N(E) lépesofiiggvények a Ag szupravezetd gappel normal-
izélt energia fiiggvényében. A paraméterek: W = a, R = 0.8a, M = 51.5 (bal oldali abra),
W =0.22a, h+ W = a, R = 0.8a, M = 40.51 (jobb oldali abra), Ag/Ep = 0.015 (mindket
esetben).

lasa univerzdlis, ha a gap értékeit megfelelGen atskalazzuk [51]. Az 1.2 e abran lathato
geometriai elrendezést hasznalva numerikusan vizsgéaltuk a gap eloszlasat és jo egyezést
kaptunk az elméleti eredményekkel. Mivel ebben a dolgozatban a f6 célunk az egzakt
és szemiklasszikus eredmények 6sszehasonlitasa kiilonb6z6 N-S rendszerekre, most nem
tériink ki a tovabbi eredmények részletes ismertetésére (lasd [A4]).
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1.5. NORMAL-SZUPRAVEZETO DISZK RENDSZER MAGNESES TERBEN

1.5. Normal-szupravezetd diszk rendszer magneses
térben

Ebben a fejezetben a |Ab| cikkiinkben kozolt eredményeinket foglaljuk dssze.

Nemrégiben méréseket végeztek olyan rendszeren, amelyben egy kor alaku
szupravezetGt koncentrikusan egy normél tartoméany vesz korbe [52]. A rendszert
a sikjara meréleges kiils6 méagneses térbe helyezték. A kisérleti eredmények szerint
anomalis viselkedés (novekedés) figyelhetd meg a szuszceptibilitisban a hémérséklet
csOkkenésével mK-es hémérséklet alatt. Szamos elméleti javaslat [53-56] ellenére még
a mai napig sem sikeriilt kielégité magyarazatot adni erre az anomaélis viselkedésre.
A kérdés szisztematikus vizsgalatahoz ismerni kell a rendszer energiaszintjeit 1évén,
hogy a szuszceptibilitas egy termodinamikai mennyiség. Ennek érdekében megoldot-
tuk egzaktul a Boguliubov-de Gennes-egyenleteket erre a rendszerre. Kidolgoztunk
egy szemiklasszikus elméletet is, mely nagyon jo egyezést ad az egzakt eredményekkel.
A kisérleti paraméter-tartomanyban numerikusan nincs mod az egzakt szamolasra,
de a szemiklasszikus szamolassal jol kozelithetjiik az energia-spektrumot. A kutatas
jelenlegi szakaszaban sikeriilt az energia-szinteket megfeleltetni bizonyos peridédikus pa-
lydknak és osztalyozni 6ket. Eredményeink kiindulasi alapként szolgalhatnak a tovabbi
kutatasokhoz és 1ij jelenségek kimutatasara is esély van. Ugyanakkor, ma méar folynak
mind kisérleti [57], mind elméleti [32, 58] kutatasok nagy méagneses térben helyezett
N-S rendszereken. Az itt vazolt eredmények ehhez az iranyvonalhoz kapcsolodnak.

A kisérletnek megfelel6 geometriai elrendezés az 1.2b abran lathato. A konstans
B magneses teret z irdnyban, merGlegesen a diszk sikjara valasztjuk és a Meissner-
effektusnak megfelelGen zérusnak vessziik a szupravezets részben. Ekkor a vektorpoten-
cilnak szimmetrikus mértékben és (r,¢) polar-koordinatakban csak A, komponense
van, és csak r fiiggvénye [60]:

2 2

Ag(ry o) = B%@(T—Rs), (1.20)
ahol O(z) a Heaviside-fiiggvény. A rendszer energiaszintjeit az (1.3) Bogoliubov—de
Gennes-egyenletetbdl kaphatjuk meg. Az N-S rendszer a diszkek kozéppontjan &at-
mené z tengely koriil forgaszimmetrikus. Az L, impulzusmomentum felcserélhets a
Hamilton-operatorral, ezért kozos a sajatfiiggvényiik. Igy a ¥ hullamfiiggvény szeparal-
hato, a ¢ fiigegs részét €% alakban kereshetjiik. A kapott radialis egyenletet az N és
az S tartoméanyban kiilon-kiilon oldjuk meg. A radiilis hullamfiiggvényeket az (1.4)
hatarfeltételek szerint illesztjiik » = Rg hataron. A szamitas menete hasonlé az 1.2.1
szakaszban targyalt diszk esethez. A kiilénbség az, hogy az N részben a radialis
hullamfiiggvény a magneses tér esetén a konfluens hypergeometrikus fiiggvényekkel [50]
(gyakran Kummer-fiiggvényeknek is nevezik) fejezhets ki. A részletes szamitasok meg-
talalhatok a [A5] cikkiinkben.

Tovabbiakban feltessziik, hogy az N-S hatarfeliilet tokéletes, azaz a Fermi-energia
és az effektiv tomegek azonosak az N és S tartomanyban, és az N-S hatarfeliileten
nincs semmilyen potencidlgat. A probléma szemiklasszikus kezelése érdekében a
szekularis egyenletben felléps Kummer-fiiggvényeket az ismert WKB (Wentzel—
Kramers—Brillouin) modszerrel kozelithetjiik [59]. A radialis hullamfiiggvények az N
tartomanyban egy egydimenzioés Schrédinger-egyenlet megoldasai, melyben a radiélis
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potencial:
Vi (r) = (/2 = ms)* 7,

ahol + az elektron-/lyuk-szeri gerjesztéseknek felelnek meg, my = RZ/(20%) +
msgn(eB), 7 = r/l a dimenziotlan radialis koordinata és | = \/h/|eB| a magne-
ses hossz (sgn(x) az elGjelfiiggvényt jeloli). Az esetiinkben sziikséges szamitasok a
magneses térben mozg6 elektronok Schrédinger-egyenletének WKB modszerrel torténd
megoldasasnak (lasd [61-63]) a kiterjesztése elektronokra és lyukakra.

Adott E energian a radialis potencialnak két fordulopontja van mind az elektronra,
mind a lyukra (%):

(1.21)

TfQ = \/2(1/:|: +my) F 2\/I/:|:(l/:|: +2my), (1.22)
ahol vy = 2(E + Er) /(hw,.) és az el§jel a méasodik négyzetgyok eltt az elsd/masodik
fordulopontot adja (a £ fels§ index az elektronra/lyukra vonatkozik és w, = eB/m* a
ciklotron frekvencia és m* az elektron effektiv tomege). Megjegyezziik, hogy 7i° < 75,
és a fordulopontok valos szamok, ha vagy my > 0 vagy vy > 2my for my < 0.

A fordulopontok relativ helyzete a 7¢ = Rg/l és Ty = Ry/l-hez visszonyitva
lehetGséget nytujt a kiillonbo6z6 lehetséges klasszikus palydk osztalyozasara. Az egyes
palydkat az A, B, C és D bettikkel, és a +/— elGjelekkel indexeljiik. Az indexek ismét
azt jelolik, hogy az adott palyan elektron vagy lyuk halad. A betiikkel jelezziik, hogy
a pélya érintkezik a bels6 és/vagy a kiils6 korrel vagy egyikkel sem. Az A tipusi palya
esetében a palya egyik korrel sem érintkezik, ezek a Landau-allapotoknak megfelels
ciklotron palyak. A B tipusi palyak az un. pattog6 (skipping) palyak. Zérus magneses
tér esetén ezeket neveztiik suttogo palyaknak (lasd az 1.4.1 részt). A masik két bettinek
megfelel6 palyak mindegyike eléri az N-S hatarat. A C tipusi palya esetében a palya
csak a belsg kort (az N-S hatart) érinti, mig a D tipusa pélya érinti mind a belss, mind
a kiils6 kort. Az egyes palyakat és a hozzakapcsolodo feltételeket az 1.1 tablazatban
foglaltuk Ossze. A szupravezets tartomanyban a hullamfiiggvény megegyezik a magne-

pélya A+ B+ C+C_ D+D_ D+C_ C+D_
tipusa
O @ | & | @
© | @
£ £
T < T T < T
) 7'5<7'1jE 7'5<7'1jE 7'1jE < Tg Tl:t < Tg 1_ o i o
feltételek T, <TN | T < TN
+ + + + 2 2
Ty < TN TN<7'2 Ty < TN TN<7'2 + _

1.1. tablazat. Az egyes pélyak osztélyozasa. A folytonos/szaggatott vonalak jeldlik, hogy a
pélyan elektron/lyuk halad.

ses tér nélkiili esettel (lasd az 1.2.1 szakaszt). A megfelels WKB hullamfiiggvényeket
behelyetesitve a szekularis egyenletbe és feltételezve, hogy Rg sokkal nagyob, mint a
koherenciahossz a szemiklasszikus kvantalasi feltétel a kovetkezd alaki:

O,(e)=n+p (1.23)
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ahol n egész szam, a ®,,(e) fazis és a u Maslov-index az 1.2 tablazatban talalhato. Az

| | D<) |

i
A ) :
B S(i)(TN, ) i
(Ges Sv(:)(TQJr,Ts) (72 ,TS) — —arc cos f 0
DD Sw(rj)(TN,TS) (TN, Ts) — —arcco A 0
D, C- Sﬁ)(TN,Ts) st (15 ,7s) — —arcco Aﬁ i
CD= | S0 (s 7s) = S5 (. 7s) — Larccos £ | 3

1.2. tablazat. Kiilonbozs palyak esetén a ®,,(¢) fazisok és Maslov-indexek a (1.23) szemi-
Klasszikus kvantélasi feltételben. Az S% radialis hatas az (1.24a) egyenletbdl kaphato.

elektron és a lyuk radialis hatésa (h/2 egységekben) tetszéleges 1 és 1o pont kozott:

SE (r,m1) = 0 (e, 1) — 0P (e, 1) . (1.24a)

72 ?
210 (e, 7) = [Ty — (5 - mi)

Vi +ma —72/2
\/V:t(l/:t -+ Qmi)

2 -9 2
—|m4|arcsin Tve £ mae) - 2my : (1.24b)
7'2\/7/1@1 +2my)

ahol

—(vg + my)arcsin (

Az A, tipusu ciklotron palyakra a fenti az (1.23) kvantalasi feltétételbol a
vy :2n+1+|mi| — M4, (125)

energiaszinteket kapjuk. Ezek megegyeznek a jol ismert Landau-szintekkel elek-
tron/lyuk esetében.

A numerikus szamitasok soran a kisérleti szituacionak megfeleléen a kovetkezd pa-
rametereket célszeri hasznalni: kpRg, ahol kp a Fermi hullaimszam vektor, &, =
BR%7 a Meissner-effektus miatt hianyz6 magneses fluxus, Rs/Ry, és Ag/Er. Az 1.10
abran az egzakt kvantumos és a szemiklasszikus szamolasok eredményeit hasonlitjuk
Ossze két kiilénboz6 rendszerre. Az abrakbol nyilvanvald, hogy a szemiklasszikus
kozelités kitiing egyezésben van az egzakt szamolassal (a + és az x jelek a jo egyezésnél
egymasra iilnek, és igy ott egy * jel lathato). Az 1.10 bal oldali Abrdjan a magneses
tér elég kicsi ahhoz, hogy a ciklotron sugar nagyobb, mint Ry és igy nem létezik AL
tipusit (ciklotron) palya. Ugyanakkor a jobb oldali &bran az energiaspektrumot olyan
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1.10. abra. Egzakt (x) és a szemiklasszikus (+) energiaszintek (A egységekben) az m
kvantumszam fiiggvényében. A paraméterek (bal/jobb oldali abrén): kpRs = 54.0/18.0,
Diss = 36.5/4.05, Rg/Ry = 0.45/0.15 és Ag/Er = 0.1. A folytonos vonalak a kiilon-
boz6 tipust palyak hatarat jelolik az €, m sikon. Ezeket a vonalakat 1.1 tablazatban adott
feltételekbdl kaphatjuk. Kényelmi okokbél az abran berajzoltuk a megfelels palyakat is.

nagy magneses tér esetén szamoltuk ki, amelyre megjelenek a diszperzi6 nélkiili (m-tdl
fiiggetlen energidk) Landau-nivok. Kisebb eltérés lathato az A tipusu pélya hatéaran.

A kisérletekben [52| kis magneses teret alkalmaztak: @, = 0.15h/e. A geometria
adatokbol és a Fermi-energiabol Rg/Ryx = 0.7 and kpRs = 10° adodik. A ciklotron
sugar joval nagyobb, mint Ry, és igy csak By és D, D_ tipusu palyak léteznek szemi-
klasszikus kozelitésben. Egy egyszertsitett modellben Bruder és Imry [53] ezeket a
palyékat vette szamitasban. Ezeknek megfelel6 energidk adnak jarulékot a szabad-
energiahoz illetve a szuszceptibilitashoz. Azonban a kisérleti eredmények teljes magya-
rdzatdhoz a fenti szamolast ki kell egésziteni példaul a Meissner-effektus pontosabb
figyelembe vételével. Egy lehetséges mod a [64] cikkben talalhaté. Hasonléan, a bulk
szupravezets gap folotti energiaszintek is jarulékot adnak a termodinamikai mennyi-
ségekhez. Ezeket a szinteket gap alatti szekuléaris egyenlet analitikus kifolytatasaval
kaphatjuk meg. A feliilletek durvasiga (a kisérletekben soha sem pontosan kor alaki
a minta) varhat6an elhanyagolhato, ha durvasig amplitidoja sokkal kisebb az elek-
tron de-Broglie hullamhosszanal. A fent bemutatott elmélet kiindulasi alapja lehet a
kisérleti eredmények értelmezésének. Masrészt, egy 1j kutatési teriiletet nyithat az
Andreev-biliardok magneses térben valo vizsgéalatahoz.
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1.6. Ferromagneses-normal és szupravezetd hibrid
rendszerek

Ebben a fejezetben a [A6| cikkiinkben kozolt eredményeinket foglaljuk dssze.

Az utobbi években megnétt az érdeklGdés az olyan hibrid rendszerek irant, melyek-
ben egy ferroméagneses (F) anyag szupravezetével (S) kapcsolodik [65-72]. Az igen
tiszta ferroméagneses filmmel érintkez6 szupravezets F-S hibrid rendszerben a feromég-
neses anyag kicserélddési kolesonhatasa alapvetGen befolyasolja az F-S rendszer al-
lapotstiriiséget. Az ilyen rendszereket mind kisérletileg [73], mind elméletileg [74, 75]
tanulmanyoztak. A bulk szupravezetG gap alatti Andreev-allapotok a kicserélGdési
kolcsonhatas miatt felhasadnak a spinéllapotok szerint. Szemiklasszikus szamita-
sokkal megmutattak, hogy az allapotstiriiség értelmezheté a P(s) klasszikus vissza-
térési valoszintség alapjan. Ez utobbi mennyiség csak az F-S rendszer és annak hatar-
felilletének geometriajatol fiigg [74-76]. Azonban, a szemiklasszikus eredményeket nem
hasonlitottak Ossze az egzakt kvantumos szamolasokkal. Munkank sordan tanulmany-
oztuk, hogy milyen feltételek mellett ad jo kozelitést a szemiklasszikus szamolas. Az
egzakt szamitédsokhoz az 1.2a abran lathaté box geometriat hasznaltuk, azzal a kiilonb-
séggel, hogy az N tartomanyt ferromagneses anyaggal cseréltiik ki. Az 1.2 fejezetben
targyalt modszert terjesztettiik ki az F-S rendszerre. Levezettiik az energiaspektrumot
meghatarozhatd egzakt szekularis egyenletet. Ugyanakkor, ebbd&l az egyenletbdl ki-
indulva az allapotstiriségnek ugyanazt a szemiklasszikus kifejezését sikeriilt levezetni,
amelyet kordbban mar mas tton is levezettek [74]. Igy lehetdségiink nyilt az egzakt és a
szemiklasszikus szamolas 6sszehasonlitasara. Kideriilt, hogy a szemiklasszikus kozelités
csak akkor ad jo eredményt, ha a kicserél6dési kélcsonhatéas sokkal kisebb a Fermi-
energianal. Ezért a koradbbi szemiklasszikus szamolasra alapozott kovetkeztetések csak
korlatozott modon érvényesek |74, 75].

Elgszér a kvantumos szdmolast ismertetjiik. Az F-S rendszerre érvényes
Bogoliubov-de Gennes-egyenlet a kovetkezd alaku:
Hy — oh(r) A(r) B
( A*(r) —Hy — oh(r) U, =FEV,, (1.26)

ahol Hy = p?/2meg + V(r) — p az egyrészecskés Hamilton-operator, pu = EéF), Eés)

a Fermi-energia, meg = mp, mg az effektiv tomeg az F és az S tartomanyban. Az
F-S hatarfeliileten 16v6 V (r) potencidlgatat és a h(r) kicserél6dési energiat a szoka-
sos modon modellezziik [65]: V(z,y) = Uyd(x) és h(x,y) = hO(z), ahol O(x) a
Heaviside-fiiggvény. A ferromégnesben a spinek iranyat merGlegesnek vessziik az F-
S hibrid sikjara. Végiil a 0 = £1 a spin fel/le allapotokra utalnak. A szokasos feltevés
szerint a Cooper-parok energiajat a A(r) = A¢g©O(—z) alapjan kozelitjiik [39,65]. A
szekularis egyenletet a korabbiakhoz hasonléan az F' és S tartomanyban felirt hullam-
fiiggvények illesztésébdl az (1.4) egyenlet alapjan kaphatjuk. A szamitasok nagyon ha-
sonldak az 1.2.1 szakaszban targyalt N-S box geometria esetéhez. A szekuléris egyenlet
alakja is hasonlo az (1.5) egyenlethez:

Im {~.D® (E,h) DI (E,h)} =0, (1.27a)

m,o m,o
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1. FEJEZET NORMAL-SZUPRAVEZETO HIBRID RENDSZEREK

ahol Ve = el arccos (E'/Ao)7
Dfﬁ)a(E, h) = (Z — z—qf,f U) sin k:(e) d+ k; , COS k;fﬁ)ad, (1.27b)
’ ms ’
D,(};)U(E, h) = (Z + i—mF qfﬁ‘{,) sin k:(h d+ k: | COS k: d (1.27¢)
’ mg

és a hullaimszamvektorok a kovetkezé alakuak:

2
E+oh
gen — p® 14 jL(F()’ 5= (1.27d)
’ Jon KO W

2
2 _ 2
©n) — 5® |14 VE A“-( T ) . (1.27¢)

qm o -
F Elgs)

Itt kéF) és kés) a Fermi hullimszam az F és S tartoméanyban. A normalizalt potencialgat

Z = 2mpUy/h?, a propagalé modusok szadma M = [M\/l + (E+oh) /E } ahol

M = kgW/m és || az egészrészt jeloli. Adott m és o mellett az (1.27a) egyenlet
megoldéasa adja az F-S box rendszer energiaszintjeit az £ < A energiatartomanyban.

Az allapotsiiriiség szemiklasszikus kifejezését a fenti szekularis egyenletbol veze-
thetjiik le. Feltessziik, hogy a hatéarfeliilet tokéletes, azaz my = mg, EI(? E(S)
Z = 0. Andreev-kozelitésben (ha |E + oh| < Er) a hullamszamvektorokat kozelit-
hetjiik: k eZ) ~ qﬁf ") 6 ekkor Dr(,f;?g(E, h) ~ kﬁrf)o e~ikiod_ Ebben az esetben az (1.27a)
kvantalasi feltétel egyszertisithetd:

(k,(ﬁ)o — k:%ﬂ,) d — arccos (FE/Ay)

Ino(E) = - —n, (1.28)

ahol n egy egész szam. Az allapotsiirtség a bulk gap alatt (|E| < Ay ):

=y Y Za Erno) (1.29)

o=*x1n=—0c0 m=1

ahol E,,,, értékek a szekularis egyenlet megoldasai. Tovabbi atalakitasok utéan (a
részleteket illetGen lasd [A6]) az allapotsiirtség kapcsolatba hozhat6 a P(s) visszatérési
valoszintiséggel:

Z ‘E+O’h| Z Sno +£c( )] (5n<E)), (1.30&)

ahol a P(s) visszatérési valoszintiség (erdekes modon) megegyezik az N-S box rend-

szernél kapott az (1.12) kifejezéssel, &, (E) = &/+/1 — E?/ A% és

nm + arccos (E/Ay)
(E + O'h)/AU

Sno(E) = €o. (1.30b)
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1.6. FERROMAGNESES-NORMAL ES SZUPRAVEZETO HIBRID RENDSZEREK

Itt & = hvp/Ap a bulk szupravezetGben a koherenciahossz. A P(s) normalt, azaz
Jo" P(s)ds = 1. Lathato, hogy az allapotsiiriséget egy klasszikus mennyiséggel lehet
kifejezni. Az egzakt és a szemiklasszikusan kapott energiaszintek Osszehasonlitasa
érdekében célszerti az N(E) lépcsofiiggvenyt kiszamolni. Az integralt allapotsirtség:
N(E) = [\7 dE'o(E'). Az (1.30a) egyenletbdl kapjuk

NE) =M YD [FOE) + EO(E)). (1.31)
ahol
FY(E) = Flsn11(0)] = F[sn41 (E)], (1.32)

1 — Flsp_1(0)] — F[sy_1 (E)], ha E-h
{ (1.33)

—F[s,1(0)] + F 5,1 (F)], maskiilonben,

és F(s) = [ P(s')ds' = © (s — 2d) /1 — 4d?/s?. Megjegyezziik, hogy F'(co0) = 1 mivel
P(s) egyre normalt.

A fentiek alapjan 0Ossze tudjuk hasonlitani az egzakt és a szemiklasszikus sza-
molasbol kapott energiaspektrumot. Numerikus eredmények lathatok az 1.11 abran
két kiilonboz6 h kicserélédési energia esetén. A szemiklasszikus szamolasban a kis
paraméter a h/Ep, mely mindkét esetben kicsinek tekinthetd. Lathato az abrakbol,

3000 T T T T 3000

850 [ ' ( ) 850 - ' + ( )
750 - K C 750 / au
650 | — 650 - -
2000 g0 | ] b 2000 Fs50 , 1
,

450 L 450
0.2 025 03 02

025
N(E) N(E)
2850 2850 [ 4
1000 - \ 2750 b 1000 ~ 2750 - 11
ﬂ/ ) 2650 / % \ 2650 +
\,,7,// 2550 \"*// 2550 b

2450 2450
X 0.

E/A E/A

1.11. abra. Az egzakt kvantummechanikai (folytonos vonal) és a szemiklasszikus (szaggatott
vonal) kozelitésbol kapott lépcséfiiggvények a Ag szupravezeté gappel normalizalt energia
fiiggvényében. A bal/jobb oldali abrakon 2= = 0.1/10.0 (azaz £- = 0.0025/0.25), mig a
tobbi paraméter azonos: M = 217.7, % = 0.7, %g = 0.025. Az abrabetétek a fliggvények
egyes részeinek kinagyitott valtozatait mutatjak.

hogy a szemiklasszikusan kapott eredmények nagyon jol egyeznek az egzakt szamolé-
sokkal.

Tovabb novelve h értékét mar megfigyelhetjiik, hogy a szemiklasszikus kozelités el-
romlik. Az 1.12 dbran h/Ag = 40, azaz h/Er = 1.0. Jol lathato a kétféle szamolas
kozti kiilonbség. Megallapithatjuk, hogy a szemiklasszikus kozelités jol alkalmazhato,
ha a h kicserél6dési energia kicsi a Fermi-energidhoz képest. Ugyanakkor h lehet
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1.12. dbra. Az egzakt kvantummechanikai (folytonos vonal) és a szemiklasszikus (szaggatott
vonal) kozelitésbdl kapott lépcssfiiggvények a Ag szupravezetd gappel normalizalt energia
fiiggvényében. Az &bran h/Ay = 40.0 (azaz h/Er = 1.0), mig a tobbi paraméter ugyanaz,
mint a 1.11 &bran.

Osszemérhetd, s6t nagyobb, mint a bulk Ay gap. Bonyolultabb geometria esetén az
allapotstiriseg szemiklasszikus (1.30a) kifejezése tovabbra is érvényes, csak a P(s) vis-
szatérési valoszintiség modosul az adott geometridnak megfelelGen. Ebben az esetben
P(s) konnyen szamolhat6 a korabbi példakhoz hasonléan Monte Carlo modszerrel.

Osszefoglalva, ebben a fejezetben a normal-szupravezetd hibrid rendszereket tanul-
manyoztuk, melyekben az alapvetGen meghatarozo fizikai folyamat az tn. Andreev-
reflexio.  Osszehasonlitottuk a kvantumoson és szemiklasszikusan szamolt integral-
hato, pszeudo-integralhatd és kaotikus Andreev-bilidrdok energiaspektrumat, és min-
den esetben kitiing egyezést kaptunk. Hasonl6 vizsgélatokat végeztiink mégneses térbe
helyezett Andreev-biliardban, illetve ferromagnes-szupravezeté hibrid rendszerben is.
A szemiklasszikus eljaras lehet&séget nytujt az alapvetd fizikai folyamatok mélyebb
megértéséhez, és kiinduldépontja lehet mas fizikai mennyiségek kiszamitasahoz is. Az
Andreev-bilidrdok energiaspektruma lényegesen eltér a kvamntumkaosz kapcsan, a 80-
as években intenziven kutatott, kétdimenziés elektrongadzban megvaldsitott bilidrdok
spektrumanak tulajdonsagaihoz képest. Igy a fejezetben tanulmanyozott rendszerek
alapjai lehetnek a kvantumkaosz kutatasi teriiletének kiterjesztéséhez is.

26



2. fejezet

Spintronika

2.1. A spintronika alapjai
A fejezet megirdsandl részben a [A17,A18| cikkeimet is felhaszndltam.

A fizikusok 2002-ben iinnepelték Paul Dirac sziletésének szazadik évfordulojat.
Dirac elmult szazadunk egyik legmeghatarozobb fizikusa volt, akinek sikeriilt egyesiteni
a fizika két alapvets elméletét: a kvantummechanikat és a specidlis relativitdselméletet.
Az Erwin Schriodinger és Werner Heisenberg altal kidolgozott kvantummechanikaban
még nem szerepelt a spin. Ezt Wolfgang Pauli nyoman kiilén be kellett épiteni az
elméletbe. A Dirac altal megalapozott relativisztikus kvantummechanika mar tartal-
mazta a spint. Dirac még nem lathatta el6re, hogy az elektron spinje megvaltoztathatja
az egész elektronikat. Napjainkban a fizikinak egy 1j teriilete, a spintronika (az angol
spintronics sz6 alapjan) van sziiletGben.

Maga a sz6 egyfajta szojaték, az elektronika szobol a spin szerepét kiemelve alko-
tott 0j sz6. A hagyoméanyos elektronikai eszkozok miikodése az elektronok toltés-
transzportjan alapul. A spinnek nincs szerepe a miikodésben, a toltések szama és
energiaja hatarozza meg az eszkoz viselkedését. Ugyanakkor az elképzelések szerint
sokkal hatékonyabb eszkozok készitheték, ha sikeriil kontrollalni az elektronok spin-
jét is. Olyan logikai eszkozok készithetGk, melyek sokkal gyorsabbak és kevesebb hét
termelnek, azaz hiitésiik konnyebben megoldhatd. Raadasul a sokat emlegetett, de
a gyakorlatban sajnos még nem mikods kvantumszdmitogépek félvezets alapit meg-
valositasdban is a spin jatszand az alapvets szerepet. A jelenleg alapkutatési szakaszban
jaro kisérletek igéretes gazdasigi haszonnal kecsegtetnek, évi szazmilliard dollaros pia-
cot josolnak az elemzdk.

Az elmult években rohamosan nétt a szamitogépek memoriajanak kapacitdasa, ami
lehet6évé tette a gépek mérétének csokkentését, a laptopok, a pendrive-ok, illetve
kiilonféle MP3 lejatszok elterjedését. Ma mar otthoni hasznélati eszk6zok memoridja
elérheti a terabyte-ot (1000 milliard byte) is. Az egyre kisebb méretii és egyre nagyobb
tarolokapacitasu diszkeken 1évG informaciok kiolvasasahoz 1j fizikai elven miikéds le-
olvaso fejekre volt sziikség. A mai olvasofejek készitése a 2007. évi fizikai Nobel-dijjal
jutalmazott két fizikusnak, Baibich és Barnas kozel hiisz évvel ezel6tti felfedezésén, egy
1j fizikai effektuson, az drids mdgneseses ellendlldson (az angol giant magnetoresistance
sz0 alapjan, rov. GMR) alapul |[77]. A GMR effektus az elektromos ellenallasnak a
kiils6 méagneses tér okozta valtozasaval kapcsolatos egy olyan szendvics szerkezetben,
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amelyben ferromagneses és nem-magneses rétegek felvaltva kovetik egymast. Az orias
méagneseses ellenallas felfedezése utat nyitott annak a viharosan fejlédé 4j technologia-
nak, ami lehet&vé tette a merevlemezek miniatiirizalasat, és egy kutatasi teriiletnek, a
spintronika sziiletésének. A GMR effektusrél nemrégen jelent meg magyar nyelvd at-
tekintés a Fizikai Szemle 78], illetve a Természet Vilaga hasabjain [A18|. Hasonloan,
a spintronikarol is jelent meg magyar nyelvi ismeretterjeszté cikk [A17].

Nem sokkal a GMR effektus felfedezése utan az amerikai Purdue Egyetemen dolgozo
Supriyo Datta és Biswajit Das egy 1j tipusi térvezérlési tranzisztort (field-effect tran-
sistor, FET) javasolt, amelynek a mifkodésében kihasznaljak a spin szerepét, mikézben
az elektron a két félvezet6 hatarfeliilletén mozogva nem szenved a spinallapotat megval-
toztato litkozéseket [79] (lasd a 2.1. abrat). Az alabb ismertetett eszkoz igen igéretes,

z kapu
V,
. g

2.1. 4bra. Datta-Das spintranzisztor sematikus dbréja oldalnézetben. Az F1 forrds (source) és
az F2 nyeld (drain) elektrodak ferromégneses anyagok, a mégnesezettségiik iranyat a nyil mu-
tatja. A kapuelektroddra (gate electrode) kapcsolt Vj fesziiltséggel valtoztathatjuk az InGaAs
és InAlAs félvezetSk hataran, a kétdimenzios elektrongézra merdleges irdnyban haté kiilsé
elektromos teret. Az elektronok a forras és a nyeld elektroda kozott L utat tesznek meg,
mikozben spinjiik irdnya az x — z sikban (az abran erdsen felnagyitva) a megtett uttal aranyos
mértékben elfordul (lasd a szoveget).

de a gyakorlati megvalositasa még varat magara. Az elektronok az InGaAs és InAlAs
felvezetsk hatarfeliiletén egy tn. kétdimenzids elektrongdz (2DEG) keletkezik. Ha a
FET kapuelektrodajara fesziiltséget kapcsolunk, a kialakul6 elektromos tér segitségével
kontrollalhatjuk az elektronok spinjének az iranyat. Modulalt aram jon létre. Az
alapotlet szépsége, hogy a spin-FET elvben elkészithetd a mikroelektronika hagyo-
méanyos moddszereivel. Nem meglep, hogy a Datta-Das tranzisztor mintaul szolgal a
félvezets spintronikanak, és vilagszerte a teriilet egyik legaktivabban kutatott témaja
lett.

A spin iranyanak elektromos térrel torténé hangolasanak megértéséhez a Dirac-
egyenlethez kell visszanyilnunk. A relativisztikus kvantummechnika Dirac-egyenlete
a nem-relativisztikus Schrodinger-egyenlethez képest egy 1j tagot tartalmaz, amely
osszekapcsolja az elektronok térbeli mozgasat a spin irdnyanak valtozasaval és spin-
palya kélesonhatasnak neveznek. Megmutathatd, hogy a Dirac-egyenlet gyengén rel-
ativisztikus esetre vonatkozo sorfejtésébdl (1/c hatvéanyai szerint) egy tetszdleges V
elektrosztatikus potencial hatasara a vakuumbeli elektronok Pauli-egyenletében meg-
jelenik egy extra, a spin-palya kolcsonhatast leiro tag (lasd példaul [80,81)):

h
Hy = —=o0o(gradV xp) = —

5 gradV (o x P), (2.1)
(2mec

e
(2mec)
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ahol p = —ih'V az elektron impulzus-operatora, o = (0,0, 0,) a Pauli-matrixokbol
képzett vektor, mig m. az elektron tomege és c a fénysebesség. Figyelembe véve
a kristalypotencialbol szarmaz6 spin-palya kolesonhatast keskeny tiltott sava III-V
félvezetSkben a Kane-modell |82| jol irja le az elektronok vezetési savjat, a nehéz lyukak
(heavy hole), a kénnyi lyukak (light hole), illetve a leszakadt lyukak (split off hole)
vegyértéksavjait. A szimmetriamegfontolasokon alapuld Kane-modellben az effektiv
Hamilton-operator 8 x 8-as matrix-operator [83,84]. A modellben szerepls paraméterek
altalaban kisérleti eredményekhez valo illesztéssel vagy pontosabb, elsGelveken alapulo
savszerkezet-szamitasbol hatarozhatok meg |84-86].

A Kane-modellbdl levezethets egy effektiv 2 x 2-es Hamilton-operator, ami az elek-
tronok dinamikajat irja le kiillonboz6 félvezetd anyagokbol készitett, rétegzett kétdi-
menzios heteroszerkezet hataran figyelembe véve a spin-palya kolcsonhatast is [86,87].
Mivel ezt az operatort elészor, 1960-ban az orosz szarmazast, ma az Egyesiilt Allam-
okban él6 elméleti fizikus, Emmanuel Rashba vezette le, ma Rashba-féle spin-pdlya kol-
csonhatdsnak nevezik, és az irodalomban nagyon gyakori kiindulé modell a spintronikai
jelenségek magyarazatara [88,89|. Kvalitative arrol van sz6, hogy a heteroszerkezetben
a hatarfeliiletre meréleges iranyu (lasd a 2.1. abrat) elektromos térrel a (2.1) egyenlet-
ben szereplé V potenciélt lehet valtoztatni. A Hamilton-operator a kovetkezd alaki:

H = Hy+ % U, ahol (2.2a)
2 2

A p,+Dp A

Hy = W*y’ U = 0.py — 0yps, (2.2b)

és m* az elektron effektiv tomege a 2DEG-ben, o pedig a Rashba-féle spin-palya
kolcsonhatas erdssége, masnéven Rashba-csatolas. Az els§ tag az elektron szokésos
kinetikus energidja a 2DEG-ben, mig a mésodik tag irja le a Rashba-féle spin-palya
kolcsonhatast. Az o mennyiség aranyos a heteroszerkezetben a hatérfeliiletre meréleges
irdnyu elektromos térrel (grad V-vel), igy a 2.1. Abranak megfelelGen a kapuelektrodara
kapcsolt V, fesziiltséggel konnyen szabalyozhatjuk. Az aranyossagi tényezé a félvezets
szerkezet jellemzGitdl fiigg. A véges a mennyiség a félvezets anyag inverzids asszim-
metriajabol ered, és realisztikusabb modellekbdl (példaul a Kane-modellbdl [86]) vagy
mérésekbdl (lasd példaul [90]) hatarozhatéo meg. Az utébbi id6ben a minél nagyobb
Rashba-csatolassal rendelkezd anyagok keresése érdekében mind kisérletileg, mind
elméletileg komoly eréfeszitéseket tettek a kutatok. Ugy tiinik, hogy a Rashba-csatolas
az InAs alapu félvezetGkben a legnagyobb.

A részletek mellGzése nélkiil, csak a hivatkozasokra utalva a 2.1 tablazatban fel-
soroltunk még néhany félvezeté modellezére alkalmas Hamilton-operatort, melyeket
gyakran hasznalnak spintronikai kutatésokban.

Visszatérve a Rashba-féle Hamilton-operatorra egy fiktiv Br mégneses tér
bevezetésével a (2.2) alak formalisan az alabbi modon irhato at:

H = Byl+Bg-o, ahol (2.3a)
2 4 .2
o= +p « Y%
By = £ Y a5 Bp = — Y ) 2.3b
0 2m* % PR h ( —Dz ) ( )
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A rendszer Hamilton-operator Irodalmi hivatkozas

Rashba-Dresselhaus % + 2 (peoy — pyos) + 2 (pyoy — puoy) [96,98-100]

Nehéz lyukak

2 . &
kvantum gdddrben b +igs (P20 —plo-) [99-101]

B [owpa (0} — P2) + oypy (02 — p2)

96,100
to.p. (52— )] 196,100

To6mbi Dresselhaus

2.1. tablazat. Kiilonbo6z6 tipusu félvezetSknek az irodalomban gyakran hasznélt Hamilton-
operdtora. Tovabbi részletek taldlhatok az adott rendszerrdl az utolsd oszlopban 1évE hi-
vatkozasokban.

A By hipotetikus magneses teret Rashba-térnek is nevezik, és meréGleges az elektron
terjedési iranyara (Br L p) és a kiils6 elektromos tér irdnyara is (itt most a z irdny).

A Datta-Das tranzisztor 2.1. 4bran vazolt elrendezésében az elektronok az x irany-
ban mozognak a forrasbol a nyeld felé, és igy a Bg Rashba-tér —y iranyt lesz (a papir
sikjara merdlegesen kifelé mutat). A tér az elektronok spinjének a forgasat eredményezi,
amelyet sematikusan a 2.1. Abra mutat, a spinvektor az x — z sikban forog. Az elméleti
szamolasok szerint a spinvektor elfordulasanak szoge aranyos a Rashba-térrel! és az
elektron altal megtett L tuthosszal [79]. Mivel a Rashba-tér aranyos a kapufesziilt-
séggel, az elektron spinjének végss iranyat a kapufesziiltséggel hangolhatjuk. Ha a for-
rés és a nyel§ elektrodakat ferromagneses anyagbol készitjiik, akkor a forrasbol kilépo
elektron spinje kezdetben a ferromagneses anyag magnesezettségének iranyaval egyezik
meg (a jobb megértés érdekében lasd a 2.2. abrat, amely lényegében a 2.1. abra egy
masik nézetben). A nyeld elektrodaba belépd elektronok széma, az dram a spin végsd

z spintranzisztor
2
F1 InAs (2DEG) F2

2.2. dbra. A spintranzisztorban a baloldali F1 ferromégnesbdl (forrasbol) belépd elektron az
x irdnyban mozog, ugyanakkor spinjének irdnya az x — z sikban forog, mikézben az elektron
eléri a F2 ferroméagnest (nyeldt).

irdnya és a nyel6 elektrodaban 16vé méagnesezettségének iranya kozti szogtol figg. A
spin-FET ellenallasa kiils6 méagneses tér nélkiil, a konnyen kezelhetd elektromos térrel
hangolhato.

A Datta és Das altal javasolt és nagyon igéretesnek ting spintranzisztort — an-
nak ellenére, hogy oriasi lendiiletet adott a kisérleti és elméleti kutatdsok terén —
még nem sikeriilt megvalositani. Ennek elsgsorban harom {6 akadéalya van: i) a spin
injektdaldsa, azaz a ferromagneses elektrodabol kilép6 elektronok azonos iranyba valo al-

! Az elfordulés szoge 27 L/ Ly, ahol Ly, = 7/ky, a spinprecesszios hossz, és ks, definiciéjat e szakasz
végén, a (2.4) egyenletben adtuk meg.
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litasa, polarizalasa,; ii) a spin manipuldldsa, mas széval annak biztositasa, hogy a mozgo
elektron spinjének az iranya valtozatlan maradjon illetve kiils6 eszkozzel valtoztathato
legyen; és iii) a spin detektdldsa, azaz a spin végsG iranyanak mérése. Ferromagne-
ses anyagbol kilép6 és a félvezetGbe belépd elektronok spinje a hatérfeliileten iranyt
valtoztathat, és igy a spinpolarizdlt elektronok (olyan elektronok, melyeknek a spinje
azonos iranyu) szama jelentSsen lecsokken, kiilondsen szobahémérsékleten. Jelenleg
nem sikeriilt elegendGen nagy spinpolarizaltsagot megvalositani, ami a spintranzisz-
tor hatékony miikodéséhez sziikséges. Az elektronok terjedése kézben a Rashba-tértdl
fiiggetleniil és véletlenszertien is valtozhat az elektronok spinjének az irdnya. Ez a je-
lenség a spinfiiggd szorasi folyamatok miatt 1ép fel. Szerencsére a kisérletek szerint a
spinkoherencia-hossz (az elektron altal megtett 1it, ami utan a spin irdnya véletlen mo-
don megvaltozik) nagyobb, mint 100 mikrométer. A mai nanotechnologiai lehetdségek
mellett mar ennél kisebb méretii heteroszerkezeteket is létre lehet hozni, és igy ezen a
téren az elérelépés igéretesnek mondhat6. Kihasznalva a félvezets-ferromagnes hatéran
fellép6 spinfiiggd transzportfolyamatokat kézenfekvonek latszik, hogy elektromos tton
detektaljuk a nyels elektrodaba belépé spinpolarizalt elektronokat. Azonban a detek-
talas ma még hasonlé nehézségekbe iitkozik, mint az injektalas. A kutatok kisérleti
és elméleti vonalon egyarant oriasi erdGfeszitéssel igyekeznek megoldani a fenti prob-
lémakat.

A spintronika a korabban emlitett mezoszkopikus rendszerek természetes kiter-
jesztésének tekinthet6 abban az értelemben, hogy a kozponti szerep az elektron
toltésérsl a spinre tevédott at. A spintronikai eszkozok alkalmazasa szamos elénnyel
jarna. A mai félvezetG-eszkozokhoz képest nagyobb adatatviteli sebességgel, kisebb
fogyasztassal miikods és sokkal kisebb méretd spintronikai eszkozoket lehetne gyar-
tani. De talan a legigéretesebb alkalmazas a kvantumszamitogépek alapjiul szolgald
kvantumbit (qubit) szilardtestben valo megvalositasa lenne. A kvantumbit két kvan-
tumallapot szuperpozicioja, amelyek fizikai megvalositasara szamos javaslat sziiletett,
de az atiits siker még varat magéara.

A spintronikardl szamos attekinté tanulmany késziilt [91-97]. Talan érdemes is-
mét megemliteni Fabian és munkatarsainak a kézelmultban megjelent kitiing, oktato
jellegti 6sszefoglalojat, melyben tovabbi részletek talalhatok a félvezets alapt spintron-
ikarol [86].

Hazénban is aktiv kutatéas folyik a tagabb értelemben vett spintronika teriiletén,
mint példaul az MTA Szilardtestfizikai és Optikai Kutatdintézetében (SZFKI) Bakonyi
Imre és Balogh Judit csoportjanak kisérleti kutatasai, illetve Ujfalussy Baldzs elméleti
kutatéasai, az MTA Részecske és Magfizikai Kutatointézetében (RMKI) Nagy Dénes La-
jos és Bottydn Ldszlo kisérleti kutatasai, az MTA Miiszaki Fizikai és Anyagtudomanyi
Kutatointézetében (MFA) Menyhdrd Miklos kisérleti kutatésai, illetve a Budapesti
Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem (BME) Fizikai Intézetében Mihdly Gydrgy
és Szunyogh Ldszlo elméleti kutatasai. E dolgozat szerzGjének két PhD hallgatoja,
Palyi Andras [102] és Péterfalvi Csaba is foglalkozik a spintronikaval.

A kovetkez6 két alfejezetben a spintronika két fontos kérdésével foglalkozunk: a
Rashba-biliard szint-statisztikajaval, illetve a 2DEG-ben fellép6 spinfiiggs szorassal.
Azonban el6tte — a tovabbiak jobb megértése érdekében — vizsgaljuk meg a (2.2)
Rashba-féle Hamilton-operator tulajdonségait!

Az (r) = (A, B)" ¢* kétkomponensii sikhullam anzatzbol kiindulva a H¢ = Ev
Schrodinger-egyenletbdl a Rashba-féle Hamilton-operator sajatértékeire egyszeri sza-
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moléssal a kévetkezdt kapjuk:

B2 ,
E (k) = e (Jk| + skso)” — Ago, ahol (2.4a)
ke = m*a/h? és Ay = h2k2 /(2m*). (2.4Db)

Itt k = (ky, ky) a hullamszam vektor, és az s = 1 a két megoldast, a diszperzios relacio
két agat jeloli. A két diszperzios ag a 2.3 abran lathato. Mivel a Fg(k) diszperzios
relacio csak a k vektor nagysagatol fiigg a (k,, k,) térben a diszperzios feliiletet ngy
kapjuk, hogy a 2.3 dbra két gorbéjét a fiiggleges tengely koriil megforgatjuk. Lathato,

Esk)  s=+1
3.

I O N _ASO

2.3. abra. A Rashba-féele Hamilton-operatornak az s = +1 (kék gorbe) és az s = —1 (piros
gorbe) dgainak megfelels diszperzios relacio a k = |k| fiiggvényében egy rogzitett k irany
mentén. Itt a k hullimszamot kg, az energiat Ay, egységekben mértiik.

hogy a 0 < k < 2k, tartomanyban az s = —1 &g, innentsl a negativ energids ag
legkisebb érteke —Ay, = —h%k2 /(2m*). InAs alapt félvezetSkben F = 107 V/m

elektromos tér mellett Ay, ~ 0,02meV = 0,23 K |103|, ami meglehetGsen kicsi a
50 meV nagysagrendd Fermi-energiahoz képest.

Hasonl6an konnyen kapjuk a megfelel§ sajatfiiggvényeket:

1 1 ; k
Vs x(r) = 7 ( g ot ) e™ahol 6 = arctg k_i (2.5)

Késébbi eredményekkel valo 6sszehasonlités érdekében ismerniink kell a tombi rend-
szer allapotstiriiségét. Elgszor szamoljuk ki a két agnak megfelels Ni(FE) allapotok
szamat, amelyeknek az energidja kisebb E-nél! Tegyiik fel, hogy £/ > 0! Ekkor irhatjuk,

hogy

A A k+ A k2
D S e e e AL Y
5 2 (2m)” [Eia{)@ 2r)* Jo " o 2 (2.6)

k
Ei(k)<E

ahol A a tombi kétdimenzios minta teriilete, és ky az E = FEi(k) egyenletbdl
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szamithato ki. A (2.4) egyenletbdl adodik, hogy

2m*FE

k| = ki = |k F kso|, ahol k= 2

+ k2, (2.7)

Ha E > 0, akkor az abszolut érték jel elhagyhato. Az allapotstirtiség az allapotok
szamanak energia szerinti derivaltja:

dNL(E) A dke A m*kFky, Am' kso
E = —— = — _— — = — 1 _—
) == T nmtr T a e ko wre \'T mr o
h2 + kso
(2.8)
Végiil a teljes allapotstirtség:
A m*
o(E) = 0+(E) + 0-(E) = — 72> ha E>0. (2.9)

Ez a konstans allapotstirtiség megegyezik a kétdimenzios elektrongaz &llapot-
stirtiségével, ha nincs spin-palya koélcsonhatés, azaz o = 0.

Ovatosabban kell eljarnunk negativ energianal, azaz ha E < 0. Ekkor csak az
s = —1 ag van betoltve, a (ky, k,) térben egy k- = kg + k kiils§ sugaru és egy
ky = kg, — k bels6 sugar gytirtiben vannak betsltott allapotok. Igy az N(E) allapotok

szama: N(FE) = # 7 (k% — k%) = 2 k k. Innen az allapotstirtiség:

dN(E) Am*ky, Am koo
F)y=—F*=— — = ———— ha FE<NO. 2.1
o(E) dE ™ h? k ™ W2 [amE 1k2 o < (2.10)
h2 S0

Kiszamithatjuk a spin varhatoértékét is a (2.5) sajatfiiggvényekre vonatkozoan:

A A sin 9k
(o) = 3 (Ysklo|sk) =s= | —cosby |. (2.11)

<S>:g 2 0

Lathato, hogy (S) merdleges a k = k(cos f, sin by, 0) hullamszam vektorra mind a két
s = 1 ag esetében.
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2.2. Rashba-biliardok

A fejezet tovdbbi részében a |A12, Al14| cikkeinkben kiézolt eredményeinket foglaljuk
0ssze.

Uj, spinnel Gsszefiiggs jelenségeket varunk, ha a spin-péalya kélesonhatas mellett az
elektronok mozgésat a kétdimenzios gazban tovabb korlatozzuk vagy egy szalag szeri
tartoméanyba [108-111|, vagy gytiriibe [112,113], esetleg egy zart véges részbe, an. kvan-
tum pottybe [114-120]. A spin-pélya kolcsonhatas egy zéart rendszer energiaszintjeinek,
sajatfiiggvényeinek, illetve az arameloszlasanak a statisztikajat is befolyasolja [121,122].
Aleiner és Fal’ko a spin-palya kolcsonhatas és a kiils6 magneses tér egyiittes hatasat a
véletlenméatrix elmélettel tanulmanyoztak [123].

Ebben a fejezetben a Rashba bilidrdokat vizsgaljuk, azaz olyan rendszereket melyek-
ben az elektron ballisztikusan mozog egy kétdimenzios tartomanyban mikozben a di-
namikajat a spin-palya kolcsonhatas is befolyasolja. A rendszer Hamilton-operatorat
a (2.2) egyenlettel definidljuk, tigy hogy a tartomany hataran a hullamfiiggvényre a
Dirichlet-hatarfeltételt irjuk el6 (a hullamfiiggvény zérus a hatéaron, lasd példaul a [117]
hivatkozast).

Az o Rashba-féle spin-palya csatolas erdsségét megadhatjuk a spinprecesszios
hosszal is, ami Ly, = 7/ky,, és konnyen véltoztathato a kapufesziiltséggel, mikozben
a rendszer mérete nem valtozik [105-107]. Ugyanakkor, az a valtoztatasaval a biliard
energiaszintjei kiils6 magneses tér nélkiil is valtoztathatok.

Célunk a Rashba-biliardok két fontos jellemzGjét kiszamitani: a o(E) = > (£ —
E,) allapotstirtséget (density of states, roviden DOS) és az N(E) = > O(FE — E,)
allapotok szamat, ahol E,, a bilidrd n-dik energiaszintje (itt d(z) és O(z) a Dirac-delta
fiiggvény és a Heaviside-fiiggvény vagy masnéven lépcsofiiggvény). Az allapotstiriiséget
és az allapotok szamét spin-palya kolesonhatés nélkiil (v = 0) korabban méar intenziven
kutattak. Az N(E) allapotszamot az in. Weyl-formula [41] adja meg, ami az egzakt
N(FE) allapotszam aszimptotikus sora az F energia szerint?. A téméarol kitting bevezetd
talalhato Baltes és Hilf kényvében [42], és szamos alkalmazast taldl az olvaso a [43-48]
miivekben.

Az allapotstirtiséget az egzakt retardalt Green-fiiggvénybdl hatarozhatjuk meg:
(lasd példaul [49])

o(F) = ! lim ImTr G(E + in,r,r'), (2.12)
T n—0+
ahol a spurképzés az r — r’ hataratmenetet, integralast r szerint a biliard tartoméanyara
és a spinvaltozok szerinti spurképzést jelenti. Az egzakt Green-fliiggvény helyreprezen-
tacioban G(z,r,r') = (r|G(2)[r'), ahol a G(z) = (Z—Iﬁl)i1 Green-fiiggvény operéa-
tor kielégiti a hatéarfeltételt a biliard hataran. Innen az egzakt allapotok szama:
N(E) = [*_ o(F)dE"

Altalaban nem ismerjiik az egzakt Green-fiiggvényt, ami kielégiti a hatarfeltételt
is. Azonban, az egrakt Green-fiiggvény mindig felirhatoé az tn. szabad tér Green-
fiigguényének a soraval, ezért ennek ismerete alapveté a tovabbi szamolasokban. A
szabad tér Green-fiiggvénye nem elégiti ki a hatarfeltételt. A kovetkezd szakaszban
kiszamoljuk a G (F,r,r’') szabad tér Green-fiiggvényét Rashba-biliard esetén, azaz

2Az 1.2 fejezetben kétdimenzios elektrongézra az (1.9) egyenletben mér megadtuk a Weyl-formulat
E-ben vezetd rendben.
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a (2.2) egyenlettel adott Hamilton-operatorra. Ezutan kor alaka Rashba-biliardra
is meghatarozzuk analitikusan az egzakt Green-fliggvényt, ami teljesiti a Dirichlet-
hatarfeltételt a bilidrd hatéran.

A Weyl-formulaban az els6 tag az Un. terilet: tag, és gy kaphato, hogy az egzakt
Green-fiiggvényt lecseréljiik a szabad tér Green-fiiggvényével a (2.12) kifejezésben. Ez
a tag mindig ardnyos a bilidrd teriiletével, ezért is hivjék teriileti tagnak. A Weyl-
formula E-ben magasabb rendd tagjai a teriileti tag korrekcioi, amelyet az egzakt
Green-fiiggvény figyelembe vételével kaphatunk. A Weyl-formula masodik vezetd rendii
tagjat keriileti tagnak nevezik, mert ardnyos a bilidrd kertiletével.

Ebben a fejezetben levezetjiik az els§ két vezets tagot a Weyl-formulaban tet-
sz6leges alaki Rashba-bilidrdra. A modszeriink a Berry és Mondragon &ltal kidol-
gozott tiikkrozési modszeren alapul, melyet 6k a neutrino-biliardra alkalmaztak [124].
A neutrino-biliard sajatfiiggvényei a Rashba-biliardhoz hasonléan kétkomponensiek.
Megmutatjuk egyrészt, hogy N(E) vezets tagja valoban aranyos a biliard teriiletével,
és megegyezik a tombi rendszer N (F) allapotszaméval, melynek FE szerinti derivaltjat,
az allapotstiriséget korabban mar levezettiik (lasd a (2.9) és (2.10) egyenleteket). Mas-
részt megmutatjuk, hogy a Weyl-formulaban, az N(FE)-ben a masodik vezets tag —
a fentieknek megfeleléen — a biliard keriiletével aranyos. Erdekes eredmény tovabba,
hogy a biliard spektruménak az aljan az allapotstirtiség szingularis. Ez az eredmény
fiiggetlen a biliard alakjatol, és az a Rashba-csatolas novelésével egyre hangstilyosabb.

A kor alaki Rashba-biliard a legegyszertibb zart tartomény, ami analitikusan kezel-
hetd [125-127]. A késGbbiekben kiszamoljuk az N (F) allapotszamot kor alaka Rashba-
bilidardra, és megmutatjuk, hogy a Weyl-formulaban az els6 két vezetd tag mellett
— amelyek megegyeznek a tetsz6leges alaki bilardra kapott eredménnyel — maga-
sabb rendi korrekciok is megjelennek. Az analitikusan szamolt N(E) allapotszamot
Osszevetjiik a numerikusan egzaktul szamolt energiaszintekbdl nyert allapotszammal,
és latni fogjuk, hogy az egyezés tokéletes.

A tovébbiakban fontos tény — ezért itt ismét hansilyozzuk —, hogy a Rashba-
biliardnal, a 2.1 fejezetben latottakhoz hasonloan (lasd a 2.3 abrat) az energiaspek-
trumnak van negativ energias része is. Megmutatjuk, hogy kor alakt Rashba-biliardra
az allapotstiriiség bizonyos negativ energiaértékeknél szingularis, és ezek értékeire ana-
litikus kifejezést vezetiink le. Az alabb ismertett eredmények [A12, A14] cikkeinkre
épiilnek.

2.2.1. A szabad tér Green-fiiggvénye Rashba-biliardokra

A G (FE,r, 1) szabad tér Green-fiiggvénye alapvetd fontossagt a tovabbiakban, ezért
ebben a részben a (2.2) egyenlettel definialt Hamilton-operatorral adott Rashba-
rendszerre algebrai tton vezetjiik le, és megadjuk polarkoordinatakban is az alakjat.

Adott E energian két propagalo modus létezik, melyek hullaimszamvektorat a (2.4)
diszperzios relaciobol kaphatjuk, és értékeit a (2.7) egyenletben adtuk meg. A Pauli-
matrixok tulajdonsigait felhasznédlva kénnyen belathatjuk, hogy U2 = P2+ pz, és a
Rashba-rendszer Hamilton-operatora a kévetkez6 alakba irhato:

U2 .
+20. (2.13)

H=
2m*  h
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A -
Teljes négyzetté alakitva a fenti operatort a Go(E) = (E— H)  szabad tér Green-
fiiggvénye igy irhato:

K (E) — (% +kso> ] , (2.14)

ahol k(E) értéke a (2.7) egyenletben adott. Itt E' komplex szam is lehet. Felhasznalva
a kovetkez$ operdtor-azonossagot:

*

2m

(A+A>_l + (A—A>_l , (2.15)

ahol \ egy skaldr és A egy operétor, a Goo(E) Green-fiiggvény szétszedhetd két tagra:

A\ —1 AN\ —1
.U .U

ahol k = \/2m*E/h2 + k2, ¢és ks = k F ks *. Bgy wjabb

()\j:/l>_1 = (¥ 4) (» —A2)_1

operator-azonossag segitségével azt kapjuk, hogy

Goo(E) = Tg; % Kl%_ - %) (l?:% - 2—2) _I+<IZ+ + %) (l%i — %j>_1]. (2.17)

A retardalt szabad tér Green-fiiggvénye helyreprezentacioban:

~ m*

Coel) = T

: (2.16)

Goo(E,x,x') = (r| Goo(E +in) | '), (2.18)

ahol F most mar valos szam és n — 07, A (2.17) egyenletben 1év6 két tag helyreprezen-
tacioban az alabbi két fiiggvény kiszamitasat jelenti:

2\ —1
(r | (ki . %) | T). (2.19)

Egyszerii hatarértékszamitassal megmutathato, hogy
2(E+4in) = k2(E)+sgn(E)in, (2.20a)
F2(E+in) = kX(E)+ 1, (2.20b)

ahol k4 hullamszamvektorokat a (2.7) egyenlet szerint definidltuk. A (2.19) egyenletben

3A k abban kiilonbézik k-tol, hogy az elébbiben E komplex szam is lehet.
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leve ket fiiggveny a kovetkezs azonossag alapjan szamolhato ki (lasd pl. [49]):

! —1HM (k| — 1)),
<r|(k2 hQ:I:w;) ') = (2.21)
LHSP (ke — 1)),

ahol Hél’Q)(x) a zérusrendd Hankel-fliggvény és k& > 0, az egyenlet jobb oldalan a
fels6 (also) sor az egyenlet baloldalan szereplé + (—) elGjeleknek felelnek meg. Végiil
felhasznalva a (2.17) - (2.21) egyenleteket konnyen kapjuk, hogy E > O-ra

Goo(E,r, 1) :ch;_ - %) HV(k_jr = 7)) + (k+ + %) HY (k| - r’|)] . (2.22a)

és E < O-ra

A~

Goo(E,r,1')=¢ [(k‘_ - %) Hél)(k_|r —r'|)— (—k+ + %) HéQ)(k;+|r — r’|)], (2.22Db)

ahol ¢ = _i;;k‘ (2.22¢)

Me%Jegyezzuk hogy negativ E energlakra a retardalt szabad tér Green-fliggvény a
fiiggvény mellett tartalmaz H fuggvenyt is, amely aszimptotikusan, azaz nagy
tavolsagokra egy befuté hengerhullaimként viselkedik.
A késGbbiek miatt kiszamitjuk a Go(E,r,r’) Green-fliggvény alakjat polarko-
ordinatakban is. A (2.2) Hamilton-operator az r = (r, ) polarkoordinatakban

N N a o~ . h? 0? 10 1 02
H = Hy+—-U hol — t =+ == 2.23
0+h » 310 <87"2+r8r+7“28<p2) (2.23a)
I 0 e (% . ;ﬂ)
6 - e ia o roe (2.23b)
—e¥ (ar + ;@) 0
Igy a (2.22) és (2.23b) egyenleteket felhasznalva a szabad tér Green-fiiggvénye:
([ kH 4kEH! —ee (- i) (- HL)
(G on-my  kmekal
Go(E,r,x')=¢
kH 4 kyH2 —emie (- LL) (H + 1)
[wgrgyanem  wmom |
(2.24)
ahol a felsé sor a E >0, mlg az alsé sor a —Ay, < E < 0 energidkra érvényes, és
bevezettiik a Hy® = H(12 (kx|r — r’|) jeloléseket. A nemdiagonélis elemekben az r

és o szerinti derivaltakat elvégezhetjilk a p = r — r’ @ valtozé bevezetésével. Igy
konnyen lathato, hogy E > 0O-re a fenti algebrai modszerrel levezetett Green-fiiggvény
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megegyezik Walls és munkatarsainak mas tuton kapott eredményével [128]. Azonban,
6k negativ E/ energidkra nem szamoltak ki a Green-fiiggvényt.

A (2.2) Hamilton-operator (2.5) sajatfiiggvényeit is kiszamithatjuk polarko-
ordinatédkban, és igy a fenti Green-fiiggvényt még kompaktabb alakban irhatjuk fel.
Mivel a H Hamilton-operator kommutal a J, = —ih&p—l—g 0, teljes impulzusmomentum-
operatorral a H | x) = E | x) Schrodinger-egyenlet megoldasat a kovetkez formaban

kereshetjiik [117,118]:
(vl = [ SEmne 225
r| xXm) = , , .
X CoZ g1 (kr)elm+1)e

ahol m egész szam, k > 0, mig Z,,(z) a J,(x), Yu(x) és HY () Bessel-fliiggvények
valamelyike. A diszperzios relacio két aganak (s = +1 a (2.4) egyenletben) megfelels
Ci és Cf egyiitthatok konnyen kaphatok a fenti anzatznak a Schrodinger-egyenletbe
valo helyettesitésével, illetve a

7l (2) £ = Zo(1) = +£Zper(@), (2.26)
x
jol ismert Bessel-fiiggvényekre érvényes rekurzios relaciok segitségével [50], és a

kovetkezGt kapjuk:
CE/CE =41, ha E >0,

(2.27)
CE/CEf=—1, ha—Ay, < E<DO.
Végiil az origbban regularis sajatfiiggvények polarkoordinatakban:
([ £ (kar) |
' e E >0,
Imi1(kger)e™?
(r ] xm) = (2.28)
—Jm(k’:t’l“) )
' e, B <0,
Ja1(kgr)e™?

\

ahol E-re a (2.4) diszperzios relacio két megoldasa ki, melyeket a (2.7) egyenletben
definidltunk.

A szabad tér Green-fliggvényének a sajatfiiggvényekkel kifejezett alakjahoz sziikség
van az origoban szingularis sajatfiiggvényekre is:

j:H,g) kir .
(r|ht) = 1 (s ) eme. B> 0, (2.29a)
JzA il(k:ir)e“"

m

—Hﬁf) kyr .
(r|hf) = ( (Fe ) eme. B <0, (2.29b)

~ ( —Hngl)(k_r) ) .
(r|h,)= ™, E<O. (2.29¢)
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Ezutan felirhatjuk a szabad tér Green-fliggvényét a fenti sajatfiiggvényekkel, amelyik
— mint latni fogjuk — hasznos lesz a kor alakti Rashba-bilidrdok allapotsiiriségének
meghatéarozasahoz. Ennek érdekében a (2.24) Green-fiiggvény nemdiagonélis elemeiben
szerepld r és o szerinti derivalasokat a kovetkezd addicios Gsszefiiggéssel |50]

Hy P (e =) = 30 HGD ) d(r)e™ e, >,

m=—0oQ

és a (2.26) rekurzios relaciokat felhasznalva végezhetjiik el. Végiil viszonylag egyszertien
belathato, hogy a (2.24) szabad tér Green-fiiggvény Rashba-bilidrdokra a (2.28)—(2.29)
hullamfiiggvényekkel a kovetkez6 kompakt alakba frhato:

Goo(Borx') = ¢ kaalhf) (GhIe") + k(i) O, ) . (2:30)

m=—00

ahol a ¢ paramétert a (2.22¢) egyenletben adtuk meg. Ez az eredmény minden energiara
érvényes. A Green-fiiggvénynek ezt az alakjat fogjuk majd hasznélni a 2.2.3 fejezetben.

2.2.2. A Weyl-formula teriileti és keriileti tagja tetszéleges
alakd Rashba-biliardra

Ebben a fejezetben kiszamoljuk az allapotstiriiség Weyl-formuléjanak [41,42,49] F
szerinti els§ két vezetd rendi tagjat (a teriileti és keriileti tagot) tetszdleges alaki
Rashba-bilidrdra.

Elgszor tekintsiik a teriileti tagot! Az allapotstiriiség (2.12) kifejezésében az egzakt
Green-fiiggvényt lecseréljiik a (2.22) szabad tér Green-fiiggvényére. Az U operétor
spinvaltozok szerinti splurja zérus, ezért ezek a tagok nem adnak jarulékot. Konnyen
lathato, hogy emiatt az allapotstiriiség vezets rendi tagja:

2m* 1 k, ha E >0,
_ 4 - (2.31)
2r W% k| k. ha E <0,

Qarea (E)

ahol A a Rashba-biliard teriilete, és k a (2.7) egyenletben van adva. A levezetésbol
vilagos, hogy a Weyl-formula vezetd rendt tagja, a teriileti tag mindig aranyos a bilidrd
teriiletével. Az allapotok szama az allapotstiriiség E szerinti integralja:

o)~ Lo [ £+ Ay, ha B >0,
T 1 /Au/E T B, ha — A< E< 0.

A (2.31) egyenletbdl lathato, hogy negativ energidkra az allapotstiriiség 1/v/E + A,
négyzetgyokos szingularitast mutat a biliArd energiaspektruménak aljan, azaz
E — —A energianal. A bevezets részben, a (2.9) és a (2.10) egyenletekben ugyanezt
az eredményt kaptuk. Ez 4ltalanosan, minden bilidrdra igy van.

Most kiszamoljuk a Weyl-formulaban a keriileti tagot tetszéleges alakii Rashba-
biliardra. Ezt a tagot tiikkrozési modszer [44| altalanositasaval, csak a szabad tér Green-
fliggvényének felhasznélasaval vezetjiik le. A konkrét szamolas sokban hasonlit Berry

(2.32)
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és Mondragon neutrino-biliardokra végzett szamolasaikhoz [124]. A biliard hatarat
egyenes szakasszal kozelitjik, és az egzakt Green-fiiggvénynek a

G(r,r') ~ Gu(r,r') + Gi(r,r'), ahol (2.33a)
Gi(r,r') = —Gu(r,r;), (2.33b)

kozelits alakjat hasznaljuk. Itt r; az r’ tiikkorképe a biliard hatarara (lasd a 2.4 abrat).
Nyilvanvalo, hogy G(r,r’) is kielégiti a Schrodinger-egyenletet az r valtozdjaban.

S

I’/'

2.4. abra. Az r; pont az r’ tiikorképe a biliard egy kis szakaszanak egyenessel kozelitett
hatéréra (kék vonal). Az r és r’ helyvektorok a bilidrd belsejében vannak.

A (2.12) kifejezésben a spur kiszamitasahoz definialjuk az r = (n,s) és v’ = (n,s + o)
helyvektorokat, ahol n és s az r koordinatai a bilisrd hatarara meréleges irdnyban
és a hatar mentén. Természetesen n < 0, hiszen r a bilidrd belsejében van. A
r — r’ hataratmenet a spurképzésben a ¢ — 0 hataratmenetnek felel meg. Ekkor

| r—r; |=1/(2n)° + 02, és a G,(r, r')-bl szarmazo korrekcio a o( E) allapotsiiriiségben
igy frhato:

1 N
Operim(E) = —— lim ImTr G;(E + in,r,r')

T n—0t
1 m*1
27 h? k

c 0
/ ds/ dn [k_Jo(k_2n) + ki Jo (k+2n)], (2.34)

ahol az s szerinti integralban £ a biliard keriilete, és a spinvaltozok szerinti spturbol
ad6do 2-es faktor mar be van szdmitva. Felhaszndlva az [ Jo(ax)dz = 1/a Gsszefiig-
gést (itt a > 0) kapjuk, hogy

L 2m* 1

Operim (E) ==

ami minden F > —A, energiara érvényes. Végiil az allapotstiriiség E szerinti integralja
adja az allapotok szamat:

L [2m*
Nperim(E) = _% 72 V E+ Asoa (236)

ami ugyancsak minden E > —Ay, energiara érvényes. A minusz elGjel a Dirichlet-
hatarfeltétel kdvetkezménye.
Osszefoglalva, az els6 két vezets tag a Weyl-formuldban N(E) = Nuea(E) +
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Nperim (E). Megjegyezziik, hogy a spin-palya csatolas hianyaban (o = 0) az N(£) alla-
potok szama megegyezik a korabbi eredménnyel, melyet kétdimenzios elektrongézra
vezettek le [42,43,45,47,49] (eltekintve a spinbdl szarmazo 2-es faktortol).

2.2.3. Kor alakt Rashba-biliard egzakt Green-fiiggvénye

Ebben a részben az R sugari kor alakt Rashba-bilidardot vizsgéljuk. A rendszer
sajatfiiggvényeit felirhatjuk az origoban regularis (2.28) sajatfiiggvények linearis kom-
binaciojaként. A fiiggvényben szerepld egyiitthatokat a Dirichlet-hatarfeltételbsl
szamithatjuk ki. Egyszert szamolasbol kapjuk a szekularis egyenletet:

T (ki R) i1 (k_R) + sgn(E) Jo(k_R) i (ki R) = 0, (2.37)

ahol m egy egész szam. Minden rogzitett m kvantumszdmra ennek az egyenletnek
a megoldasai adjak a kor alakt Rashba-bilidrd energiaszintjeit. Ugyanezt a szekuléris
egyenletet vezették le a [125-127] cikkekben is. Ez az egyenlet invarians az m — —m—1
cserére; ezt nevezik Kramers-degeneracionak. A trivialis megoldas, amikor k. vagy k_
zérus, kizarhato, mert ekkor a hullamfiiggvény zérus a bilidrd minden pontjaban. Ilyen
megoldas példaul az £ = —A,,.

Az allapotstriség kiszamitasdhoz sziikség van a kor alaktt Rashba-bilidrd egzakt
Green-fiiggvényére. A Dirichlet-hatarfeltétel miatt ez a Green-fliggvény zérus a bi-
lidrd hatarén, azaz amikor vagy az r vagy r’ a hataron van. A (2.30) szabad tér
Green-fiiggvénye altalaban nem teljesiti ezt a Dirichlet-hatarfeltételt, de egy alkalmasan
valasztott Gy homogén Green-fiiggvény hozzdadasaval mar teljesiil. Itt Gu kielégiti a

(E — H> Gy =0 homogén egyenletet. A hatarfeltétel G-re:

G(r,r') = Goo(r,v') + Gy (r,t') =0, for |r|=R, (2.38)

ahol 1’ a biliard belsejében van. Mivel a Gy homogén Green-fiiggvény is teljesiti a
Schrodinger-egyenletet, ezért felépithets a (2.28) regularis sajatfiiggvényekbdl:

oo

Gr= 3 | A G0 4B [ x) (6 | +Com 165 (6 | 4D | X500 |,

m=—0oQ

(2.39)
ahol az A, By, Cp, és Dy, egyiitthatok a (2.38) hatarfeltételbsl kaphatok. Tetszéleges
alaku biliardra ez végtelen sok egyiitthatdo meghatarozasat jelenti, de szerencsére kor
alaku bilidrdra ezek az egyiitthatok véges szamiak és analitikusan kiszdmithatok. Ha
a (2.30) és (2.39) egyenleteket behelyettesitjiik a (2.38) egyenletbe, akkor a (x | r')
sajatiiggvények egyiitthatoinak azonositasaval a kovetkezét kapjuk:

A (2 X5+ B (v [ x) = —ch (x| ), (2.40a)
Con (0 [ X5) + D (v | X) = —ck_ (x| By, (2.40b)

ahol az (r | xI) sajatfiiggvényeket az |r| = R helyen kell venni. Ez a két egyenlet
valgjaban négy inhomogén lineéris egyenlet az A,,, By, Cpn, és D,, egyiitthatokra, és
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igy analitikusan meghatarozhatok a (2.40) egyenletekbdl:

(| HY(k R) —Jn(k_R)
H4i (ke R) Ty (k- R)
Ay = ——2F ) (2.41a)
—H (kyR)  —Jo(k_R)
HP (k R) Ty (k_R)

(| Jn(kiR) —HWY(k_R)
Jerl(kJrR) Hr(ri—)i-l
D, = ——= (2.41b)

—
?
=y

N~—

En 1| ZgkeiR) —HD(k_R)
| Jmsr(keR) Hyly(k-R) |
2ic
B, = = 6 2.41
m = Cn=_pp & (2.41c)
Fro = Ju(kyR)Jmsr(k_R) + sgn(E)Jy(k_R)Jpis (ks R). (2.41d)

Az A, és D,, kifejezésekben a fels6 sor az £ > 0, mig az als6 sor a —A;, < F < 0 en-

ergidkra érvényes. A (2.41c) egyenletben kihasznaltuk a Bessel-fiiggvényekre érvényes
Wronski-relaciokat [50].

Végiil az egzakt Green-fiiggvény helyreprezentacioban G(r,r') = Go(r,r') +
Gu(r,r’), ahol G (r,r') a (2.24) vagy a (2.30) egyenlettel adott, mig a homogén
Green-fiiggvény helyreprezentécioban Gy (r,r’) = (r | Gy | v'), és a Gy operator
a (2.39) egyenletbdl a (2.28) és a (2.41) egyenletek felhasznéalasaval szamolhato ki.

Barmely bilidrd energiaszintjei megegyeznek a retardalt Green-fiiggvény polusaival.
Kor alaka Rashba-biliard G egzakt Green-fiiggvényének polusai a Gy polusai, hiszen
a G szabad tér Green- fiiggvénynek nincsenek poélusai. Konnyen lathatd, hogy Gu
polusai az F), zérushelyei, melyek valoban a (2.37) szekuléris egyenlet zérushelyei. Ez
az eredmény egyben ellendrzési lehet&ség, hogy Gu alakja a polusokat tekintve helyes.

2.2.4. A Weyl-formula korrekcidja kor alakiit Rashba-biliardra

A tovabbiakban kiszamitjuk az allapotsiirtiség és az allapotok szadmanak elsé néhany
vezet$ rendd tagjat kor alaku Rashba-bilidrdra Berry és Howls [47] szisztematikus
sorfejtési modszerével, melyet 6k egy R sugart tartoméanyba zart kétdimenzios elek-
trongazra alkalmaztak.

Az egzakt G = G + Gy Green-fiiggvény elsé tagja adja a (2.12) allapotsiirtség
teriileti tagjat, és az eredmény a (2.31) kifejezés. Mig az dllapotok szdma a (2.32) kife-
jezésbdl kaphato. Az allapotsiirtiség korrekcios tagjait Gy homogén Green-fiiggvény
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spurja adja. Viszonylag egyszeri szamolas utan a kovetkezét kapjuk:

o0 R
TeGy = 21 ) /‘7drlﬁxmmxAm4-+Am>+JiULTXDm4-+Dm>
m=—oo v Y
(Bpo1 — Bp), E >0
420 (k) o () . (2.42)
(Bmfl + Bm), E < 0

Az A,,_, tagokat tartalmaz6 sorban az m Osszegzési indexet eltoltuk egyel, hogy
ugyanazt a radialis integralt kapjuk, mint az A,, tagokat tartalmazo6 sorban, és hason-
l6an jartunk el a B,,_1,Cy,—1 és D,,_1 tagokat tartalmazo sorokban is. A radiélis inte-
gral egzaktul elvégezhets [129]. Az allapotsiirtséghez ki kell szamolni a Tr Gy kifejezést
az E + in komplex energian. Ennek érdekében hasznos Stewartson és Waechter [45],
és késsbb példaul Berry és Howls [47] eljarasahoz hasonloan, a J,,(z) és Hél’Q)(z)
Bessel-fiiggvényeket atirni az [,,(z) és K,,(z) modositott Bessel-fiiggvényekre az F
energianak a komplex sikra valo kiterjesztésével (az angolul heat-kernel method). A
kovetkezG lépés, hogy Tr Gy-ben a modositott Bessel-fiiggvényeket kicseréljiik azok
uniform-kézelitéssel adott — a valtozd minden értékénél gyorsan konvergalo — so-
raival [47,50]. Ezutan megtartva a vezeté rendii tagokat, hosszabb szdmoléssal® a
kovetkezGt kapjuk:

A m'R? <~ (1 Ty T
TG = h2x Zoo {5 [mz + a2 s —I—xQ]

1 om2 4+ 22 4 22
+—|1- S : (2.43a)
N NN T T
ahol
iv = RE(E+in), (2.43b)
iry = sgn(E)Rky(E+in), (2.43c)
ir- = Rk_(E+1in). (2.43d)

Megjegyezziik, hogy a (2.43a) kifejezés masodik tagjanak szogletes zardjelében 1éve
rész zérus, ha x, — x_, azaz amikor nincs spin-palya kolesonhatas (o = 0), és ekkor a
kétdimenzios elektrongéz keriileti tagjat kapjuk a Weyl-formuldban. Tovabbi korrekcios
tagokat ugy kaphatunk szisztematikus modon, hogy a modositott Bessel-fiiggvények
uniform-kozelitésében a sor tovabbi tagjait is figyelembe vessziik [47]. Azonban véges
spin-palya kélcsonhatés esetén a szamolas egyre bonyolultabba valik.

A (2.43a) kifejezésben az m szerinti Gsszegzés a

i fm = i / N dm f, €27 (2.44)

m=—00 p=—00""

Poisson-féle Gsszegzési formula [49,130] segitségével atirhato. Ezutan — kovetve Berry

4Tovabbi részletek talalhatok az [A14] cikkiinkben.
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és Howls eljarasat [47] — csak a g = 0 tagot tartjuk meg °. Végil az n — 0
hataratmenet és az m szerinti integral elvégzése utan, Tr Gg-bol az allapotsiirtség kor-
rekcidjara egy meglehet&sen hosszadalmas szamolassal a kovetkezd eredményt kapjuk:

_ 1

QH(S):_QW_ \/5505(
(
1 / €so /_Esa
\/HTSOE( 5+5so>_K( 5+5so>]75>07

_% (2.45)

£+ €g0)

\/@ E(ﬁ)_K(\/@) €<0
e+eso €so Eso ! !

ahol bevezettiik az € = 2m*ER?/h? és az g5, = 2m* Ay R?/1? = k% R? dimenziotlan
paramétereket. Itt E(z) és K (x) a teljes elliptikus integralok a [129] konyvbeni definicio
szerint. A feliilvonas gy (g)-ban arra utal, hogy az oszcillalo tagokat elhagytuk, ez az
allapotsiiriség un. sima része. Az els6 tag og(c)-ban (2.43a) els6 két tagjabol jon, és
megegyezik a tetszéleges alaki Rashba-biliard (2.35) keriileti tagjaval. A Dirac-delta
tag és az elliptikus integralokat tartalmazé tagok (2.43a) mésodik szogletes zarojeles
tagjabol szarmaznak, és ezek a keriileti tag korrekcios tagjai kor alaku Rashba-biliardra.

Végiil az allapotstiriiség £ szerinti integrilja adja az allapotok szdméanak sima részét
Rashba-biliardra:

%m_,/ﬁgsﬁ%[ﬁﬁf((‘/—ﬁ;:)—\/7€+550E(1/—€—f;:>}, ha & > 0,

N(e) =

VBV T B~ VE T B — MR B ({520 ) ha — e < <0,

(2.46)
Az els6 két tag (mind pozitiv, mind negativ energidra) a G szabad tér Green-
fiiggvényébdl jon, ezek a teriileti és keriileti tagok a Weyl-formulaban, és megegyeznek
a korabban tetszGleges alaki Rashba-bilidrdra levezetett (2.32) és (2.36) eredmények-
kel. Az elliptikus integralokat tartalmazé tagok a keriileti tag korrekcios tagjai kor
alakt Rashba-bilidrdra. Megjegyezziik, hogy egy teljesen eltérs, optikai rendszerben,
a kor alaku valtozo torésmutatoju biliardban ugyancsak fellépnek teljes elliptikus inte-
gralok [131].

A fenti (2.46) eredményt, az N(¢) allapotok szdmanak sima részét osszehasonli-
tottuk a (2.37) szekularis egyenletbdl kapott N () egzakt allapotok szamaval kor alaka
Rashba-bilidrdra. Mint latjuk az egyetlen dimenzidtlan paraméter a kg, R mennyi-
ség. Az Ly, = m/ks, spinprecesszios hossz tipikus értéke akar néhany szaz nanométer
nagysagu is lehet |94]. Ha R = 10 um sugari kvantumgyftiriit vesziink, akkor Rashba-
bilidrdra a relevans paraméter elérheti a ks, R = 70 értéket is (példaul 107 V/m
elektromos térerdsség mellett GaAs, GaSb, InAs and InSb félvezetSkre kiR értéke
3,8,17,8,34,5 és 89,2 [103].).

A 2.5 a dbra mutatja az egzakt és az allapotok szamanak sima részét a dimenzidtlan
¢ fiiggvényében. Az abran 6388 energiaszintet vettiink szamitédsba. A 2.5 b abran

lathato a két fliiggvény AN = N(e) — N(e) kiilonbsége ¢ fiiggvényében. Lathato,

5A p # 0 tagok az allapotstirtiség oszcillalé tagjait eredmeényezik a Weyl-formulaban.
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2.5. abra. a) Az egzakt N(F) allapotok szama (szaggatott vonal) és N(FE), az allapotok
szamanak sima része (piros, folytonos vonal) az E energia (¢ = 2m*ER?/h? egységekben)
fiiggvényében. Az abrabetét az a) abra kinagyitott része a spektrum aljan. b) AN = N(e) —
N(e) kiilénbség ¢ fiiggvényében. Mindkét abranal a \/zso = ksoR = 70 értékkel szémoltunk.

hogy az egyezés kitlinG, és a AN kiilonbség zérus koriil fluktual, ahogy ezt a helyes
Weyl-formulatol varjuk. Ez azt jelenti, hogy a szekularis egyenlet megoldasakor nem
vesztettiink gyokot, azaz energiaszintet®.

Erdemes megnézni, hogy a (2.46) kifejezésben az elliptikus integrdlokat tartalmazo
korrekcios tagok nélkiill a AN = N(g) — N(e) kiilonbség hogyan valtozik az energia
fiiggvényében. A 2.6 dbra mutatja, hogy AN monoton né az energia fliggvényében,

és a novekedés kb. 27 az abrazolt energia-tartomanyban. Ezért az allapotstiriiségben,

-25
|
-50 —
Z
< ]
-75 |\|| _
-100 | | | | | | | | | | |
-4500 -3000 -1500 0 1500 3000
€

2.6. dbra. A AN kiilonbség a (2.46) kifejezésben az elliptikus integrélokat tartalmazé tagok
nélkiil az E energia (¢ = 2m*ER?/h? egységekben) fiiggvényében. Itt is ks R = 70.

illetve az allapotok szdmaban a korrekcios tagok nélkiil nem kapjuk meg a helyes Weyl-
formuléat.

SAN egy altaldnosan hasznalt moédszer a hidnyzo gyokok keresésére, hiszen ha valamelyik gyok
hidnyzik, akkor ettdl a gyoktdl szamitva AN mar nem zérus koriil fog fluktualni, lasd pl. [132].
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2. FEJEZET SPINTRONIKA

Az allapotok szadma negativ energiadkra

Erdekes viselkedést mutat az allapotok szama kor alaka Rashba-biliardra negativ ener-
gidkon. A 2.7 dbran az egzakt N(F) éallapotok szama bizonyos €, energidkon (ezeket
kés6bb hatarozzuk meg, lasd a (2.50b) Osszefiiggést) lépcesdszertien ugrik, de az egyes
lépcsck erdsen lekerekitettek. Ez a 1épcsds viselkedés AN-ben nagy valtozasokat jelent
az €, energiakon, és igy, itt nagy cstcsok jelennek meg az allapotstirtiségben.

T T T T T
4s0- —— ExactN(e) ==
| T Nasyrmp (€) ? ]
300/~ -
w
z | ]
150{~ .
R0 1 4840

2.7. dbra. Az egzakt N(F) allapotok szdma (folytonos vonal) és a késGbb levezetett (2.50)
aszimptotikus Nysymp(£) allapotok szama (piros, szaggatott vonal) negativ energidkra (¢ =
2m*ER?/h? egységekben). Itt is kgo R = 70.

Ennek a furcsa viselkedésnek a megértéséhez hasznos dbrazolni az egyes energia-
szinteket m fliggvényében, ahogy ez a 2.8 abrén lathaté. Az egyes gorbék majdnem
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2.8. abra. Az egzakt energiaszinteknek (e = 2m* ER?/h? egységekben) az m kvantumszamtol
valo fliggése kor alakt Rashba-biliardra (kiilonb6z6 szimbolumok) adott n-re, mely n = 1 és
n = 7 kozott valtozik. A folytonos vonal az egzakt energiaszintek kozelitése a (2.47) egyenlet
alapjan (lasd a szoveget). Itt is kgoR = 70.

vizszintesek az € (n = 1,2,...) energidkon, és igy ezeken az energidkon az allapot-
siirtiségben nagy csicsok jelennek meg. A Bessel-fiiggvények nagy argumentumra
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2.2. RASHBA-BILIARDOK

érvényes Debye-féle aszimptotikus kifejezését hasznélva [50] a (2.37) szekularis egyen-
letbél levezethetjiik az energiszinteknek az m és n kvantumszamoktol vald kozelits
fliggését, és a kovetkez6t kapjuk negativ energidkra:

nm\2
Emm = Eso [(2—)2 — 1] , ha e,,<0. (2.47)
Eso — M

A 2.8 abrabol az is jol latszik, hogy az egzakt energiszinteknek az m és n kvan-
tumszamoktol valo fiiggése jol egyezik a (2.47) kozelité eredménnyel. Kis m,n-re
az egyezés szinte tokéletes, példaul €y 7 tizedesjegyre megegyezik az egzakt értékkel
€so = kgoRR = 70 paraméter mellett. Kor alakt Rashba-biliard energia-spektruméanak
legkisebb értéke Ein = h2/(2m*R?)eo1 = B?2/(2m*) 72 /(4R?) — Ay,.

A tovabbiakban levezetiink egy kozelité Osszefiiggést az allapotok szamaéra, fel-
hasznalva

Mmax Mmax

asymp =2 Z Z @ 8 - 5mn (248)

m=0 n=1

alakot, ahol €, ,-t a (2.47) egyenletben adtuk meg, és a 2-es faktorral a Kramers-
degeneraciot vettiik figyelembe, és végiil muyax = [v/Eso| €8 Nmax = [(24/Es0/7] a leg-
nagyobb m és n, melyre €, ,, még negativ. Itt [| az egészrész fiiggvényt jeloli.
Alkalmazva a Poisson-féle Gsszegzési formulat [49,130] a (2.48) kifejezés m szerinti
Osszegzésében, és megtartva csak a nem-oszcillalo tagokat a kévetkez6t kapjuk:

Mmax mmax‘i’% Mmax
Mm@ = 23 [ O —cndm =23 mem, (a9
n= 2 n=
ahol m*(e,n) az €,, = ¢ egyenlet megoldasa m-re adott ¢ és n mellett. Igy

a (2.49) egyenletbdl Debye-kozelitésben, rovid szamolas utan az aszimptotikus allapo-
tok szamara kapjuk:

Nagymp(2) = 2 /70 Z ,/HE“ O(c —<3), ahol (2.50a)

2
e = Egmz(n?ﬂ- —&y és e<0. (2.50Db)

Az eredmény az egzakt allapotok szaméaval egyiitt a 2.7 abréan lathato. Az egyezés
jol lathatoan kittind a teljes negativ spektrumon, és csak a zérushoz kozeli energidkon
figyelhets meg kis eltérés. Nyitott kérdés, hogy a fenti eredmény hogyan magyarazhato
meg szemiklasszikus modszerekkel, hogyan vezethetd le a (2.47) eredmény. Ez lehet
esetleg egy késébbi kutatéis targya. Egy lehetséges it az a szemiklasszikus kozelités,
melyet a [133,134| cikkek szerzéi dolgoztak ki.

Az éllapotstiriiség az N(E) éllapotok szaménak FE energia szerinti derivaltja,
ezért kor alaka Rashba-bilidrdra az allapotstiriiség négyzetgyokos szingularitast (Van
Hove-szingularitdst) mutat ES"8 = h%/(2m*R?)e’ energidknal. Ha a kér alaka
Rashba-bilidArdhoz kontaktusokat kapcsolnénk, akkor ebben a nyitott rendszerben a
vezetGképességnek egy hirtelen valtozasat varhatjuk az E518 negativ energidkon, hiszen

a vezetGképesség aranyos az allapotsirtiséggel.
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2. FEJEZET SPINTRONIKA

2.2.5. Kitekintés

Miel6tt levonank a konklizidkat roviden tekintsiik at a szintstatisztikdval kapcsolatos
eredményeinket! Ezutan felsorolunk néhany elméleti kérdést is a Rashba-bilidrdokkal
kapcsolatban.

Mint lattuk a Schrodinger-egyenlet kor alakii Rashba-bilidrdra szepardlhato
polarkoordintakban, ezért a rendszer integralhat6. A kvantumkaosz kapcsan korabban
megmutattak, hogy integralhato rendszerekben az energiaszintek statisztikaja Poisson
tipusi  (lasd példaul a |46] konyvet). Ennek érdekében megvizsgaltuk a numeriku-
san kapott egzakt energiaszintek eloszldsat. Tekintsiik az egymast koveté nemdegen-
eralt (Kramers-degeneracio) E, szinteket, melyeket numerikusan a (2.37) szekularis
egyenletbdl nyeriink. Ezutan elkészitjik a kvantumkaoszban szokasos z, ,unfolded”
spektrumot, majd ebbdl a szomszédos szinttavolsagok s, szekvencidjat a kovetkezd
modon: x, = N(E,) és s, = Tpy1 — o, , ahol N(E)-t a (2.46) egyenlet definalja.
Ekkor az s, szomszédos szinttavolsagok eloszlasa: P(s) = > d(s — s,), ahol N/
az s, szinttavolsdgok szama. A véletlen matrix elmélet szerint Pameet(s) = e~ [130].
Ezt nevezik Poisson-statisztikinak a kvantumkéosz teriiletén. A Poisson-statisztika
helyett a numerikus eredményekkel valo kénnyebb Osszehasonlitéas érdekében célszeri
kiszamolni az tn. kumulativ eloszlasfiiggvényt, azaz P(s) integraljat: [ P(s')ds’ =
J%, Zﬁle O(s—s,). Ezt a mennyiséget egyszertibb a numerikusan nyert energiaszintek-
bél kiszamitani. Hasonloan a Ppperet(S) elméleti eloszlasfiiggvény kumulativ eloszlas-
fiiggvénye: fos Pometer(s")ds" =1 —e7°. A 2.9 abréan 6sszehasonlitottuk a numerikusan
kapott energiaszintek szintavolsidgainak kumulativ eloszlasfiiggvényét az elméletileg jo-
solt 1 — e~ 7 fiiggvénnyel. Lathato, hogy az egyezés még kis s-re is nagyon jo. Valoban,

f P(s)ds'
0
10

081

06+

04+

02

0.0

0 1 2 3 s 5 S
2.9. dbra. A numerikusan kapott (piros vonal) és az elméletileg josolt (kék vonal) kumulativ
eloszlasfiiggvény 3194 energiaszintet véve. Itt is kg R = 70.

kor alaki Rashba-bilidrdra a szomszédos energiaszintek tavolsagéanak P(s) eloszlasa
Poisson tipust, ahogy ezt egy szeparalhato rendszertdl a véletlen matrix elmélet alapjan
varjuk.

Nem kor alakt Rashba-bilidrdokra a spin-palya csatolas megsziintetheti a rend-
szer integralhatosagat, és ekkor a véletlen matrix elmélet szerint a szintstatisztikat az
tn. szimplektikus sokasig hatarozza meg [46,135]. Megjegyezziik azonban, hogy bi-
zonyos atmeneti statisztika is lehetséges, ami nem irhato le a véletlen matrix-elmélettel.
Ilyen példaul a téglalap alakt Rashba-bilidrd esete Dirichlet-hatarfeltétellel és a kis kg,

48



2.2. RASHBA-BILIARDOK

értékeknél [122|. Ekkor a téglalap alakua biliard spin-pélya csatolas nélkiil integralhato,
de véges spin-palya csatolasnal mar nem.

Most felsorolunk néhany elméletileg nyitott kérdést. A periddikus palyak
elméletének kidolgozasadhoz alapveté fontossagi a Weyl-formula ismerete Rashba-
bilidardokra. Normal bilidrdokra (kétdimenzios elektrongaz, spin-pélya csatolas nélkiil)
lasd a [42,49] miiveket, mig harmonikus potenciallal bezart Rashba rendszerre jo példa
talalhato a [134] hivatkozas cikkeiben. A Rashba-bilidrdokban az elektron dinamikéja-
nak jobb megértéséhez célszeri lenne alkalmazni Littlejohn és Flynn szemiklasszikus
elméletét, melyet altalanosan, tobbkomponensd hullamfiiggvénnyel leirhat6é rendsz-
erekre dolgoztak ki [133]. Ebben a fejezetben vézolt Green-fiiggvényes modszer ki-
indulasi alap lehet olyan mérheté mennyiségek kiszamitdsdhoz Rashba-bilidrdokban,
mint példaul a magnesezettség [136] vagy az allandosult dramok (angolul persistent
currents) [112].

Osszefoglalva, ebben a fejezetben tanulmanyoztuk az elektronok dinamikajat egy
olyan zart tartoményban, bilidrdban, amelyben a Rashba-féle spin-pélya kolcsonhatas
véges. Kiszdmoltuk a Green-fiiggvényt ilyen Rashba-féle Hamilton-operatorral leirhato
rendszerre és kor alaki Rashba-bilidrdokra Dirichlet-hatarfeltétel esetén is. A szemi-
klasszikusan szamolt allapotsiirtiség jo egyezésben van az egzaktul, numerikusan szé-
molttal. Kor alaka Rashba-bilidrdokban az energiaspektrum negativ részén az allapot-
stirtiség bizonyos energidkon négyzetgyokos, Van Hove-szingularitdst mutat. Ebben
a fejezetben — a dolgozat terjedelme miatt — nem vizsgaltuk a spin-operator kvan-
tummechanikai atlagat a kor alaka Rashba-biliard egyes sajatallapotaira vonatkozoan.
Azonban az [A14] cikkiinkben megallapitottuk, hogy szimmetria okok miatt a spin
vektora csak a biliard sikjara merdleges lehet (legyen ez a z tengely), és az m = 0
kvantumszamra, illetve a kozel zérus energia-sajatértékeknél a spin <0z>mn kvantum-
mechanikai atlaga ugrasszerien megné. Gyenge magneses térbe helyezveﬁa rendszert
a Zeeman-felhasadas ardnyos a spin z komponensének nagysagaval, és igy kisérletileg
kimutathato.
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2.3. Spinfiiggd szoras
A fejezet tovdbbi részében a [A13| cikkinkben kizolt eredményeinket foglaljuk dssze.

Szorasi kisérletekben a spin-palya kolesonhatds megsziinteti a spin forgasi szim-
metriajat, és igy befolyasolja a szo6rodo részecske spinpolarizaciojat [137]. Ugyanakkor
a spin-palya kolcsénhatas miatt a szoérasi hataskeresztmetszet is aszimmetrikussa val-
hat a szog fiiggvényében, ezt nevezik ferde szorasnak (skew-scattering) [137-139]. A
magfizikiban ezt a jelenséget ki is hasznaljak spinpolarizalt neutronok elGallitasdhoz
[140]. FélvezetSkben erds spin-palya kolcsonhatas esetén az energia-sajatallapotok
spinfiiggGek, és magneses tér nélkiil is megfigyelhetiink spin szerinti felhasadast a disz-
perzio6s relacioban, ahogy ezt a bevezets 2.1 szakaszban lattuk. Ez az effektus egészén
nagy lehet alacsony dimenzids szerkezetekben, amelyekben a spin-palya koélcsonhatést
okozo6 kvantumgodor potencidlja tiikrozésre aszimmetrikus, mint példaul a 2.1 részben
részletesebben ismertetett Rashba-rendszerekben (lasd még [84, 88]). Lattuk, hogy
ilyen rendszerekben a spin-palya kolcsonhatas erésségét kiilsé elektromos térrel valtoz-
tathatjuk, és igy a Datta és Das altal javasolt spintranzisztor |79 4j lehetGségeket vetett
fel a spintronika teriiletén [96]. Ugyanakkor, fundamentélis és sajnos még nem telje-
sen megoldott probléma, a spinpolarizalt elektronok létrehozasa, detektalasa, illetve
kontrollalasa. Szamos javaslat sziiletett spinpolarizalt elektronnyalab keltésére [141].
Az eddigi kutatasok szerint, sajnos a nyilvanvalonak latszé ferromagnes-félvezets sz-
erkezetek erre nem alkalmasak, mert a ferromagnesbdl kilépé elektronok spinpolariza-
civja jelentdsen lecsokken, amikor az elektron a félvezet$ tartomanyba jut. Igy, agy
tiinik, hogy csak a teljesen félvezets alapon készitett eszkozok johetnek szoba [142].

Nemrégen, tobb ilyen, teljesen félvezetd alapt spinpolarizalé eszkozt javasoltak,
melyekben azt hasznaltdk ki, hogy az « Rashba-féle spin-palya csatolas térben
megfelelGen tervezett modon valtozik [143|. Térbelileg valtozo spin-pélya csatolast
példaul tgy lehet létrehozni, hogy a félvezetd szendvicsszerkezet folé (lasd a 2.1
abrat) egy kicsi extra elektrodat helyeziink, ami megvaltoztatja o értékét az elek-
troda alatt [144]. Tovabbi lehetGség, hogy az o paraméter erésen fiigg attol, hogy a
hullamfiiggvény mennyire hatol be a rétegekbe |145], de inhomogén réteg novesztésével

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a bejévs polarizalatlan elektronnyalab a val-
toz6 « spin-palya csatolas miatt rugalmasan szorédva az elére szorasi szoghoz kozeli
irAnyokban majdnem teljesen polarizalt lesz. Ennek érdekében tekintsiik egy olyan
rendszert, amelyben az «(r) spin-péalya csatolas a kétdimenzios elektrongéz sikjaban
az

a(r) = a10(a — |r|) + O(|r| — a), (2.51)

modon valtozik, ahol a a szoréasi tartoméany sugara, © a Heaviside-fiiggvény és r =
(x,y) a kétdimenzios elektrongaz sikjaban a helyvektor (lasd a 2.10 abrat). A rendszer
Hamilton-operétoréit a Rashba-féle (2.2) szimmetrizalt” operétor irja le:

a(r)

2h

2
P a(r
H=-—+ Q(%py — 0yPz) + (02py — Oyp2)

py o7 (2.52)

"Mivel a(r) helyfiiggs a Hamilton-operator spin-palya kolcsénhatasat leird részét szimmetrizalni
kell annak érdekében, hogy a rendszer Hamilton-operitora hermitikus legyen.
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2.10. abra. A bejovs elektron k hullamszamvektorral adott sikhullama egy helytdl fiiggs
a(r) spin-pélya csatolas kovetkeztében szorodik, melynek egy része a ¢ szorasi szog iranyaban
terjed. A piros a sugara tartomanyon beliil a spin-palya csatolas értéke konstans aq, kiviil
pedig as.

ahol p = (p;,py) az impulzus-operator, m* az elektron effektiv toémege, és o,,0, a
Pauli-matrixok. Egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy as = 0 és oy = « allando
érték. Szamolasunk konnyen altalanosithatd mas a(r)-fiiggésre is. Nemrégen hasonlo
szorési problémat vizsgaltak allando «o(r)-ra, de az elektrongaz sikjaban valtozo elek-
trosztatikus potencialt feltételezve [128,148].

A spinfiigegd szorasi folyamatok leirasahoz célszeri bevezetni a spinstiriiség-méatrix
fogalmat [138,139, 149]. Ennek segitségével explicit formuldkat vezethetiink le a dif-
ferencidlis és a teljes szorasi hataskeresztmetszetre és a szort hullam P*¢ spinpolar-
izaciojara a bejovs elektronnyalab sikhullamjinak P™¢ spinpolarizaciojanak a fiigg-
vényében.

Elgtte attekintjiik a spinstiriség-matrix modszert. A k hullimszamvektora bejovs
sikhullam alakja: ¢™°(r) = ¢’** |5) , ahol |y) a spinallapotot jeloli. Kétdimenzioban a
szort hullam aszimptotikus alakja a szorocentrumtol tavol:

eikr

NG £(0) 1), (2.53)

P(r, ) ~

ahol f(p) a szorasi amplitudo (ez a spintérben egy 2 x 2-es matrix), és k-tol, illetve a
@ szorasi szogtdl fiigg. A f(p) szorasi amplitudo kifejthets a og egységmatrix | illetve
a Pauli-méatrixokbol képzett o = (01, 02, 03) vektor segitségével®:

3

f(p) = Zuk(s@) oy = up(p)oo +uly) - o, (2.54)

ahol ug és u = (uy, ug, u3) a szorasi probléma Schrodinger-egyenletének megoldasabol
hatarozhato meg.

A bejovs hullam spinstirtiség-matrixa p™ = 1 (o0 + o - P), ahol P™ = (o), =
Tr (p™ o) a hullim polarizacija. A szort hullam spinstriiség-matrixa kapcsolatba

8 Az attekinthet&bb formalizmus érdekében a tovabbiakban a o1 = 04,00 = oy,03 = 0, jeloléseket
hasznaljuk a Pauli-méatrixokra.
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hozhaté a bejovs hullam spinstiriség-matrixaval [138] :

fpinch
= 2.55
T (fpineft)’ (255)

ahol Tr a spurképzést jeloli a spinéallapotokra. Felhasznélva a (2.54) egyenletet a dif-
ferencialis szorasi hataskeresztmetszet:

do

o = T (£p™fT) = c+v-P™, ahol (2.56a)
2
3
c = Z lup|* és v =2Re(uju) —i(u x u*). (2.56b)
k=0

Itt Re(-) a komplex szam valds részét és a * a komplex konjugélést jeloli. Megjegyezziik,
hogy altalaban u x u* nem zérus, de mindig tisztan képzetes vektor. Hasonl6an, a szort
hullam P*¢ polarizacios vektora:

sC SC w _'_ MPil’lC
P* = (o) =Tr(p*0o) = e iv.pmnc’ (2.57a)

ahol w = 2Re(uju) + i(u x u*) és az M maétrix komponensei:

M = (Juol® = [uf?) &; + 2 Re (ufu;)
3
+ 2 e Im (ugur), (2.57b)

k=1

ahol 7,7 = 1,2,3 és ¢;;, illetve €;;, a Kronecker-delta és a Levi-Civita-szimbolumot,
mig Im(-) a komplex szam képzetes részét jeloli. Az M matrix komponensei valos
szamok.

A kvantummechanikai szorasi problémakban jol ismert optikai tétel [81] spinfiiggs
valtozatat is a Gauss-féle hullimcsomag idébeni fejlédésének vizsgalataval lehet le-
vezetni, és a kovetkezGt kapjuk:

Ttot = 8% Im {e'% [uo(0) + u(0) - P™ ]}, (2.58)
ahol o a teljes szorasi hataskeresztmetszet.

Mint lathato, az Osszes fizikai mennyiség az ug(yp) egyiitthatokkal van kifejezve,
ami az f(p) szorasi amplitudot definialja a (2.54) egyenleten keresztiil. Ezeket az
ismeretlen wug(p) egyiitthatokat a kétkomponenst spinorokra kiterjesztett parcialis
hullimok modszerével szamolhatjuk ki, mint példaul a [128] cikkben. Legyen a
spinkvantalasi tengely a z tengely! Ekkor a sajatspinorok, azaz a o, Pauli-méatrix
sajatvektorai ~,, ahol v, = (1,0)", ha ¢ = +1, és v~ = (0,1)", ha 0 = —1 (T
a vektor transzponalasat jeloli). InnentSl a ¢ = £1 spinkvantumszam helyett egy-
szerien + frunk. Mivel a (2.52) Hamilton-operator kommutal a J, = —ihd, + 5o,
teljes impulzusmomentum-operatorral barmely parciadlis hullim, ami megoldésa a
Schrodinger-egyenletnek indexelhets a bejové elektron hullamfiiggvényének 5 € J kvan-
tumszamaval, illetve a o spin kvantumszamaval. Itt J = {--., -3 -1 1 3...1
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Ekkor a bejové sikhullam terjedésési iranyat az x tengely irdnyaban valasztva polarko-

c s

parcialis hullamok Gsszegére [50]:

, 1 .
bo(r) = e, — DN [hg}g(r)mf;(r) , ahol  (2.59)

1,2 1,2 i(j—o
P (x) = H2(kr)eT=o/D0,, (2.59b)
a kimend (a fels6 indexben 1) és a befuté (a felsg indexben 2) hullamok, és k = |k| =
V2m*E /h bejovs sikhullam hullamszamvektoranak a nagysaga. Itt HT(,%’Q)(Z) az elss,
illetve masodfaji m-ed rendt Hankel-fiiggvények.

A szorasi probléma leirasdhoz elGszor tekintsiik h;f) (r) egyetlen parcialis hullam
szorasat! A j-dik parcidlis hullam a szorasi tartomanyon kiviil és beliil a kovetkez6
alaku:

W = @ s p 50 h D ha >, (2.60a)
pie = AV X+ AV, ha r<a, e (2.60b)
7J: 19k r)e” /2 §
Xj,r(r) _ J 1/2< ) o ez]ap’ (260C)
Jjs1/2(krr)e?

ahol J,,(z) a Bessel-fiiggvény, 7 = +1 a Rashba-rendszer diszperzios relaciojanak agat
jeloli (lasd a (2.4) egyenletet), mig k.-t és kgo-t a (2.7), illetve a (2.4b) egyenletek-
ben definidltuk [151, A12, A14]. Itt jegyezziik meg, hogy a szorési tartoméanyon beliil
a xjr(r) sajatfiiggvény egy fazisfaktortol eltekintve megegyezik a (2.28) egyenletben
definidlt origdban reguléris sajatfiiggvénnyel, ha az indexelésnél a J, = —ihd, + goz
teljes impulzusmomentum-operator j félegész sajatértékei helyett az L. = —ih0,
impulzusmomentum-operator m sajatértékeit vessziik. Az ismeretlen Agi)i és Sj(i)i
egyiitthatokat a hatarfeltételekbdl hatarozhatjuk meg.

Ezek a hatarfeltételek nem a szokdsos hatarfeltételek, melyeknél a hullamfiiggvény
és derivaltjanak folytonossagat koveteljiik meg. Ennek oka, hogy a rendszer Hamilton-
operatora spin-palya kolcsonhatast is tartalmaz. Korabban éppen emiatt, bizonyos
spintronikai rendszerekre a szdmolasok hibdsak voltak. A helyes hatarfeltételeket
el6szor Ziilicke és Schroll vezette le [152]. Roéviden véazoljuk a levezetést, mivel az
egyaltalan nem trivialis, és egyben tanulsidgos is. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel,
hogy az «(z) spin-pélya csatolas csak z-tdl fiigg, és ugrassszeriien viselkedik az x = 0
kornyékén tgy, hogy az x < 0 tartomanyban zérus, mig az x > 0 féltérben z — 07-
ra a(xr) — ap véges értékhez tart! Ennek altalanositdsa mar konnyen elvégezhetd.
Induljunk ki a Hy = Ev Schrodinger-egyenletbdl, ahol H-t a szimmetrizalt (2.52)
egyenlet definial. Integraljuk az egyenletet x szerint —e-t6l +e-ig, ahol € > 0 (és a
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szamolas végén az € — 0 hataratmenetet vessziik):

+e e
{— i (‘9_@[1] + i +oz(x) (amg— a)d}dm

2m* Ox | _ 2 ), dy e
1 [* 0 0
+ % ). <Uz oy oy %) a(x) de = 0. (2.61)

Itt kihasznaltuk, hogy a Schrodinger-egyenlet jobb oldala az integralas és az ¢ — 0
hataratmenet utan zérus, mivel ¢ folytonos fiiggvény. A fenti egyenletben az elsé in-
tegral zérushoz tart, ha ¢ — 0, mivel az integral kis e-ra kozelithet egy e-nal aranyos
mennyiséggel. A masodik integralban az a(x)y szorzatot kell derivalni, és igy megje-
lennek az a(z), illetve ¢ derivaltjai. Az integral, ami v derivaltjait tartalmazza mege-
gyezik a fenti egyenlet els integraljaval, és ezert a fentiek szerint zérus € — O-ra. Mig

az integral, ami a(x) derivaltjait tartalmazza a a = 0 miatt arédnyos az [~ J; g‘;‘ Y dx in-

tegrallal, ami oy f_g d(z) dx = app(0) értékkel egyenls, ha e — 0. Végiil Gsszeszedve
az Osszes szorzofaktort a fenti egyenlet — a probléma hullamfiiggvényeinek derivaltjaira
vonatkoz6 hatarfeltétel — az ¢ — 0 hatardtmenet utan a kovetkezé alaki:

oplre
[a—x} 3 — tkgooy1(0) = 0, (2.62)
ahol kg, = m*ag/h>.

Visszatérve a (2.60) egyenletben adott hullamfiiggvényekre a (2.62) hatarfeltételt
célszert atirni polarkoordinatakban. Ennek levezetése hasonlé6 médon torténik, mint a

fenti hatarfeltétel, és végiil a (2.60) hullamfiiggvényekre érvényes hatarfeltételek:

el = (2.632)
(Out) . (111
Oy = (O —iksooy,) Vi | (2.63b)
ahol j € J és 0 = £1, mig 0, = —sinpo, + cospo,. Adott j-re ezek az egyenletek

8 darab Bessel- és Hankel fuggvenyeket tartalmazo inhomogén linearis egyenletrend-
szerre vezetnek a 8 db ismeretlen Ai 4 és Si . egyiitthatokra®. Az egyenletek explicit
alakja fliggetlen a ¢ szogtol. Az egyutthatok numerlkusan meghatarozhatok Kony—
nyen belathato, hogy érvényesek a Sa]g = S_U L, 6s S_](),g = S = S(_UJU = S
szimmetria-relaciok, ahol j E J és 0 = +1. A tovabbiakban feltesszuk hogy numer1kus
szamolasbdl ismerjiik az Si | egyiitthatokat.

A fentiek alapan a telJes hullamfuggveny a szora51 tartomanyon kiviil felbonthato

o ijom by + VT alakban, ahol %S a szért hullam és ¢, a bejovs

7€l

sikhullimot a (2.59) egyenlet definial. Konnyti beldtni, hogy ¢ és i = 3 w(m
j€J
kielégiti a (2.63) hatarfeltételeket. Felhasznalva a Hankel-fiiggvények aszimptotikus

h(l)(r) ~y/ e cilkr=-0/2)3) cili=0/2)¢ 7, alakjat [50], ahol r > a, a W& sz6rt hullam

‘770—

9Adott j-re és o-ra a (2.63) egyenlet valdjaban 4 egyenletet jelent, hiszen 1 kétkomponensi, és
ennek dupldjat kapjuk o = £1 két értékére, innen a 8 db egyenlet.
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etkr

aszimptotikus alakja kiszamolhato. Végiil a (2.53)-b6l <%|1/J‘(,S}C)> ~ e

a (2.54)-bol a kovetkezst kapjuk az uy egyiitthatokra:

up(p) = Z{Bj cos(j — %)cp + G} cos(j + %)4 , (2.64a)

fo.or adodik, és

JEIT
wi)= 2sin(p/2) 3 D, cos(i), (2:610)
JEIT
us(p) = —2cos(p/2) Z D; cos(j), (2.64c¢)
jelt
: (.1 .1
usz(p) = zj;{Bj sm(j - i)gp -G} sm(y + 5)90] , (2.64d)

ahol a B; = (SY), — 1)/v2mik, C; = (SY_ - 1)/v2xik, D; = SV, /v/2nik és J* =
3, g, -+ } jeloléseket vezettiik be.

A (2.64) egyenletekbdl vilagos, hogy ¢ = 0O-ra csak ug és uy nem zérus. Ennek
harom kovetkezménye van:
i) A (2.56) egyenlet szerint a differencialis szorasi hataskeresztmetszet a bejovs sik-
hullam P™ polarizaciés vektoranak csak az y komponensétdl fiigg (nem fiigg Prc-t6l
és Pme-tl).
ii) A (2.57) egyenletbél kivetkezik, hogy polarizélatlan bejové elektronnyalabra (P =
0) a szort hullam polarizacioja y irdnyu az el6re szorés iranyaban, azaz ¢ = O-ra. Meg-
jegyezziik, hogy ezzel ellentétben a szokasos Mott-szorasnal a polarizacios vektor mindig
merGleges a szorasi sikra.
iii) A (2.58) optikai tétel kovetkezmeénye, hogy a teljes szorasi hataskeresztmetszet is
csak a polarizaciés vektor y komponensétol fiigg, azaz P;nc—tc’)l.

A numerikus szamolasokban a szérasi folyamatot a ka és kga dimenzidtlan
paraméterekkel jellemezhetjiik. A 2.11 a &bra szerint a szorasi tartomany kozelében
az elre szoras iranyaban (a vords szinid tartomanyban) a szort elektronok majdnem
teljesen polarizaltak. Ugyanakkor a szorési tartomény bal oldalan a polarizaci6é nagyon
kicsi, hiszen a bejové sikhullam polarizalatlan és a visszaszoras kicsi. A 2.11 b abréan
az elére szords irdnyaban a vords tartomény jelzi, hogy itt a toltéssiirtiség nagyobb,
mint a bejévs hullam toltésstirisége. Mindez azt jelenti, hogy egyrészt a szorési folya-
mat révén az elére szoras irdnyaban viszonylag jol polarizalt elektronnyaldbot kapunk.
Masrészt a bejovs sikhullam erdsen fokuszalodik a szorasi tartomanyhoz kozel egy kis
teriiletre. A k and kg, paraméterek més, kisérletileg elérhets értékei mellett is hasonlo
eredményeket talaltunk.

A fenti eredményeket mas modon is megvizsgaltuk. A (2.56) egyenletbdl szamolt
differencialis szoréasi hatéskeresztmetszet és a (2.57) egyenletbdl szamolt |P*| polariza-
cios vektor nagysiga lathato a 2.12 abran a szérési szog fliggvényében polarizélatlan
bejovés sikhullamra, és kisérletileg relevans paraméterekkel szamolva [147] Az abrabol
jol lathato, hogy a differencialis szorasi hataskeresztmetszet meglehetGsen nagy, és a
szort nyalab majdnem teljesen polarizalt az el6re szoras irdnyahoz kozel, egy sziik
szogtartomanyban.

Megvizsgaltuk a szoras nagyenergias hatéresetét is. Ekkor ka > 1, azaz a Fermi-
hullaimhossz sokkal kisebb, mint a szorasi tartomény a sugara. Ebben az esetben

29



2. FEJEZET SPINTRONIKA

2 2
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2.11. abra. A polarizaci6 nagysagénak (a), illetve a teljes hullamfiiggvényhez és a bejove
sikhullamhoz tartozé toltésstrtiség aranya (b). Feltettiik, hogy a bejovs sikhullam teljesen
polarizalatlan (P = 0), és balrol az = tengely iranyaban terjed. A kézépsé kor alaku részben
a spin-pélya kolcsonhatas véges. A koordindtakat a kor a sugaradnak egységében mértiik. A
paraméterek: ka =7 és kgoa = 1.

0.8 /\
_ 12 : —
e 061 oo ] 1
%) = |
W 04F Satf - -
02+ O ' .
60 0 60
O 1 " 1 1 1
8 7 6 5 4 3

2.12. abra. A |P*¢| polarizacios vektor nagységa (f6 4brén) és a differencialis szorési
hataskeresztmetszet (bal oldali 4brabetét) a ¢ szorési szog (fokokban) fiiggvényében teljesen
polarizalatlan bejovs sikhullamra. Nagyobb ¢ szogtartomanyra (fokokban) a [P fiiggését a
jobb oldali abrabetét mutatja. A paraméterek: ka = 20 és kgoa = 4.

alkalmazhatjuk a Born-kozelitést, és megmutathato, hogy a szoérasi amplitudo f ~ o,
modon viselkedik. Igy a (2.54) egyenletbdl ug = 0 és u ~ (0,1,0)", mig a (2.57)
egyenletb6l w = 0. Innen kovetkezik, hogy polarizdlatlan bejové elektronnyaldbra
a szoOrt hullam polarizacioja elhanyagolhaté a nagyenergias hataresetben. Ha a spin-
palya kolcsonhatas mellett egy kiils6 elektrosztatikus potencialt is alkalmazunk, mint
példaul olyan kisérletekben, ahol a lokalizalt hullamfiiggvény a tartomany hataran valo
reflexio kovetkeztében a titkkérpontban is lokalizalodik [128|, akkor ug és ug, és emiatt
P mindig véges, még Born-kozelitésben is.

Osszefoglalva, polarizalatlan elektronnyalab egy olyan kor alakd tartoméanyon vald
szorodasat vizsgaltuk, melyben a Rashba-féle spin-palya kolesénhatas nem zérus. Meg-
mutattuk, hogy ekkor a szort nyalab majdnem teljesen polarizalt az el6re szoras
iranyahoz kozeli szorasi szogekre. Igy jol megtervezett, térben valtozo spin-palya
csatolassal elérhetjiik, hogy méagneses tér nélkiil is, pusztan elektrosztatikus tton létre-
hozzunk spinpolarizalt elektronokat. Ilyen eszkozok segitségével tovabbi spintronikai
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alkalmazasokra és kvantuminformécios feladatok megoldasara nyilik lehetGség.
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3. fejezet

A grafén

3.1. A grafén fizikajanak alapjai

A szén a természet és életiink egyik legfontosabb kémiai eleme. Két modosulata, a
grafit és a gyémant régota ismert. Koztiik csak kristalyszerkeztiikben van kiilonbség,
mégis teljesen eltérd tulajdonsagokkal rendelkeznek. A grafit hatszoges, mig a gyéméant
az un. gyémant-szerkezetben kristalyosodik [80]. A grafit nagyon puha, atlatszatlan,
elektromosan vezetG és olcs6, mig a gyéméant nagyon kemény, atlatszo, szigetel6 és
draga anyag. Joval késébb, 1985-ben fedezték fel a Cgy molekuldt, masnéven a fullerén
molekulat, amely egy futballabddhoz hasonlit, hatvan szénatom egy gémb felszinén
Otos és hatos gytriket alkot [153]. A felfedezésért 1996-ban F. Curl, H. W. Kroto és R.
E. Smalley megosztva kaptak kémiai Nobel-dijat. A szén méasik, nemrégen, 1991-ben
felfedezett modosulata a szén nanocsd, amit elGszor egyértelmiien Ijima izolalt kisérleti-
leg [154]. A szén nanocsévekrdl szamos Osszefoglalo talalhato az irodalomban [155,156].

A manchesteri egyetemen Geim kutatocsoportjanak 2004-ben sikeriilt a grafitbol
egyetlen atom vastagsagu réteget, un. grafént levalasztani [157]. Rogton ezutan Kim
csoportjanak is sikeriilt grafént elGallitani, és megerGsitették Geim csoportjanak az
eredményeit [158]. A grafénben a szénatomok méhsejt-szerii alakzatban helyezkednek
el, ahogy ez a 3.1 dbran lathato. A grafénnek kitiintett szerepe van hiszen a fullerént,
a szén nanocsovet és a grafitot is elvben a grafénbdl lehet szarmaztatni. A fullerénnél a
grafén szerkezetbe 12 darab 6tszoges gytirtt kell beépiteni (ez pozitiv gorbiileti hibét
eredményez a grafénben), és igy fizikai szempontbél a fullerén egy zérus dimenziju
objektum, diszkrét energiaszintjei vannak. A szén nancsovek a grafénnek hengerré valo
feltekerésével, és a megfelel§ szénatomok Osszekotésével kaphatok. A szén nancsé igy
egy kvazi egydimenzios objektumnak tekinthets. Végiil a grafit megfelelGen elrendezett
grafén rétegek egymas folé helyezésével szarmaztathato, ezért a grafit a szénnek egy
haromdimenziés moédosulata.

A Mermin—Wagner-tétel szerint kétdimenzioban nem létezik hossziatavi rend,
kétdimenzios kristaly termodinamikailag insatbil, ezért nem létezhet [159, 160).
Fizikailag, a termikus fluktudciok olyan nagysagrendi elmozdulasokhoz vezetnek,
melyek Osszemérheték a racsallandoval. Igy egészen mostanaig tgy gondoltak, hogy
kétdimenzios szerkezet csak egykristdlyon ndveszthets. Ezért is nagy jelentdségi
Geim csoportjanak a felfedezése, az akar 100 pum méretii grafénpikkelyek izolalésa.
Ilyen nagysagt mintak mar alkalmasak tovabbi kutatasokra, mint példéul transzport-
tulajdonsagok vizsgalatara. Egy-, kétrétegl grafén mintédkat grafitbol vilasztotték le.
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3.1. dbra. Grafén csik két kontaktus kozott. A csik hossza L, a szélessége W. A grafén
kristalyszerkezete az a; és az elemi cellavektorokkal jellemezhets. Minden elemi cellaban két
bazisatom (két szénatom) van (az abran a kék korok az A tipusa, a piros korok a B tipust
szénatomokat jeloli).

A grafitbol mechanikai hasitassal kiillonb6z6 vastagsagu kristalyszemcséket allitottak
eld, legegyszeriibben cellux ragasztofeliiletére ragadt pikkelyeket. A kritikus lépés, hogy
az egyrétegi grafén szabadszemmel (optikai mikroszkoppal) is lathatova valik, ha a
szemcséket Si lapkara helyezziik, melynek oxidalt feliilete jol megvéalasztott vastagsagu
(tipikusan 300 nm vastag SiOs). Talan soha se fedezték volna fel a grafént, ha nem ezzel
a modszerrel keresték volna. Megjegyezziik, hogy ha a SiO, vastagsaga akarcsak 5 %
-kal eltér a grafén mar nem lathato. Igy a latszolag egyszertinek tiing eljaras valojaban
komoly kisérleti felkésziiltséget igényel. A Mermin—Wagner-tétellel valosziniileg azért
nincs ellentmondés, mert a szénatomok kozti kolcsonhatas még szobahdmérsékleten is
olyan erds, hogy a termikus fluktudciok nem elegend&ek diszlokéciok, mas kristalyhibak
keltésére vagy a grafénsik harmadik dimenzioban valo kis torzulasidra. Azonban, ez a
kérdés még nincs teljesen megnyugtaté modon megmagyardzva, tovabbi kutatasokra
van sziikség. Mindenesetre az tény, hogy létezik grafén.

A grafén egyik fontos tulajdonsaga, hogy benne a toltéshordozok mozgékonyséiga
rendikiviil nagy, 1 = 15000 cm?/V s, ami a szokédsos félvezetsknél joval nagyobb (Si-
ra = 1350cm?/V s [83]). Igaz, hogy InSb-ra p = 77000cm?/V s, de ez az érték
csak dopolatlan félvezetére igaz, mig grafénre a mozgékonysag dopolt esetben is meg-
marad nagy értéktinek. Igy a grafén elektromos transzportja ballisztikus marad akar a
szubmikronos skalan (0,3 um) is.

A maésik fontos ok, amiért a grafén nagyon rovid idén beliil a kutatas kozép-
pontjaba keriilt, az a benne lév6 toltéshordozok kiilonleges jellege. A kondenzélt
anyagok fizikijaban a Schrodinger-egyenlet hatarozza meg az anyagok elektromos
tulajdonsagait. Ugyanez érvényes grafénre is, de amint azt késébb latni fogjuk, a
toltéshordozok dinamikajat a Schrodinger-egyenlet helyett nagyon jol kozelithetjiik a
Dirac-egyenlettel. Habar az elektronok mozgasa egyaltalan nem relativisztikus, az
elektronok kélcsonhatasa a méhsejt-racsban elrendezett szénatomok peridédikus poten-
ciadljaval olyan kvéazirészecske gerjesztést eredményez, ami alacsony energian nagy pon-
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tossdggal irhato le a 2+1 dimenzios zérus tomegd Dirac-egyenlettel. Emiatt gyakran
a neutrinokhoz hasonlitjak a grafénben felléps Dirac-fermionokat. Azonban egy fontos
kiilénbség, hogy grafénben az effektiv ,fénysebesség” kb. 300-szor kisebb a vakuum-
ban terjedd fény sebességénél. A grafén felfedezése és elektromos tulajdonsiganak
mérése mostantol lehetGséget nytjt a kvantum-elektrodinamikaban ismert kiilonleges
jelenségek tesztelésére. Magneses térben a Dirac-fermionok a ,hagyoméanyos” elek-
tronokhoz képest szokatlan modon viselkednek, és 1j fizikai jelenségek figyelhet6k meg,
mint példaul az anomalis Hall-effektus. A fenti gondolatokat a kdévetkezs, bevezets
jellegii fejezetekben részletesebben is kifejtjiik.

Az elmult par év alatt a grafénrdl tobb ezer cikket irtak. Nehéz lenne errdl szamot
adni ebben a dolgozatban. Ehelyett az érdekl6dsk szamara az alabbi Gsszefoglalokat,
illetve a benniik talalhato referencidkat javasoljuk. Szerencsére mar tobb Osszefoglalo
m{ is megjelent a grafénrdl, amelyekben szamos, e dolgozatban nem érintett kérdést is
elemeznek [161-165], s6t egy kiilon kiadas is megjelent a Solid State Communication
folyoiratban [166]. Hazankban a Miiszaki Fizikai és Anyagtudoméanyi Kutatointézetben
Bir6 Laszlo Péter vezetésével, Tapaszto Levente és Dobrik Gergely 2007-ben kezdték
el grafén mintak elGallitasat. Pasztazo alagitmikroszkoppal nanométeres pontossaggal
tudtak grafén mintakat ,méretre szabni”, ami lehet&vé teszi a grafén elektromos tulaj-
donsagainak tervezését [167]. Dobrik Gergely, ELTE fizikus hallgato ebbdl a téméabol
készitette szakdolgozatat [168].

3.1.1. A grafén savszerkezete

A grafén méhsejt-szerti szerkezetének a stabilitisa az elektromos tulajdonsigainak
kovetkezménye. A szén s-palydja és a két p-palyaja kozott felleps sp? hibridizacio
eredményezi a hatszoges szerkezet stabilitasat, kialakitva az un. o-kotést, mas néven
a o-savot. Ez a o-kotés felelGs a szén Osszes modosulatanak stabilitasaért. A Pauli-
elv miatt ez a sav teljesen be van toltve, és egy alacsony energias vegyértékkotési
savnak felel meg. A szénatom harmadik p-palyaja, ami meréleges a hatszoges sikra
(egyszertiség kedvéért legyen ez a p, palya) kovalens kotéssel kapcsolodik a szomszédos
szénatom p, palyajahoz, létrehozva az an. m-kotést, mas néven a w-savot. Mivel a p,
palyan egy elektron van a w-sav félig van betdltve. A tovabbiakban ezzel a w-savval
foglalkozunk.

A grafén savszerkezetét elGszér Wallace tanulmanyozta 1947-ben, de abban az
idében a tisztan kétdimenzids grafén-szerkezet vizsgalatat pusztan elméleti modell-
nek tekintették [169]. Valojaban, maga Wallace is kiinduldsi pontnak tekintette ezt
a szamolast a grafit jobb megértése érdekében, ami nagyon fontos volt az atomreak-
torok kifejlesztésében a II. vilaghébori idején. Kés6bb a Slonczewski-Weiss-McClure
savszerkezeti-modell nagyon jol leirta a grafit savszerkezetét, és sikeresen alkalmaztak a
kisérleti eredmények megértéséhez [170,171]. Igy Wallace eredményei feledésbe meriil-
tek, és csak napjainkban a nanocsdvek és a grafén irant megnétt érdeklddés miatt valt
ismét fontossa.

Ebben a fejezetben 6sszefoglaljuk a szamolas legfontosabb pontjait, figyelembe véve
a szénatomok kozti tavolabbi szomszéd-kélesonhatasokat is. Kissé modositva, Reich és
munkatarsai munkajat kovetjiik [156,172|. Szoros kotési kozelitésben (tight-binding
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approximation) [83,173] a k allapott' Bloch-fiiggvényt két bazisatommal rendelkezd
grafénben? a kovetkezs alakban vehetjiik fel:

ilr) = ¢LN %: MR C4(K) palr — R) + Cp(K) pp(r —R-d)|,  (3.1)

ahol az Osszegzés az R = nja; +nqas racsvektorokra torténik (itt nq és ny egész szamok,
N a teljes grafén mintaban 16v6 elemi cellak szama, mig a; és a; a méhsejt-racs elemi
cellaijanak vektorai, lasd a 3.1 abrat), d = (a; + az)/3 a B tipusi szénatom helye
az elemi cellaban, pa(r) és pp(r) az A, illetve a B tipust szénatom p, allapotahoz
tartozo hullamfiiggvény egyre normalva, és végiil Cs(k) és Cp(k) linedrkombinécios
egyiitthatok, melyeket

Hi(r) = B(k)th(r) (3:2)

Schrodinger-egyenlet hataroz meg. Beszorozva a (3.2) egyenletet balrol a p(r), illetve
¢p(r—d) hullamfiiggvényekkel, és integralva r szerint a C4 (k) és Cp(k) egyiitthatokra
kapunk egy-egy egyenletet.

Az igy kapott két egyenletben az egyes tagokat aszerint csoportosithatjuk, hogy
a (3.1) egyenletben szereplé R elemi racsvektor melyik értékét veszi fel, ha példaul az
A tipusu atomtol szamitott 1., 2., 3., stb. szomszédtavolsagra 1év6 atomokat tekintjiik.
Ko6nnyt belatni, hogy a méhsejt-racsszerkezetben az els6-, méasod-, és harmadszomszéd
tavolsag v3a/3 ~ 0,577a, a, illetve 2v/3a/3 ~ 1,155a, ahol a = |a;| = |ag| =
V3 ac_c az elemi cella vektor hossza, ami a szén-szén atomok kozti, mérésekbdl ismert
ac—c ~ 1424 tavolsaggal adhato meg 3. Igy példaul a 3.1 abran jelolt A tipust
atomtol elsGszomszéd tavolsidgra 1évé harom darab B tipusi atom az R, elemi celldkban
talalhato, mig a hat darab masodszomszéd tavolsagra 1évs A tipust atom az Ra, illetve
a harom darab harmadszomszéd tavolsagra 1évé A tipusi atom az Rj elemi cellakban
talalhato, ahol

R1 = 0, —a, —ag, (33&)
RQ = :I:al, :I:ag, :I:(a1 — ag), (33b)
R3 — —aj —ag,aj; — az,Ads — aj. (33C)

Rovid szamolas utan adott k mellett a (3.1) Bloch-fiiggvényt meghatarozo Ca(k) és
Cp(k) egyiitthatokra kovetkezo sajatérték-egyenletet kapjuk:

H( Ca(k) ) = E(k)S < Ca(k) ) : (3.4a)

Cp(k) Cp(k)
ahol S S
Hpay Hap , a4 Sap
H = S = 3.4b
( Hps Hpp ) O ( Spa Sep ) ’ (34b)

LA k vektor a Brillouin-zénaban van, mely az a; és as elemi cella vektoroktol fiigg.

2A 3.1 4bran az a; és ay elemi cella vektorokkal meghatarozott elemi celldban a két bazisatom az
A tipusu szénatom (kék korok) és a B tipust szénatom (piros korok).

3Megjegyezziik, hogy ha az elsGszomszéd kizelitésen til, figyelembe akarunk venni tavolabbi szom-
szédokat is, akkor a masodszomszéd kolcsonhatas mellett, szdmitasba kell venni a harmadszomszéd
kolcsonhatést is, mert a méasod-, és harmadszomszéd tavolsagra 1év6 atomok viszonylag kozel vannak
egyméshoz.
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és a H hopping matrix és az S hullamfiiggvény-atfedési integralokbol képzett méatrix
az els6 harom szomszédot figyelembe véve a kdvetkezs alaki:

Hya=Hpp =€ +m ZeikRZ, (3.5a)
R
HAB = HEA =Y Zeile + 2 Z@ikR3, (35b)
R1 RS
San=Spp=1+s )y (3.5¢)
129
SAB = SEA = Sp Z €ikR1 + S9 ZeikRB, (35(1)
R
ahol ¢ = [¢4(r)H(r)pa(r)d’r a p, éllapothoz tartozé atomi energiaszint (on-
site energia) mig a hopping integralok: % = [¢i(r)H(r)pp(r — d)d’r, v =
J @) H(r)pa(r — Ry) d’r, és 9 = fsaA (r)s(r — Ry —d) d’r,

illetve az atfedem 1ntegralok so= [ ¢i(r)pp(r —d)dr, s1 = [ ¢ (r)pa(r — Ry) &r
és 59 = [pi(r)pp(r —Rs—d)d’r. Itt a x a komplex konjugalast jelenti.

Adott k allapotu Bloch-fiiggvényhez tartozoé FE(k) energiat a (3.4a) Ca(k)-ra és
Cp(k)-re homogén egyenlet deteminansanak zérushelyei adjak. Az eljaras egyszertien
altalanosithato és programozhato még tavolabbi szomszédok figyelembe vételével. A o,
Y1, és 72 hopping elemek, illetve az sg, s1, és sy atfedési integralok megtaldlhatok Reich
és munkatarsai cikkében, ahol ezeket az értékeket az els§ elvekbdl nyert sdvszerkezetbdl,
illesztéssel kaptak [172]. A tipikus értékek: 79 = —2,97 eV, y; = —0,073 eV, 7, = —0,33
eV, illetve so = 0,073, sy = 0,018, és so = 0,026.

Legegyszeriibb kozelitésben elhanyagoljuk az atfedési integralokat (ekkor az S
méatrix egységmatrix lesz), és csak elsGszomszéd kolesonhatasokat vesziink figyelembe
(csak v nem zérus). Konnyi belatni, hogy ekkor a (3.4a) egyenletben a H hopping
matrix (ebben az esetben H a rendszer Hamilton-operatoranak tekinthetd) a kovetkezo
alak:

H =% < oo T > ’ (3.6)

ahol f(k ) = ZR kR — 1 4 e‘ikal + e‘“‘a% és igy H sajatértékei adjak a grafén

T sz

Ey(k) = ¢o + 5| f (k)| = €0 + s|70]1/3 + 2coska; + 2coskay +2cosk(a; —ay), (3.7)

ahol s = £1 a savindexet jeloli, az s = +1 a vezetési sdvot (masnéven 7 sav), az s = —1
a vegyértékkotési savot (méasnéven 7* sav) irja le. A p, palyakbol kialakulo m-kotésben
az Fy (k) diszperzios relaciok k fiiggése a 3.2 abran lathato. Az irodalomban gyakran

az s = +1 vezetési savot — a félvezetGkkel analdog modon — részecskesdvnak vagy
n-tipusi tartomanynak, és az s = —1 vegyértékkotési savot pedig lyuksdvnak vagy

p-tipusu tartomanynak is nevezik. Lathato, hogy a diszperzios relacié szimmetrikus a
zérus energiara, ezt nevezik részecske-lyuk szimmetridnak.

Megmutathato, hogy az abran lathato fekete hatszog alaki sokszog a méhsejt-
racs Brillouin-zonaja. A hatszog csucsait Dirac-pontoknak nevezik (az elnevezés okat
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3.2. abra. A grafén Ey (k) diszperzios relacioja k = (ky, ky) figgvényében a (3.7) egyenletbdl
szamolva. A bal oldali dbréan az F, (k) vezetési és az F_(k) vegyértékkotési sav haromdi-

menzi6s képe, mig a jobb oldali 4brén a vezetési sav kontirvonalai lathatok. Az energiat |yl
egységekben meértiik, és eg = 0. A 3.1 abran lathato a; = a(v/3/2, —1/2) és ay = a(+/3/2,1/2)
elemi cella vektorokhoz tartozo by = 2w/a(1/v/3,—1) és by = 27/a(1/4/3,1) vektorok a re-
ciprokracs elemi cella vektorai. A fekete hatszog jeloli a Brillouin-zonat, és a csticsai a Dirac-
pontok. A K = (2by + by)/3 és K' = (2b; + by)/3 pont a két, nem-ekvivalens Dirac-pont a
Brillouin-zénaban.

késébb indokoljuk). A hatszog csiucspontjai koziil csak két, nem-ekvivalens Dirac-pont
tartozik a Brillouin-zonahoz, melyeket az irodalomban szokésosan K-val és K'-vel jelol-
nek. Két lehetséges nem-ekvivalens Dirac-pontnak valaszthatjuk a K = (2by + by)/3
és K' = (2by + by)/3 pontokat, ahol by és by a reciprokracs elemi cella vektorai
(a;b; = 27,5, ahol i,j = 1,2). Hasonloan konnyi belatni a (3.7) egyenlet alapjan,
hogy Fi(K) = EL(K') = €, azaz a Dirac-pontokban az E_(k) vegyértékkotési sav
(részecske sav) és a E (k) vezetési sav (lyuksav) Osszeér.

Amint korabban emlitettiik, a m-kotéssel kialakulo két sav (részecske- és lyuksav)
semleges grafén lap esetén félig van betdltve, azaz a grafén Fermi-energidja €y, melyet
az energia nulla-szintjének valasztasaval zérusnak vehetiink (és vesziink a tovabbiak-
ban). A Fermi-energia éppen a Dirac-pontokon megy at. Mivel az anyagok elektromos
vezetési tulajdonsagait a Fermi-energia kozelében 1év6 energiaju elektronok hataroz-
zék meg, érdemes a (3.7) diszperzios relaciot sorba fejteni a Dirac-pontok kornyékén.
Vezessiik be a k) = k — K, illetve a k” = k — K’ Dirac-pontoktol valo eltérést, és
tegyiik fel, hogy |k'|, illetve |k”| sokkal kisebb, mint |K| = |K'| = 47/(3a)! Hasznaljuk
a Descartes-koordinata rendszert, azaz k' = (ki,k,) (hasonléan k”-ra), és valasszuk
a 3.1 abran lathato modon az a;, = a(v/3/2, —1/2) és ay = a(\/3/2,1/2) vektorokat!
Ekkor a K, illetve a K’ Dirac-pontok kozelében kapjuk:

Ei(k) = shvlk|, ahol (3.8a)
hw = |ylaV/3/2. (3.8h)
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Az egyszertiség kedvéért elhagytuk a vesszét a k vektorrol. A tovabbiakban a k hullam-
szamvektort a K Dirac-ponttol mérjiik. Ugyanezt az eredményt kapjuk a tébbi Dirac-
pont kozelében is. A diszperzios relacio kupos alaki, az energia a k hullimszamvektor
nagysagatol linearisan fiigg. A 3.3 dbran lathato a hatdarab Dirac-kup.

3.3. dbra. A Dirac-pontok kozelében a diszperzios relacio kupos. Ezeket Dirac-kipoknak
nevezik. A piros/kék a részecskesav /lyuksav.

3.1.2. Effektiv Hamilton-operator kozelités

A Dirac-pontok kozelében az elektron dinamikajanak leirdsahoz sziikség van egy effek-
tiv Hamilton-operatorra. A tovdbbiakban az effektiv Hamilton-operator kozelitéssel
kapott Hamilton-operator levezetését ismertetjiik. A modositott levezetés megtalalhato
DiVincenzo és Mele [177], Ando és munkatarsainak [178], illetve Neto és munkatar-
sainak a cikkeiben |164].

Induljunk ki a (3.6)-ban adott Hamilton-operatorhoz tartozo

(909) = (g Lo T (S0) g

Schrodinger-egyenletbdl, és vegyiik a Fourier-transzformaltjat! Megszorozva mindkét
egyenletet e’ -rel és integralva k szerint kapjuk

ea(r) = 70> Us(r+Ry), (3.10a)
edp(r) = 7Y ¢alr—Ry), (3.10b)

ahol bevezettik a

d2k ikr

Ya(r) = / ) Ca(k)e™, (3.10c)
d2k ikr

vp(r) = /(%)2 Cp(k)e (3.10d)

valostérbeli hullamfiiggvényeket. Jeloljiik a (3.6) egyenletben a két sajatfiiggvényt a
k = K és a k = K’ pontokban: ¢k (r)-vel és ¢/ (r)-vell Mivel ezek a hullamfiiggvények
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Bloch-fiiggvények, igaz hogy

Y(r+Ry) = e ER Y (r), (3.11a)
¢K’ (I‘ + Rl) = €iiK/R1 ¢K’ (I‘) (311b)

Az € = 0 Fermi-energia kozelében (3.10c) és (3.10d)-ben adott ¥4(r) és ¥ p(r) hullam-
fiiggvények felirhatok ¥k (r) és ¥k (r) bazisaban:

Palr) = Ff(r)e_”ﬂ@/}x(r)/vLFf/(rWKf(r); (3.12a)
Yp(r) = Fg(r)yx(r) + Ff (r)e™? g (r), (3.12b)

ahol a négy darab Ffp(r) és Fi5(r) amplitadokrol feltessziik, hogy lassan véltoz-
nak a grafén racsallaindojahoz képest. Ezeket a amplitudokat burkolo fiiggvényeknek
(envelope functions) nevezik. Az e*™/2 fazisszorzokat csak célszertiségi okok miatt
vezettiik be. Mivel az Ffp(r) és Ff;g(r) amplitadok lassan valtozo fiiggvények, sor-
bafejthetjiik cket:

OFE (v
Fipr+Ry) = Fft(,B(r)+R1g—f(), (3.13a)
/ ’ aFK, r
Fip(r+Ry) = FﬁfB(r)+R1‘4a’—f(). (3.13b)

Beirva a (3.12) hullamfiiggvényeket a (3.10) egyenletekbe és felhasznélva a (3.13) sor-
fejtéseket a kovetkez6t kapjuk:

e (FE @2 vile) + 5 (1) vie) =
(

Yo (g(K) aFg;r(%K(r) 4 g (K) aFg—f)zp;{(r)) | (3.14n)

e (P () u(x) + FE ()™ yne(r) ) =

0 (/ 2K A0 ) 1 () aFgr(r)¢;<<r>) C(3.4p)

ahol g(k) = Y, Rie™ 1. Itt felhaszaltuk még a (3.11) egyenletet, és a > p ™Rt =
0 és Yop, KB = 0 Ssszefiiggéseket. A fenti két egyenletet az F5 (r), FK (r), FX ()
és az F& (r) amplitadokra felirhatjuk a 1g(r) és g/ (r) bazisban:

eFi(r) = ’yoe"”/zg(K)aFg;i(ﬂ, (3.15a)
eFg(r) = —706”/2g(—K)8F§;i®, (3.15b)
eFi'(r) = VOei”/Zg(K’)%sr), (3.15¢)
el (r) = —ye " g(-K)) 8Fg;(r). (3.15d)
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Koénnyd megmutatni, hogy a 3.2 dbran megadott a; és a; elemi cellavektorokkal
g(+K) = v3/2(1,Fi) és g(£K') = V/3/2(1,%i). Bevezetve a p = (ps,p,) =
h/i(0/0x,0/0y) impulzus-operatort a fenti négy egyenlet matrix-alakba irhato:

FK FK
» () 0  po—ip, O 0 » (x)
Fpg (1) Pa + 1Dy 0 0 0 Fg (r)
¢ , = . , , (3.16)
Fi(r) 0 0 0 potipy Fi(r)
, 0 0 Y i 0 ,
FK (x) Pt FE ()

ahol kihasznaltuk, hogy 79 < 0 és a v sebesség (3.8b) definiciojat. A jobb oldalon a
matrix blokk-diagondlis szerkezetii, az FX (r) és F& (r) amplitidok a K pontnak, mig
az FX'(r) és F§ (r) amplitadok a K’ pontnak felelnek meg. Ennek a sajatértékegyen-
letnek a matrixa tomorebben irhaté a o = (0,,0,) a Pauli-matrixok segitségével, és
igy a teljes Hamilton-operator grafénre a Dirac-pontok kozelében a kovetkezd alaki:

_( Hy O - OzPz + OyDy 0

ngafen - ( 0 H_ > =v ( 0 Ua:ﬁz _ O-yﬁy > : (317)
A fenti Hamilton-operatorral leirhato kvazirészecskét Dirac-fermionnak nevezik. A H,
és H_ operatorok a 0,H 0, = Hy unitér transzformacioval egymasba vihetdk, ezért a
diszperzios relacio a K és K’ Dirac-pontok kozelében azonos. Konnyen belathato, hogy
a H, operator sikhulliammegoldésaihoz tartozé sajatértékek megegyeznek a (3.8a)-ben
szamolt F,(k) diszperzios relacioval. A Hgaen Hamilton-operator blokk-diagonalis
szerkezetii, a K és K’ pontok koriil degeneralt (az angol irodalomban valley degener-
ation). Ezért legtobb szamolasban ezt a degeneraciot egyszeriien egy 2-es szorzoval
lehet figyelembe venni. Az elektron spinje szerinti degeneraciot (a Hamilton-operator
nem fiigg az elektron spinjétsl) egy tovabbi 2-es szorzoval lehet szamitasba venni.

A H, Hamilton-operator hasonlit a kétdimenzios elektron relativisztikus Dirac-
egyenletéhez. Ezért hivjak a Brillouin-zona cstcsait Dirac-pontoknak, és a diszperzios
relaciot a Dirac-pontok kdzelében Dirac-kipoknak. A grafénben az elektron dinamikéja
megfeleltethetd egy Dirac-fermion dinamikéajaval. Ezt az analogiat elgszor Wallace [169)]
alkalmazta szamolasaban, majd kés6bb McClure [176], és DiVincenzo és Mele [177].
Az elektron sebessége a (3.8b) egyenlet alapjan és || ~ 3,16 eV-tal szamolva [179]
v = |y0lav/3/(2h) = ¢y/300, ahol ¢, a fény terjedési sebessége vakuumban.

Fotoelektromos effektussal (az irodalomban ARPES moédszernek nevezik az an-
gol Angle Resolved Photoemission Spectrometer alapjan) kimérhets a szilard testek-
ben az elektron-savszerkezet. Monokromatikus és polarizalt fénnyel megvilagitva a
mintat abbdl elektronok repiilnek ki, melyeknek megmérve az energiajat és a kirepiilés
iranyat kovetkeztetni lehet a minta savszerkezetére. Nemrégen az ARPES moddszert
alkalmazték grafén esetében is, és latvanyos eredményekkel sikeriilt igazolni a Dirac-
fermionok létezését [174,175]. A mérést vakuumban, kb. 20 K-en, 95 eV energidji
fotonnal, és 25 meV energiafelbontassal végezték. A mérési eredmények kitiinGen
egyeznek a (3.7) diszperzios relacioval |y = 2,82 eV és ¢ = 0,435 eV illesztési
paraméterekkel. Az ARPES modszer alkalmas tobbrétegt grafén, illetve az elektron—
fonon, elektron—elektron kolcsonhatasok vizsgélatara is.

Szoros kotést kozelitésben, figyelembe véve tavolabbi szomszédok kolcsénhatasait
is a sebesség renormalodik. Szamitasaim szerint a v sebesség harmadszomszédok fi-
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gyelembe vételével a kdvetkez6:

. V3al(so— 2s5)(co = 37) + (351 = Do = 2)] (3.18)
2(1 — 351)°

ami a korabban adott hopping elemekkel, illetve atfedési integralokkal v =~ ¢/380
értékre vezet. Tudoméasom szerint, ezt az eredményt meg nem publikidltik az iro-
dalomban. Latjuk, hogy a diszperzi6s relacio Dirac-kip jellege nem valtozik, csak a
sebesség numerikus értéke modosul kissé.

Végiil, konnyen kiszamolthatjuk a Dirac-pont kozelében a o(E) =,  6(E—FE (k))
allapotsiirtséget is a (3.8a)-ben szamolt E (k) diszperzios relacio alapjan, és az A. =
V/3a?/2 elemi cellara vonatkoztatva kapjuk:

2 A

Fh2v2 | ’7

o(E) = (3.19)
ahol egy 2-es szorzoval vettiik figyelembe az elektron spinjei szerinti degeneraciot, illetve
egy tovabbi 2-es szorzot jelent a K és K’ degeneracié. Fontos megjegyezni, hogy ez az
allapotstiriiség eltér a jol ismert kétdimenzié nemrelativisztikus elektrongaz konstans
allapotstiriiségétol.

3.1.3. Kiralis alagutazas, a Klein-paradoxon

Ebben a részben a kiralis Dirac-fermion kétdimenzios potencidllépcsén torténd szorasat
vizsgéaljuk.

A relativisztikus Dirac-egyenlet alapjan Klein mutatta meg elGszor, hogy az elek-
tron 1" transzmisszios valoszintisége csak gyengén fiigg a potencidlgat V) magasigatol,
ha értéke nagyobb az elektron mc? nyugalmi energiajéanak 2-szeresénél [180]. S6t végte-
len nagy Vj esetén is elérheti a tokéletes transzmissziot, azaz a T' = 1 értéket. Ez szoges
ellentétben van a nemrelativisztikus Schrédinger-egyenletbdl kapott eredménnyel, ahol
T exponencialisan csokken V) novekedésével. Ezt a ,,jozan észnek” ellentmondé ered-
ményt Klein-paradozonnak nevezik [180,181]. Ugyanakkor, kisérletileg nehéz kimutatni
a jelenséget, mert a potencidlvaltozasnak nagyobbnak kell lennie 2mc*-nél a h/(mc)

Compton-hullamhossz nagysagrendjébe esd tavolsigon, ami 6ridsi elektromos teret je-
lent (£ > 10"V /cm).

Szén nanocsoveknél elGszor Ando, Nakanishi és Saito fedezte fel a tokéletes transz-
misszio lehetdségét [178]. Grafénben, elGszor Katsnelson, Novoselov és Geim mutat-
tak meg a Klein-paradoxon létezését [182]. Mivel a v sebbesség joval kisebb a fény-
sebességnél, egy realisztikus méretii grafén mintaban is konnyen megvaldsithato a sziik-
séges nagysagi elektromos tér (£ > 10°V/cm), és igy a Klein-paradoxon kimutathato
kisérletileg. Attételesen a Klein-paradoxon befolyasolja a transzport-tulajdonsagokat
is, ezért a jelenség megértése mind elméleti, mind kisérleti szempontbol rendkiviil
fontos. A tovabbiakban ismertetjiik a jelenség lényegét.

Sikhullam megoldast feltételezve, egyszeri szamoléassal belathato, hogy a (3.17)-
ben definidlt H, operatornak a (3.8a) egyenletben adott Ey(k) sajatértékeihez tartozo
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sajatfiiggvényei a K pont kozelében:

1 e /2 ikr ky
s x(r) = 7 ( eite/2 | € ahol Oy = arctg = (3.20)
A fenti hullamfiiggvényt gyakran kvdzirészecske dllapotnak is nevezik. A hullamfiigg-
vény a K’ pont kozelében megegyezik a fenti hullamfiiggvény id6tiikrozottjével, azaz,
ha végrehajtjuk a k — —k transzforméciot.

Vegyiik észre, hogy ha a 6 szog elfordul 27 szbget, akkor a hullaimfiiggvény elGjele
megvaltozik, ami egy extra 7 fazist jelent. A hullamfiiggvénynek ez a tulajdonsiga a
spinor jellegére utal (az irodalomban Berry-fazisnak nevezik).

A hullamfiiggvény jellemezhet6 a helicitdsdval, ami az impulzus-operator vetiilete
a o pszeudospin iranyra. A helicitds-operator alakja

o

h = o

7 (3.21)
Dl

és a definiciobol vilagos, hogy a (3.20) egyenlettel adott ¥, k(r) energia-sajatfiggvény
egyben sajatfiiggvénye a helicitds-operdtornak is s = 41 sajatértékkel:

hi)g i (r) = sthsu(r). (3.22)

A (3.22) egyenlet szerint a o operator két sajatértékéhez tartozo varhatoértékének
az irdnya vagy megegyezik a p irdnyaval, vagy azzal ellentétes iranyd. A helicitas
vagy masnéven kiralitds jol meghatarozott kvantumszam, amig a rendszer Hamilton-
operatora leirhato a (3.17) altal adott H, Dirac-Hamilton-operatorral. Megjegyezziik,
hogy a kiralitds nem az elektron spinjével kapcsolatos (amint lattuk, az elektron spinje
kozvetleniil nem is szerepel a probléméban), hanem a o pszeudospinnel, ami a 1) (1)
hullamfiiggvény kétkomponensii jellegével van Osszefiiggésben.

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy hogyan szorodik az elektron egy potencial-
lépesén. Az irodalomban ezt gyakran p — n atmenetnek is nevezik. Feltessziik, hogy
az elektron p — n dtmeneten torténd athaladaskor nem lép fel a K és K’ pontok kozti
szorasi folyamat, azaz a rendszer leirhat6 a (3.17) egyenlettel adott Hypam, Hamilton-
operatorral. Feltessziik tovabba, hogy a grafén tetejére helyezett kapukkal (vagy kémiai
dopolassal) megvaltoztatjuk az elektronok energiajat a grafénben tgy, hogy a potencial
V(z) = 0, az x < 0 féltérben (I. tartomany), és V(z) = Vy, az > 0 féltérben (II.
tartomény), ahol Vj egy konstans, pozitiv érték (lasd a 3.4 a abrat). A p-n atmenet
Hamilton-operatora a K pontra a (3.17) alapjan:

H,, = H.+V(z)=vep+V(x). (3.23)

Az II. tartoményban a Dirac-kup V| értékkel megemelkedik, ahogy ez a 3.4 b abréan
lathato. A potencial nem fiigg az y koordinatatol, a rendszer transzlacio-invarians
az y irdnyban, és igy az elektron y irdnya impulzusa megmarad. Legyen az I.
tartomanybol balrol érkezé elektron energidja F < Vg, és haladjon « szdgben a
hatarfeliilet normalisdéhoz képest (lasd a 3.4 ¢ abrat)! Ekkor a hullamszamvektora
k; = kg)(cos a, sin ), ahol k}(f) = E/(hw). A bejovs hullam egy része visszaverddik. A
reflektalt kvazirészecske hullaimszamvektora k;, = kg)(— cos a, sin a), ahogy ez a 3.4 b

69



3. FEJEZET A GRAFEN

a) | V(X) I l. 1.
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3.4. dbra. A p —n atmenet leirdsa. a) Az E energiaju elektron balrol, az I. tartoménybdl
érkezik a hatarfeliiletre, és atmegy a V(x) potencidlléepcsén a II. tartoméanyba. b) A IL
tartomanyban a Dirac-kup Vp értékkel megemelkedik az I. tartomanyhoz képest. Az elektron-
szerd allapot (a teli kék karika) atalakul lyuk-szerd allapotté (a teli piros karika, melynél a
csoportsebesség © komponense pozitiv). ¢) Az elektron a hatérfeliillet normalisdhoz képest «
szogben érkezik (folytonos kék vonal), és ezutan egyrészt elektronként reflektalodik (szaggatott

kék vonal), méasrészt lyukként halad tovabb a II. tartoméanyban (folytonos piros vonal), ahol
az impulzusdnak x komponense negativ.

abran lathato.

A potenciallépcsén valo athaladas utan a kvazirészecske E energidja kisebb a Vj
potencialnal. A II. tartomanyban a lyuksav két allapota (a 3.4 b abran az iires és teli
piros karika) koziil csak az egyiket toltheti be. Az I. tartoméanybol bejovs kvazirészecske
helicitdsa +1 (mivel s = 1), a II. tartomanyban pedig —1 (mivel s = —1). A poten-
ciallepesén vald athaladas utan a o pszeudospin megmarad (példaul elektrosztatikus
potencial esetében), ezért az impluzus  komponensének elGjelet kell valtania. A lyuk-
savban a két lehetséges allapot koziil a teli piros karikaval jelzett allapotba szordodhat
az elektron a p —n atmeneten vald athaladaskor. Ez azt jelenti, hogy a II. tartomany-
ban a lyuk impulzusdnak x komponense negativ lesz, de az y komponense valtozatlan
marad az ebben az irdnyban érvényes impulzusmegmaradas miatt. Az impulzusnak ezt
a furcsa viselkedését megérthetjiik gy is, hogy II. tartoményban a részecske csoport-
sebbességének pozitivnak kell lennie, ha a hatarfeliilett6l jobbra tavolod6é hullamcso-
magot vizsgalunk. Igy a diszperzios relacié miatt a lyuk impulzusanak 2 komponense
negativ lesz.

Maésképpen szolva, a kvazirészecske hullamcsomagja a II. tartomanyban — az op-
tikaban megszokottol eltérGen — negativ szogben torik meg. A tovabbiakban g < 0
konvenciot vessziik. Igy frhatjuk, hogy k;; = k:l(TH)(cos(w + B),sin(m + /3)), ahol
k:f?H) = |E — Vp|/(hv). Mivel a bejovs és az atmend kvazirészecske hullamszamvek-
toranak y komponense valtozatlan, adodik:

. (I1)
sin o [S |E — Vol

= = __ , 3.24
sin 3 " k:g ) E (3:24)

Ez nem mas, mint a Snellius—Descartes-féle torési torvény, csak a torésmutato negativ.
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Grafénben az elektronnak erre a kiilonos viselkedésére elGszor Cheianov, Fal’ko és Alt-
shuler hivtak fel a figyelmet [183]. A 3.2 fejezetben tovabbi példat mutatunk a negativ
torésmutatoji rendszerek elektron-optikai viselkedésére.

Osszefoglalva, a 3.4 ¢ 4bran lathato kvazirészecske hullimszamvektorok (az 1. tar-

toméanyban a bejovs és reflektalt, illetve a II. tartomanyban az dtmend) a kovetkezd
alakba irhatok:

k; = k:g)(cosa,sina), (3.25a)
k;, = ki (cos(m — a),sin(r — a)), (3.25b)
k; = kéll)(cos(ﬂ+ﬁ),sin(7r+6), ahol (3.25¢)
D = E/(hw), (3.25d)
K = B = Vol /(). (3.25¢)

Nyilvanvalo, hogy a (3.20) altal adott sajatfiiggvény a (3.23)-nek is sajatfiiggvénye,
és igy a fenti hullamszamvektorokat felhasznédlva az 1. és II. tartomanyban a hullam-
fliggvény a kovetkezG alakba irhato:

,QZ)I = djbe + ¢reﬂ> ahol (326&)
1 e—ia/? A (0 T cos a+y sin o
Vbe = 7 ( io/2 )ekF (weosatysina) (3.26b)
—i(r—a)/2 (D) )
@Z)reﬂ — < €ei(ﬂ_a)/2 ) eszI (_:ccosa-i-ysma)’ és (3260)
1 —i(7+8)/2 . (IT) .
wll N wtrans N tﬁ ( iei(7r-i-,3)/2 ) eZkFH (_ICOSﬂ_ysmﬁ)’ (326d)

ahol r és t a reflexios és transzmisszios amplitudo, melyeket a hatarfeltételekbdl lehet
meghatarozni. A fenti Osszefiiggésekben a ¢; hullamfiiggvény elsé tagja a bejovs, a
mésodik tagja a reflektalt, mig a v¢;; az dthalado allapotot irja le.

A (3.23) alapjan a H, .,y = Ev Dirac-egyenletre elegendé a hullamfiiggvényeket
illeszteni a hataron. Ennek oka, hogy a Dirac-egyenletben csak a hullamfiiggvény
elsG derivaltja szerepel, ellentétben a Schrodinger-egyenlettel, ahol fellep a méasodik
derivalt is, és igy a derivaltak illesztésére szintén sziikség van. Igy a Dirac-egyenletre
p-n Atmenet esetén a hatérfeltétel:

bi|, = Vi, (3.27)

Ez két fiiggetlen egyenletet jelent az ismeretlen r és t amplitadokra.

A T transzmisszios és az R reflexios valoszintiségek az dramokkal szamolhatok ki,
melyek az aramoperator megfelel§ allapotokra vett varhatoértékei. Az dramoperator
a (3.23) altal adott H,, Hamilton-operator esetén:

e

jo= iy

h[H

p-ns

r] = evo. (3.28)
Tgy az dramoperator x komponensének varhatoértéke a Ype, Vreq, illetve i ans allapo-
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tokra: jbe = <1/Jbe |jx | wbe>7 jreﬂ = <¢reﬁ |jx | QZ}reﬂ> és jtrans = <¢trans |jx | ¢trans>- Véglﬂ a
fentiek alapjan, egyszeri szamolassal a kovetkez6 eredményt kapjuk a potenciallépcsén

athalado elektron esetén a 7' transzmisszios és az R reflexios valoszintiségeknek az o
beesési szogtdl valo fiiggésére:

T — jt.rans — COSB |t|2 — w) (329&)
Jbe  cOSc cos? ¢42
|jreﬂ| 2 SiHQ aT_ﬁ

Roo bl e , 3.29b
Jbe 4 cos? 248 ( )

és a ( szoget a (3.24) Snellius-Descartes-féle torési torvény hatiaroz meg.

Ko6nnyen belathato, hogy az R+T1 = 1 egyenlGség teljesiil, ami az Arammegmaradast
fejezi ki. A 3.5 dbra mutatja a T transzmisszioé és R reflexios valoszintiségeket két
torésmutato esetén, melyet a (3.24) egyenlet szerint adott Vi potencial mellett a bejovs
elektron E energidja hatdroz meg. Az abrabol és a fenti Osszefiiggésbdl jol lathato,

T R
1k

075
n=-1 n=-2

051

025

I I o - I I I,
-n/2 —n/4 /4 /2 -n/2 —n/4 /4 /2

3.5. dbra. A T transzmisszi6 (bal oldali abra) és az R reflexios (jobb oldali 4bra) valoszintiség
az « beesési szog fliggvényében n = —1, illetve n = —2 esetén.

hogy a T'(«) transzmisszios valoszintiség paros fiiggvénye a-nak, és a hatarfeliiletre
merdleges beesésnél (a = 0) az elektron transzmisszioja tokéletes (7' = 1), és fiiggetlen
a Vy potencialtol. A fenti formuldkat tulajdonképpen tekinthetjiik az elektron-optika
Fresnel-formuldinak grafénben.

A fentiek alapjan konnyen altalanosithatjuk a probléméat arra az esetre, amikor az
elektron nem egy potencidllépcsén, hanem egy potencidlgaton halad at. Az elézGekhez
hasonléan, viszonylag egyszeriien kiszdmolhatjuk a 7" transzmisszids valoszintiséget egy
olyan potencidlgatra, melyre V(z) = V4, ha |z| < D/2, kiilonben pedig zérus. A
szamolast elgszor Katsnelson, Novoselov és Geim végezték el [182], és a kovetkezot
kaptak:

cos? avcos?

T = — > (3.30)
cos?(Dq) cos? acos? 5+ sin”(Dgq) (1 + sinasin )

ahol ¢ = kf?mx/l —sin® a/n2. Lathato, hogy meréleges beesésnél ismét tokéletes a
transzmisszio, az elektron visszaszorodas nélkiil athalad tetszéleges magassagu poten-
cidlgaton. Ezt, az els6nek megleps, eredményt nevezik Klein-paradoxonnak. Ilyen
jelenség nem fordulhat el6 nemrelativisztikus elektron esetén, ilyenkor a transzmisszio
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valosziniisége exponencialisan csokken a V{ potenciallal. Ha « # 0, akkor a T tran-
szmisszios valoszintiség mar fiigg a Vy potencialtol, és 7" < 1. Tovabbi részletek Kat-
snelson, Novoselov és Geim munkajaban talalhatok [182].

A késGbbiekben Cheianov és Fal’ko tanulmanyoztik a valtozd magassagi poten-
cialgaton keresztiil torténd transzimissziot [184]. Kimutattak, hogy a d hosszusagskalan
valtozd potencialgat esetében a kp hullimszamu, § < 1 szogben érkezé elektron transz-
misszios valoszintisége:

T(9> — efrr(kpd) sin29_ (331)

Lathato, hogy a transzmisszié szelektiv, nagy valoszintiséggel csak a hatarfeliiletre
merslegesen beesé elektronok jutnak at a potencidlgaton. Ez az eredmény fontos lehet
a jovGben a grafén alapu elektron-optikai eszkézok tervezésében.

3.1.4. Dirac-fermion magneses térben, anomalis kvantum Hall-
effektus

A grafén sikjara meréleges irdnytit B homogén mégneses térben a Dirac-Hamilton-
operator alacsony energias kozelitésben a (3.17) alapjan a kovetkezs alaki:

Hy =v (0,7, £ oymy), (3.32)

ahol a + (—) indexek K (K') pontoknak felelnek meg, mig a kinetikus impulzus a
szokdsos moédon a w = (m,,m,) = p — eA, ahol p a kanonikus impulzus és A a vek-
torpotencial, melyet a B = rotA egyenlet hataroz meg. A Hamilton-operator K és
K’ pontok szerint degeneralt, azaz tetszdleges magneses térre (inhomogén térben is)
o.Hyo, = He, és igy elegendd csak egy K pont koriil vizsgalni a rendszert.

A H, Dirac-Hamilton-operator spektruma a H, V(x,y) = EV(x,y) egyenletbsl
kaphato (lasd pl. [185,186]). A szamitasok szerint az E, Landau-nivok:

E, = sgn(n) hiwe/|n|, (3.33)

ahol w. = v/2v/l a ciklotron frekvencia, | = y/h/|eB| a magneses hossz, n = 0, %1, .. .,
és sgn(+) az elGjelfiiggvény. Hasonlo eredményt ad a K’ pont koriili H_ operator spek-
truma. A degeneraciokat is figyelembe véve, azt kapjuk, hogy minden Landau-nivo
4-szeresen elfajult (2-es faktor a spin, 2-es faktor a K és K’ pontok szerint degeneracio
miatt), kivéve az n = 0 allapothoz tartoz6 E = 0 energiaju szintet, mely csak a spin
szerint degeneréalt.

A kisérletileg megfigyelt kvantum Hall-effektus grafénben [157,158] megérthets a
fenti Landau-nivok degeneracidja alapjan. A hagyomanyos kvantum Hall-effektushoz
hasonloan [187, 188] minden betdltdtt Landau-nivohoz tartozo allapot Gy = e*/h
vezetGképesség-kvantumnyit jarul a minta teljes vezetGképességéhez. Az E = 0 zérus
mod miatt 2 X (2N + 1) betoltott allapot van Ey energiaszint alatt (N pozitiv vagy
negativ egész), és igy

1Y 4e?
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A tranzverzalis vezetGképesség kvantalt, a 4G vezetGképesség-kvantum félegész szamu
tobbszorose, ellentétben a nemrelativisztikus kétdimenzios elektrongéz esetével, ahol a
vezetGképesség egész szamu tobbszorose 2Gg-nak. Ezért nevezik a jelenséget anomdlis
Hall-effektusnak. A mégneses tér fliggvényében mért vezetGképesség-platok szekven-
cidja, kisérletileg egyértelmten kimutathaté modon, eltér a nemrelativisztikus eset-
szobah&meérsékleten is megfigyelhets. Ez azzal magyarazhato, hogy példaul B ~ 10 T
méagneses térnél a szomszédos Landau-nivok kozti kiilonbség 1000 K, ellentétben a
nemrelativisztikus esethez, ahol ez az érték néhany K. Hasonlon, a Zeeman-felhasadas
nagyon kicsi, gupB =~ 5 K, és igy elhanyagolhat6. Az elektronok kozti Coulomb-
kolesonhatas szerepét pl. Ezawa vizsgalta [186], és szamitésai szerint a kolesonhatés
tovabbi felhasadasokat eredményez. Geim [157] és Kim [158| csoportja altal mért
anomalis Hall-effektus volt az els6 bizonyiték arra, hogy grafénben az elektron di-
namikajat a Dirac-egyenlet hatarozza meg.

3.1.5. Minimalis vezet6képesség

Az el6zGekben taglalt szokatlan transzport-tulajdonsagok mellett egy maéasik fontos
kisérleti tény az an. minimdlis vezetdképesség [157,158]. A mérések szerint ha valtoz-
tatjuk a toltéshordozok e energidjat példaul kapufesziiltséggel vagy a toltéshordozok
szamanak valtoztatasaval, akkor grafénben a fajlagos vezetGképesség minimalis értéket
vesz fel az € = 0 Fermi-energianil. Meglepd modon elméletileg sokkal korabban, a
grafén felfedezése el6tt mar tanulmanyoztdk a minimélis vezetGképességet a Dirac-
fermion kapcsan [189]. De a fenti kisérleti eredmények 6ta még tobb cikk foglalkozik
a minimalis vezetSképességgel, és e?/h nagysagrendii értéket josoltak [190-199]. Nem-
régen Miao és munkatarsai |200], illetve Danneau és munkatarsai [201] kisérletileg
igazoltédk, hogy egy W szélességli és L hosszisagu egyrétegii grafénben a minimalis
vezetGképesség omin = (4/7) €?/h univerzalis értékhez tart a W/L novelésével (széles,
de rovid mintakra), és ez legtobb elméleti eredménnyel megegyezik [193,195-199,A19].

Ebben a részben kiszdmoljuk a minimélis vezetSképességet a Landauer-formula
alapjan, melyet elgszor Tworzydto és munkatarsai vizsgaltak ezzel a modszerrel [198]. A
szamolas sokban hasonlit a 3.1.3 fejezetben targyalt Klein-paradoxon probléméjahoz, a
legfontosabb kiilonbség, hogy itt a minta keresztiranyu (y irAnyt) mérete véges. Ezért,
illetve a meglepd eredmény miatt, érdemes bemutatni részletesebben is a szamolast. A
kovetkez&kben kissé modositva Tworzydto és munkatarsainak a szamolasat kovetjiik.

Tekintsiik a 3.1 abran lathato elrendezést! A jobb és bal oldali kontaktusokat
igy lehet modellezni, hogy a grafénnek ezen részein a potencidlt nagy negativ Vi
értékre allitjuk. Igy, itt az M nyitott csatornak szdma (a definiciot lasd késébb) tart
a végtelenhez, ha V,, — —oo, ami a kontaktusok fémes jellegét modellezi. Az € = 0
Fermi-energiaju elektronok a bal oldali kontaktusbol lépnek be a mintaban, ahol a
kapufesziiltséget Viapy értékre allitjuk, majd a jobb oldali kontaktuson tavoznak. A 3.1
abran lathaté mintan a potencial valtozas V' (z), mely a 3.6 abran lathato. Feltessziik,
hogy a potencial a minta keresztirinyaban konstans, azaz nem fiigg y-tol.

A o fajlagos vezetGképesség a Landauer-formula alapjan a G konduktanciabol
hatarozhato meg:

W 4e? o 4e?
G=o0—7 =——Tr(tt )_T;Tn, (3.35)
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V(x)

Vkapu

0 L

— IV, I

3.6. dbra. A 3.1 abran lathato grafénre kapcsolt V(x) potencial fiiggése. A kontaktusokon a
potencidl Vo, mig a mintéra Viap, kapufesziiltséget kapcsolunk. A potencidl nem fiigg az y
irdnytol.

ahol a 4-es faktor a spin, illetve a K és K’ Dirac-pontok degeneraciojabol szarmazik,
T, a tt™ matrix sajatértékei, és t a transzmisszios amplitido, melyet példaul a kontak-
tusokban és a mintaban 1évé hullamfiiggvények illesztésébdl szamolhatunk ki. En-
nek érdekében hatarozzuk meg a hullamfiiggvényeket az elrendezés kiilonboz6 tar-
tomanyaiban!

A rendszert leir6 Hamilton-operator a K pontra a (3.17) alapjan a kovetkezd alaki:
Hgyip = Hy + eV (z) = v (0., + oypy) + €V (2), ahol e az elektron toltése és V(z) a
mintara kapcsolt potencidl. A Hg,i, ¥ = Ev Schrodinger-egyenlet sajatfiiggvényei
megegyeznek a (3.20) sajatfiiggvényekkel, és az elrendezés harom tartoméanyiaban a
hullamfiiggvények ezekbdl konstrualhatok:

Xn,k(y) etk 4 n Xn,—k(y) e‘““, ha z < 0,

Y(x,y) =< an Xni(V) eikT 4 B Xn,—5(Y) e_“;”‘, ha 0 <z < L, (3.36a)
tn X (y) €F@E), ha z > L,
ahol

Xntk(y) = b e (3.36b)

" +1 ’ )
Xni(y) = ! e'iny (3.36¢)

n,k s e’LCI)n ) .

1 iqny 4

Xo-i(y) = geilr—d,) | €Y b s = sgn(Viapu )- (3.36d)

A fenti egyenletekben a paraméterek a kovetkez6 modon hatarozhatok meg.
Keresztiranyban a Hamilton-operator nem fiigg az y koordinatatol, igy mind a harom
tartomanyban a hullaimfiiggvény tartalmaz egy eV fiiggést. A keresztirdnya g,
hullimszamvektort az y irdanyu hatarfeltételekbsl hatarozhatjuk meg [198,202]. A
kiilonb6z6 tipust szélek esetében ¢, = ¢ (n + ), ahol 0 < o < 1 a grafén szélének
jellegétdl fiigg. Latni fogjuk, hogy W/L — oo esetén « értéke irrelevans. Az € = 0
Fermi-energiaji elektronra az x < 0, illetve > L tartomanyban a k longitudinalis
hullamszamvektort az eV, £ hvy/k? + g2 = 0 egyenletbdl kaphatjuk meg. A nyitott
csatorndk szdma® M = [(koW/m + a)], ahol ks = e|Vo|/(Av) és [] az egészrészt

4A nyitott csatorndk szamat az hatarozza meg, hogy milyen ¢,-nél valik a k longitudinalis hullam-
szamvektor zérussa.
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jeloli. Igy a keresztmodusok n = 1,2,..., M jellemezhetok. Lathato, hogy ha
Ve — —o0, akkor M — oo, azaz ekkor a kontaktusok fémes jellegiiek. A kontak-
tusokban a (3.36b) egyenletben szerepls spinorkomponenseket a kovetkezé modon sza-
molhatjuk ki. Mivel V, — —oo igaz, hogy a pozitiv x irdnyban haladé sikhullamra
k> q,, és igy a (3.20) egyenletben a 0y szog zérushoz tart, azaz a spinorkomponens
(e=ifw/2 ifi/2)" (1, ¢)" — (1,1)" értékhez tart (egy lényegtelen fazisszorzo ere-
jéig). Ugyanakkor a —x irdnyban halad6 sikhullimra 6y — , és igy a spinorkomponens
a (1,—1)" értékhez tart. Hasonléan, a 0 < z < L részben a k longitudinalis hullam-

szamvektor az eViyp, + hv\/l%Q + ¢2 = 0 egyenletbdl szamolhaté. Egyszertien kapjuk,

hogy adott n keresztmodusra k, = V@2 — k% ha g, > kK, és ky = in/K2 — q%, ha q, <k,
ahol k = €[Viapu|/(Av). A (3.36¢) és (3.36d) egyenletekben szereplé spinorkomponensek
a (3.20) egyenletnek megfelelen® a tg @, = q,/k, Osszefiiggésbol szamolhato. Végiil
a bal oldali kontaktusnal (az x < 0 tartomanyban) a (3.36a) hullamfiiggvényben az
rn reflexios amplitudot, a jobb oldali kontaktusnal (az z > L tartoméanyban) a t,
transzmisszios amplitadot, és az «,, illetve (3, egyiitthatokat a hatarfeltételekbdl sza-
molhatjuk ki. Mint korabban lattuk, a Dirac-egyenletnél elég a hullamfiiggvényeket
illeszteni az x = 0, illetve z = L hatarokon. A két hatarfeltétel a kétkomopnenst
spinorokra négy egyenletet jelent a négy ismeretlen r,, t,, «, és [, amplitudokra.
Mivel a hullamfiiggvény y koordinatatol valo fiiggése azonos a harom tartoményban,
a modusok nem keverednek, azaz a t transzmisszios amplitido-matrix diagonalis ¢,
diagonalis elemekkel.

A fentiek alapjan a hatarfeltételek az x = 0, illetve x = L hatéarokon:

(})—H“n(_ll) = an(S;@n)‘f‘ﬁn(SBi(}@n)), (3.37a)

I = 1 ikn L 1 —iknL
tn ( 1 ) = Oy ( S@iq)n ) (& +/8n < Sei(ﬂ—_q)n) ) (& . (337b)

Az egyenletrendszert megoldva a T}, = |t,|? transzmisszios valészintiséget kapjuk:

1 1
T - = (3.38)
cos? k, L + % cos? k, L + £ sink, L

Ha k, tisztan képzetes, akkor a fenti képletben a két trigonometrikus fiiggvény helyett
a megfelel§ hiperbolikus fiiggvényeket kell venni, azaz a cos — ch, illetve sin — sh
cserét kell elvégezni. Megjegyezziik, hogy a végeredménybdl kiesett az s paraméter,
azaz T, paros fliggvénye a Vi,p, kapufesziiltségnek.

Kiilonleges esetnek szamit, ha a Dirac-pontban vagyunk, azaz amikor Viap, = 0.
Ekkor k,, = iq, tisztan képzetes. A transzmittalo modusok evanescens (exponenciélisan
lecsengd) hullamok. Ekkor a fenti egyenlet szerint a transzmisszios valoszintiség:

1 1

T, = - )
ch®q, L ch®[(n+ a)7L/W]

(3.39)

>Vegyiik észre, hogy ebben a tartoményban az elektron a lyuksdvban van, ha Via,, > 0, ezért
s = —1, és a részecskesdvban, ha Viapy < 0, azaz s = 1.
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a (3.35) egyenletbdl a fajlagos vezetGképesség:

4e* L &
o= . (3.40)
h W &= ch”[(n+a WL/W]

n=

A W/L — oo hatéresetben bevezethetjiik az x = (n-+a)m valtozot, és az n szerinti
Osszegzésrl attérhetiink az = szerinti integralasra. Igy a fajlagos vezetGképességre a
kovetkez6 univerzalis érték adodik:

(3.41)

g = —— e

4e? [ dx 4
h Jy ch*zx 7

e
h

Lathato, hogy az eredmény nem fiigg az o paramétertsl, ha W/L — oc.

Tworzydlo és munkatarsai numerikusan is elvégezték a szamolast [198], de a rész-
leteket nem kozolték. Ezért Visontai Déavid, volt diplomamunkasom, szakdolgozata-
nak keretében megismételte a szamolast [203]. A numerikus szamolas a szoros kotésii
kozelitésben (tight-binding approximation) tortént, a Dirac-egyenlet felhasznalasa
nélkiil. Igy a szamolas fiiggetlen ellenérzésnek tekinthets. Ez a modszer a rekurziv
Green-fiiggvény technikan alapul, melyet az elmilt években szamos fizikai rendszerre
alkalmazott az a lancasteri csoport, mellyel tobb éves egyiittmiikodésem van, illetve
korabbi PhD hallgatom, Koltai Janos is [204].

A o fajlagos vezetSképesség W/L aréanytol valo fliggése a 3.7 abran lathato.
Lathato, hogy a fajlagos vezetGképességre kapott elméleti eredmény kittinGen egyezik

o (2€%/(nh)

T s s e WL

3.7. dbra. A fajlagos vezetGképesseg fiiggése a W/L aranytol. A folytonos gorbe a (3.40)
elméleti, a pottyok a numerikus szamolasbol kapott eredmények. Itt a = 0.

a numerikus szamolasbol nyert eredménnyel minden W/L arany mellett. Nagy W/L
értékre a fajlagos vezetGképesség a fent kapott univerzélis értékhez tart. Az elsG
meérésekben [157] a fajlagos vezetGképesség kb. egy 3-as faktorral volt nagyobb a fent
vazolt, illetve méas elméleti szamolasbol nyert univerzalis értéknél [193,195-199, A19|.
Ez a rejtélyes eltérés valoszinileg amiatt tapasztalhato, hogy a W/L arany nem volt
elegendGen nagy. Ezt a feltételezést latszanak igazolni a legutobbi mérések [200,201],
melyekben kiilonb6z6 W/L ardny mellett mérték a fajlagos vezetSképességet, és jo
egyezést kaptak a (3.40) elméleti eredménnyel. Késébb, Visontai David munkajaban
szerepl6 szamolésokat ki szeretnénk terjeszteni kétrétegi grafén mintara is.
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3.2. Elektron-optika grafénben
A fejezet tovdbbi részében a |A20] cikkben kizolt eredményeinket foglaljuk dssze.

Grafénben az elektron-optikai tulajdonsagok lényegében a 3.1.3 bevezets részben
targyalt alapelvekre épithet6k. Megmutattuk, hogy grafénben az elektronok reflexio-
ja, illetve transzmisszioja a negativ torésmutatd bevezetésével értelmezhets. A ter-
mészethen a negativ torésmutato lehetGségét elgszor Veselago [205] vetette fel elméleti-
leg, melyet szamos fontos cikk kovette [206]. Késbb sikeriilt mesterségesen elGallitani
olyan dielektromos anyagokat, illetve un. fotonikus kristdlyokat, melyekben a térésmu-
tato negativ [207]. A fotonikus kristalyokrol egy magyar nyelvi attekintés olvashato
Mark Géza Istvan és munkatarsai cikkében [208].

Egy masik igéretesnek tiing, negativ torésmutatoji anyag lehet a grafén, melyet
elszor Cheianov és munkatarsai javasoltak [183]. Ok az elektron transzmissziojat
tanulmanyoztik egy sik, grafén p-n adtmenetnél, és megmutattak, hogy az elektron
aramlasa a geometriai optika keretében a negativ térésmutatoval értelmezhets. A
javaslat jelentGségét erdsiti és az alkalmazasok lehetGségét boviti, hogy grafén esetében
a kapufesziiltség valtoztatasaval konnyedén ,hangolhatjuk” a torésmutatot. Elképzel-
hets, hogy a jovében elére megtervezett elektronlencséket készithetiink ilymoédon.

A geometriai optikdban az egyik érdekes és fontos témakdr a kausztika. Az op-
tikaban a kausztika fénysugarak burkologorbéje. A geometria optika szerint ezen a
helyen a fény intenzitasa végtelen. Igy a kausztika kornyékén az intenzitas csak a
hullamelmélet alapjan szamolhato. A kausztikdkat nagyon részletesen targyaltak az
irodalomban, itt csak Berry és Upstill kitting osszefoglalé mivére utalunk [209]. A ter-
mészetben az egyik legismertebb és legszebb kausztika a szivarvany®. Ebben a részben
elméletileg mutatjuk meg, hogy hasonléan sik p-n atmenetnél [183] kausztika felléphet
kor alaku grafén p-n atmenetnél is, és a kausztikdk gorbéje a Snellius-Descartes-
féle torési torvény alapjan szamolhato, ha a torésmutatot negativnak vessziik. A
negativ torésmutato szoros Osszefiiggésben van a Klein-paradoxonnal, amint ezt a 3.1.3
fejezetben stk p-n dtmenet esetében mar lattunk. Kor alakd grafén p-n dtmenet
lényegében egy altaldnositésa a stk p-n d&tmenetnek. Az aldbbiakban ismertetett szé-
molast tudomasunk szerint el6szor mi végeztiik el [A20]. A szamitas menete sokban
hasonlit a 2.3 fejezetben targyalt spinfiiggd szorashoz [A13].

A kausztika kimutatésa érdekében vizsgaljuk a ballisztikus elektronok szoraséat a 3.8
abran lathatd potencidlon! A szamolas egyszertsitése céljabol a legegyszertibb
V(r) = VWO(R — r) kapufesziiltséggel szamolunk (itt © a Heaviside-fiiggvényt jeldli).
A potencial értéke a grafén minden pontjaban zérus, kivéve egy R sugart tartomanyt,
ahol a nagysaga egy konstans Vj érték. Egy ilyen élesen valtozo potencialprofil kisér-
letileg akkor valosithaté meg, ha Ap > d, ahol Ap a Fermi-hulldimszam és d a karakte-
risztikus hossz, melyen a potenciél zérusrol Vy-ra valtozik. Tovabba, a K és K’ pontok
kozti szorasi folyamat kizarasa érdekében, feltessziik, hogy d > a, ahol a a grafén
racsallandoja.

Amint ezt a 3.1.3 bevezetd részben lattuk, negativ torésmutatoji p-n dtmenetet agy
hozhatunk létre hogy a bejovs elektron E energidja az n oldalon pozitiv (a vezetési
savban van), mig a p oldalon a Vj potencidlra érvényes E < V;, azaz az elektron a

6A szivarvanyrol magyar nyelven részletes Osszefoglalot irt e dolgozat szerzdje [A31], illetve
munkatarsaival kozosen [A35].
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3.8. 4bra. Grafénben a bejovs elektron-sikhullam egy V' (r) forgasszimmetrikus potencidlon
szorodik (R sugara kor alaku, kék tartomany).

vegyértékkotési savban van. Itt most erre az esetre korlatozodunk (0 < E < Vj, lasd
a 3.4 b. abrat), de az altalanositas tetszéleges E-re hasonloan torténik. Megjegyezziik,
hogy az elektronok szoréasi probléméjat grafénben mar vizsgaltak [177,178,210]. Mi
a kor alaka atmenet belsejében 1évé hullamfiiggvényre koncentralunk. A kausztikak
kialakulasa a kvaziklasszikus hataresetben figyelhet6 meg legjobban, azaz amikor R >
Ar. Azonban a hullamfiiggvény egzakt szamolasaban ilyen feltétellel nem éliink.
A fent leirt rendszer Hamilton-operatora a Dirac-ponthoz kozeli £ energidra a
kovetkezG alaki:
H=Hy+V(r)I=vo -p+V(r)] (3.42)

ahol v a Fermi-sebesség (lasd a (3.8b) egyenletet), p = —ihd/0r, mig o = (0,,0,) és
I a Pauli-matrixok és a spinorkomponensekre hato egységmatrix.

Tekintsiik a bejovs elektron H Hamilton-operator altal adott rugalmas elektron-
szorasat! A szorasi probléma a jol ismert parcidlis hullimok modszerének (lasd
példéaul [81]) altalanositasaval tanulményozhaté. Egyetlen E > 0 energiaval bejové hé.z)
parcialis hullamnak (a definiciot lasd lent) a szorodéasat leird hullamfiiggvény poléarko-
ordintakban, a szorasi tartoméanyon kiviil (r > R) felirhat6 a H Hamilton-operator
sajatfiiggvényeivel:

\1150“” h§2) +8;n" ahol (3.43a)

7

d —i
WD (r, ) H;—)é(’foutr)e °/2 ijo (3.43b)
] 7",@0 = . € I .
! iH](.:ir)l (l{:outr)ew/Q
2

mig a szorési tartomanyon beliil (r < R) a hullamfiiggvény:

\Ifgin) = A,x;, ahol (3.44a)
Jii(kinr)e 2 N
Xi(rp) = e . e'l®. (3.44b)
—iJjJr% (kyyr)et?/?

Itt a pszeudo-impulzusmomentum j € J = {..., =2, —3,2,2 ..}, h§1) (h§2)) egy
kimeng (bejovs) hengerfiiggvény d = 1l-nek (d = 2-nek) megfeleléen. A hullam-
szamok ko = E/(hw) > 0 és ky, = |E — Vo|/(hw) > 0 (az out/in a szérasi tar-
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toméanyon kiviil/beliil részre utal), mig J, az els6faju Bessel-fiiggvény, HY s HP
pedig a megfeleld elsd, illetve masodfaju Hankel-fiiggvények [50]. A forgésszimmetria
miatt igaz a [J;, H] = 0 kommutacios relacio, ahol J, = —ihd, + ho./2 a pszeudo-
impulzusmomentum-operator z komponense. Igy J. megmarad a szorasi folyamatban.
Az S szoérasi-matrixot és az A; amplitidot a hatarfeltételekbdl hatarozhatjuk meg,
azaz a teljes hullamfiiggvény folytonossagabol: lllg-out) (r =R,p) = \I/Sn)(r = R,p).
Ezekbdl konnyen kapjuk, hogy

—H?\ ()1 (X)) = H\ (X) ;4 (X)
S; = D, : (3.45a)
(2) 1) (2) (1)

D; = HY (X)J, (X, (3.45¢)

ahol X = ko R és X' =k, R.

Most tekintsiik egy balrol bejove sikhullam szorasat az r > R részben! Ennek az
E energiaju sajatallapota az alabbi alakban irhato:

Oy, (r,0) = nlpg)etenr 2 ahol (3.46a)

1 e ipi/2
n(e:) = 7 ( Jinef2 ) (3.46D)

és ©; a bejovl elektron terjedésének iranyat jeloli. Megjegyezziik, hogy a fenti alak
lenyegében a (3.20) sajatfiiggvény polarkoordinatakban kifejezve. Felhasznalva a
Hankel-fiiggvények tulajdonsagait [50] megmutathatjuk, hogy a @, fiiggvény parcialis
hullamokra valo felbontasa:

1 a1 2 1 —ij0o;

Dy =5 >V (h§. )41 >> e~ (3.47)
§€T

Az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy a terjedés irdnya parhuzamos az x

tengellyel, azaz ¢; = 0. Ekkor a hullamfiiggvény az r > R tartomanyban a kdvetkezd

alakban frhato:

1 )
VO =@+ 5 S (S - DAY, (3.48a)
Jjel
és az r > R tartomanyban
. 1 )
v =23 P73 A; ;. (3.48b)
J€d

Megjegyezziik, hogy a (3.48a) kifejezésben a méasodik tag a szort hullamot irja le. A
szOrasi hataskeresztmetszet a szort hullam aszimptotikus (r > R) alakjabol kaphato.

A (3.45) és (3.48) egyenletekbdl egzaktul kiszamithatjuk a hullamfiiggvényt mind a
szoOrasi tartomanyon beliil és kiviil. Vegyiik észre, hogy a hullamfiiggvény csak a ki, R
és kout R dimenzidtlan parametérektdl fiige. A 3.9 abran lathato, hogy hogyan hatol be
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a balrol (¢; = 0 iranybol) bejove sikhullam a p-n d&tmenet kor alaka tartoményaba. Az

1 2 2

1 1

Yo 0 0
-1 -1
l 2 2

1 0 1
X

3.9. abra. A hullamfiiggvénybdl szamolt |¥|? (10-es alapt logaritmus skaléan) a szorasi tar-
tomanyon kiviil, de kozel, illetve bent. A bal oldali abran kR = 300 és ko2 = 300,
ami n = —1 torésmutatonak felel meg (lasd a (3.49) egyenletet), mig a jobb oldali abran
kinR = 300 és koy R = 200, ami n = —1.5 torésmutatot jelent. A szaggatott vonal a p-n
atmenet hatarat jeloli. Az x és y koordinatak egysége R. A vastag (pottyozott) vonal a p =1
(p = 2) kausztikdnak felel meg (lasd a szoveget késsbb).

abrdkon a nagy intenzitasu helyek, a kausztikdk kialakulasa az r < R tartoményban
jol lathatok a szaggatott, illetve a pottyozott vonalak mentén. Vodo és munkatarsai
hasonl6é hullamfiiggvény-mintazatot figyeltek meg kisérletileg, amikor egy sik-konkav
lencsét készitettek negativ torésmutatoju fotonikus kristalybol [211].

Az élesen véltoz6 p-n atmenetii grafénben az elektronok aramlasanak optikaja kor
alaki tartomanynal is jol értelmezhets a (3.24) egyenletben megadott negativ torés-
mutatoval. Esetlinkben a Snellius-Descartes-féle torési torvény:

sin o kin |E -V

sin 3 " Kout E (3:49)

ahol « a beesési sz0g és [ a megtort sugar szoge. Mivel a szamolasunkban mind &;, és
kout pozitivak, a torésmutato negativ lesz, mint a jol tervezett fotonikus kristalyokban.

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a hullamfiiggvény mintazataban az intenzitas
maximumainak helye kiszamithat6 a Snellius-Descartes-féle torési torvény alapjan
negativ torésmutatot feltételezve. A 3.10 adbran lathatd, hogy hogyan torik meg a
bejové sugar a p-n dtmenet hatiran, és azutan hogyan lép ki a kor alakd tartomany-
bol. A kiilonboz6 bejovs sugarakat a b = Rsin o impakt paraméterrel és a koron beliili
harok p szamaval osztalyozhatjuk, ami p — 1 szamu bels6 reflexionak felel meg. A
kiillonboz6 impakt paraméterrel (—R < b < R) bejovs sugarak burkoloja a koron beliil
a kausztika, ahogy ez a 3.11 abran lathat6 p = 1 esetben. Mindegyik hirnak sajat
kausztikaja van.

A differencidlgeometria elemeit felhasznalva kiszamithatjuk a kausztika gorbéjét,
és a 3.10 abran lathatd derékszogl koordinatakban a p-dik kausztika gorbéjének o
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3.10. 4bra. Egyelen, balrol bejovs elektonsugar palyaja a kor alaka p-n atmenetben. A b
impakt paraméterrel és « szoggel bejovs sugar [ szégben torik meg az dtmenet hatéran, és
aztan p — 1 belsd reflexié utan kilép a kor alaka p-n atmenetbdl. Itt p = 3, n = —1.3 és
o = 60°.

3.11. Abra. A p-n atmenet belsejében a megtort sugarak burkolojaként kialakulo kausztika.
A keék, vastag vonal a (3.50) egyenletbdl szamolt kausztika gorbéje. Itt p =1 és n = —1.

paraméterrel adott paraméteres egyenlete:

r.(p,a) 1 —cos© 1+2(p—1)8" [ cos(® + B)
7 = (—1)? ( SO ) + cos 3 Ny (—sin(@+6)> , (3.50a)
ahol O(p,a)=a+2(p—1)p, sinf= sina és f' = i — (3.50b)
n| n? —sin” «

Itt —7/2 < o < /2 kozott valtozik, és a vesszé az a szerinti derivaltat jeloli. A 3.9
abran az egzakt hullamfiiggvény interferencia-mintazatbol kialakulé kausztika helye
latszik Osszehasonlitva a (3.50) egyenletbdl kapott eredménnyel. Jol latszik a kitting
egyezés. A p > 2-hoz tartozo kausztikdk kevésbé latszanak, mivel minden egyes belsG
reflexional a sugér intenzitésa fokozatosan csckken.

Vildgos, hogy p > 2-hez tartoz6 kausztikdkat az n torésmutatd teljesen
meghatarozza. A katasztrofa elmélet szerint [209] a kausztikak kor alaka p-n dtmenet-
nél a csucsos tipusu (angolul cusp) kausztikikhoz tartoznak. A rendszer z tengelyre
val6 tiikorszimmetridja miatt a kausztika is mutatja ezt a szimmetriat, és a kausztika
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csucsa mindig az = tengelyen van. A (3.50) egyenletb6l v = O-ra konnyen kapjuk a
p-dik kausztika cstucsanak helyét (az (z,y) = (Teusp, 0) koordinataja pontok):

(=1)°

=—— 7 R 0l
In| —1+2p (3:51)

Lcusp (p )

A csticsok helye felvaltva helyezkedik el, azaz xcusp,(p) pozitiv vagy negativ attol fiiggs-
en, hogy p paros vagy paratlan.

Amint a 3.11 abran lathato, paraxialis kozelitésben (o < 1) a bejové sugarak
a fokuszpontba fokuszalodnak. Az f fokusztavolsag az (r,¢) = (R, m) ponttol mérve:
[ = R—|rasp| = R|n|/(|n|+1). Ugyanezt kapjuk, ha a térésmutatot kicseréljiikk annak
negativ értékével a hagyomanyos optikdban ismert fokusztavolsag képletében [212].
Fotonikus kristalyban a negativ torésmutaté kimutatasa éppen a fokusztavolsag mérése
alapjan tortént |211].

Grafénben a kausztikdk és a fokuszalo effektus kisérleti vizsgalatdhoz kollimalt
elektronnyalabra van sziikség. Ez elérhetd egy sima és sik p-n dtmenettel, hiszen
a (3.31) egyenlet kapcsan lattuk, hogy a transzmittalt elektron szelektiv modon csak
a merdlegesen beesd elektronokra jelentGs [184]. Ezért egy lehetséges elrendezés egy
pontszerd elektronforrasbol, egy szelektiven transzmittalo sik p-n atmenetbdl, egy kor
alakd szorasi tartomanybol és egy elnyeld elektrodabol all. Az egyes tartomanyokban
a toltéssiirtiség helyfiiggése esetleg pasztazd elektronmikroszkoppal mérhetd.

A kor alaka p-n atmenet a sik dtmenettel egyiitt az elektron-optika épitékdve lehet
grafénben. Azonban a torésmutatd valtozik az energiaval, és igy a kisérleteket ala-
csony hémérsékleten kell végezni az éles mintazat kialkuldsdhoz. Amint azt korabban
emlitettiik a kisérletekben a K és K’ pontok kozti szorési folyamat kizardsa miatt a
a < d << A\p = 2m/koy feltétel is fontos. Egy masik feltétel a kausztikak koriili éles
interferencia-mintazat vizsgalatahoz a kvaziklasszikus k;, R > 1 hatéareset teljestiilése.
A fenti feltételek példaul £ = 40 meV energiaju elektronnal Vy = 80 meV kapufesziilt-
séggel megvalosithatok, hiszen a legutobbi kisérletek szerint d ~ 10 nm [213], ésn = —1
torésmutatoval ki, R = 50 és A\p = 10d.

Osszefoglalva, kiszamoltuk egzaktul kor alaka grafén p-n atmenetnél a bejové
sikhullamok szorasat egy korszimmetrikus lépcsé-szeri potencial esetén. Megmutat-
tuk, hogy a hullamfiiggvény interferencia-mintazataban a maximalis intenzitasi helyek
a kausztikak koriil talalhatok, amelyek a Snellius—-Descartes-féle torési torvény alapjan
negativ torésmutatot feltételezve szamolhatok. Igy a kausztikik léte bizonyiték a
negativ torésmutato létezésére grafénben.
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3.3. Minimalis vezet6képesség egy- és kétrétegi
grafénben Kubo-formulaval

A fejezet tovabbi részében a |A19, A21| cikkeinkben kiézolt eredményeinket foglaljuk
0ssze.

A grafén pikkelyek izolalasa kozben gyakran lehet taldlni kétrétegi grafén
darabkakat is. Kétrétegli grafénben a kvantum Hall-effektust kisérletileg elGszor
Novoselov és munkatérsai [214] tanulmanyoztak, mig a megfigyelt Hall ellenallas platoi-
nak szekvencidjat elméletileg McCann és Fal’ko [215] értelmezték. Kétrétegii grafén-
ben a szénatomok az Gn. Bernal-rétegzddésben helyezkednek el, ahogy ez a 3.12 abran
lathato.

3.12. abra. Kétrétegti grafén szénatomjainak elhelyezkedése. Az egyik grafén réteg folott
Bernal-rétegzddésben helyezkedik el a méasik réteg. Az A; (piros) és By (kék) atomokbol allo
grafén réteg (fekete vonal) folott ugy helyezkedik el az Ay (sérga) és By (barna) atomokbdl
allo masodik réteg (szaggatott vonal), hogy a Bj szénatom folott az Az atom van. A két
grafén réteg kozti tavolsag ¢ ~ 3,4 A . Az elemi celldban négy bazisatom van.

A grafénhez hasonloan a kétrétegii grafén szerekezetet is intenziven vizsgaltak.
Az egy- és kétrétegii grafén elektromos tulajdonsagairdl kitiing attekintés olvashato
a [164], illetve a [217] mtivekben. Az elektromos savszerekezetben felléps gap asszim-
metridjat McCann tanulmanyozta elméletileg [216]. Ha a két rétegre ellentétes ka-
pufesziiltséget kapcsolunk, akkor a gap hangolhato a fesziiltséggel [218] és kisérletileg
kontrollalhato [219]. A kétrétegii grafén optikai és magneto-optikai tulajdonsigait a
tavoli infravords tartomanyban Abergel és munkatarsai vizsgaltak [220]. A szennyezok
szerepét Nilsson és Neto [221] tanulmanyoztak. Pereiera és munkatarsai elméletileg
mutattak meg, hogy kétrétegl grafénbdl kvantum potty alakithato ki |222|. Ludwig a
normal-szupravezetd szerekezet vezetSképességét szamolta ki [223]. Nemrégen, Koshino
és Ando a kétrétegii grafén transzport-tulajdonsagait vizsgalta Born-kozelitésben [224],

és azt talaltak, hogy erdsen szennyezett mintaban a fajlagos vezetéképesség oo =

(8/7) €?/h, mig gyengén szennyezett mintaban o™ = (24/m)e%/h, azaz hatszor na-

gyobb, mint egyrétegii grafénben (lasd a (3.41) egyenletet). Hasonloan, Katsnelson
a Landauer-formula segitségével szamolta ki a minimalis fajlagos vezetGképességet

és omin = 2¢2/h értkét kapott. E dolgozat szerzéje a Kubo-formulabol kiindulva
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omin = (8/m) e?/h értéket kapott [A19], melyet réviddel késsbb Snyman és Beenakker

a Landauer-formulat hasznalva megerdsitett [227].

Azonban, sokkal kevesebb tanulmény foglalkozott a trigondlis torzulds (trigonal
warping) szerepével kétrétegi grafénben. Ennek lényegét az alabbiakban ismertetjiik.
A trigonalis torzulas hatasat a gyenge lokalizaciora Kechedzhi és munkatarsai [228], mig
a minimalis fajlagos vezet&képességre Koshino és Ando vizsgéltak egy effektiv 2 x 2-es
Hamilton-operatort véve [224].

Ebben a részben a Kubo-formulat alkalmazva, és McCann és Fal’ko [215] altal
javasolt Hamilton-operatorbol kiindulva kiszamitjuk a kétrétegii grafén-mintanak a
minimdlis fajlagos vezetGképességét a trigondlis torzulds erGsségének filiggvényében.
Meglep6 modon azt kapjuk, hogy a vezetGképesség fiiggetlen a trigondlis torzulas
erGsségétol, és hatszor nagyobb, mint az egyrétegt grafénben.

Kétrétegl grafénben a legerGsebb csatolas a rétegen beliil van: az Ay és By, illetve
Ay és By szénatomok kozott a csatolas v9. A két réteg kozti legerGsebb csatolas az
egymas folott elhelyezked As és By atomok kozott van, melyet vp-gyel jeloliink. Az
Ay és B, atomok kozti csatolast a 3 < 7, csatolasi allandoval vessziik figyelembe.
Ez a csatolas felelGs a trigondlis torzulasért. A fenti csatolasi allanddkat kiilonb6z6
munkékban becsiilték meg, és a kovetkezd értkeket kaptak: v = 3,16 eV [179], 71 =
0,39 eV [229], és v3 = 0,315 eV [230].

Szamolasunkban figyelembe vessziik a trigondlis torzulast, ezért ugyanazt a
Hamilton-operatort hasznaljuk, mint amit a [215,225] cikkekben. A Hamilton-operator
a K pont koriil az A, By, Ay, By bazisban, illetve a K’ pont koriil a By, Ay, Bs, Ay béazis-
ban a koévetkezd alaki:

0 wp- 0 vspy

_ Up+ 0 &mn 0
Hy = ¢ 0 &n 0 wp | (3.52)

vsp— 0 opy 0

ahol pi = p, +ip,, v = V3ay/(2h) és vs = V/3ays/(2h), mig ¢ = +1 a K pontra és
¢ = —1 a K’ pontra (itt @ = 0,246 nm a racsallando). A trigondlis torzulas erésségét
a 0 =wv3/v = v3/7 dimenzidtlan paraméterrel vehetjiik szamitasba. Korabbi munkéak
alapjan [179,215,230| ez a paraméter 5 ~ 0,1.

A fenti (3.52) Hamilton-operator négy sajatértéke a k = k(cos ¢, sin ) hullamszam-
vektor fiiggvényében konnyen kiszamolhato:

E.(k,o) = +m \/% [1 +E2(B2+2) + (—l)nI‘] , ahol (3.53a)

I = \/1—212:2 (82 — 2)+ k462 (82 + 4)+8k3 3 cos 3, (3.53h)

és n = 1,2, mig az atskalazott hullimszam k = khv/y,. Véges f-ra a cos 3¢ tag a
kristalyszerkezet haromfogasiu szimmetridjanak a kovetkezménye. A K pontban (k =
0), illetve a harom tgynevezett ,zseb” kozepén (ezek polarkoordinatai: k=pés =
0,27/3,47/3) az E; energia zérus (lasd a 3.13 abra bal felét). Az utoébbi harom pont
koriil az alland6 energiavonalak eltorzulnak, ahogy ez a 3.13 abra jobb oldali felén
lathat6. Ezt nevezik trigondlis torzulasnak. A pozitiv és a negativ F; diszperzios
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3.13. abra. A bal oldali abran a negativ Fj diszperzios relacio lathato (y1 egységekben) a
(kz, ky) sikban a Brillouin-zéna K pontja koriil (ez az origo az abran). A (3.53) képletben
a négyzetgyok el6tt szerepld plusz/minusz el§jelek miatt a pozitiv Ej diszperzids relacio a
negativnak a tiikrozottje a (kg l;:y) sikra. A jobb oldali 4bra a pozitiv Fy diszperzios relacio
konstans energiavonalait mutatja. Az allando6 energiavonalak egyenls nagysaggal kovetkeznek
ugy, hogy a legkiilss energia 2E, (lasd a szoveget). A szamolasnél § = 0,1 értéket vettiink.

relacié érdekes tulajdonsagot mutat. Pozitiv E; esetben egy bizonyos energia alatt az
allando energiavonal négy darab ,zsebre” hasad fel, amelyek koziil a kézépss (a K pont
koriil) korszimmetrikus, mig a harom maésik ellipszis alaka. A felhasadas jelenségét
az irodalomban Lifshitz-atmenetnek nevezik [231]. Ennek az energianak, masnéven a
Lifshitz-energianak az értéke Er = v182/(4 + %) ~ 1 meV. Ha v3 < v, azaz 3 < 1
esetben a kétdimenzios Fermi-feliilet szeparacioja nagyon kis toltésstrtiség mellett 1ép
fel, n < ny ~ 1 x 10%em™? (itt n;, a Lifshitz-stirtiséget jeloli). Ha n < ny, akkor a
kozépss kor alaki zseb teriilete kozelitsleg A. ~ mwE?/(hvs)?, mig a harom ellipszis
alakt zseb teriilete A, ~ %AC. Ha F < Ej, akkor a diszperzios relacié linearis k-ban.
Az alland6 energiavonalak hasonloak a K’ pont koriil. Ugyanakkor 5 = 0 esetben
nincs trigonalis torzulas, azaz a sajatértékek forgasszimmetrikusak, és csak a K és K’
pontokban van Dirac-kip.

Nemrégen Koshino és Ando [224] tanulményoztak a minimalis fajlagos
vezetGképességet kétrétegi grafénre egy olyan 2 x 2-es Hamilton-operatort hasznéalva,
ami jol kozeliti a trigonélis torzulést. Az alakja a kovetkezs:

_ 0 P — Dy
Hbg = @2 ( ]33_ —]3_ 0 s (354)
ahol az effektiv csatolasi allando g, = 7175 /72, az atskalazott impulzus pr = (p, +
ipy)/po és po = 2173/ (v/3a73).

A legegyszertibb 2 x 2-es Hamilton-operator, amit McCann és Fal'ko [215] hasznél-
tak a kétrétegl grafén Hall-ellnalldsdnak értelmezésére a kovetkezd alaki:

_ 0 pi
Hyy = —g3 <p2_ 0 ); (3.55)
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ahol g3 = v?/v; ismét egy effektiv csatolasi 4lland6. Ebben az esetben nincs trigonalis
torzulas. A tovabbiakban az egyrétegli grafénre, illetve a fenti harom Hy, Hyo és
Hys Hamilton-operatorra kiszamoljuk a minimaélis fajlagos vezet&képességet a Kubo-
formula segitségével.

A szamitasok érdekében a Kubo-formuldnak Ryu és munkatarsai altal hasznalt
alakjabol indulunk ki [199], ami zérus frekvencian és zérus hémérsékleten érvényes:

omin = nsnv7l7iir(l)am,(n), ahol (3.56a)

h [ d*
O-NV(T’) = _5/LVE/? dzr/ij(I‘,r/;E = 0’77)’ (356b)
Yoy En) = Tr[GYR (s E,n)j,G R (r,x's E,n)j] . (3.56¢)

Itt (i, v) = x,y, mig a spin degeneracio ny = 2. A K és K’ pontok szerinti degeneracio
n, = 2, a minta teriilete S. A (3.56¢) egyenletben a spuirt a spinor indexekre kell venni.
A GAR Green-fiiggvény a retardalt és az avanzsalt Green-fiiggvények kiilonbsége:

GM (e, E,n) =G~ (r,x'; E,n)—G*(r,x'; E,n), (3.56d)

ahol a G* fiiggvények eltolasinvarians rendszerre az egyrészecske Green-fiiggvénybol
kaphatok:

d’k

GE(ry, 12 E,n) = / 5 eMETIGE(G B, ), (3.56¢)
(2m)
Gtk E,n) = [E+in—HK)] ", (3.56f)
H(k) = H(p = hk), (3.56g)
és végiil az dram-operator
. e e 0H (k)
—i— [Hr)=~ . _

Ju=ty [Hrl =+ o, (3.56h)

A fenti (3.56b) kifejezés a

(—z — H)_1 —(z— H)_1 = —22(2:2 — HQ)_l

operator-azonossag segitségével tovabb egyszertisithets (itt z egy skalar). Legyen z = in
¢és hasznaljuk ki, hogy a rendszer eltolasinvarians, akkor o,,(n) a (3.56b) egyenletben
a kovetkezd alaki lesz

ow(n) = (5“1,2762772[(77), ahol (3.57a)
1) = [ e [ 0] O ] O sy

Ez, az altalam elGszor levezetett képlet a Kubo-formula modositott valtozata, mely
a Dirac-pontban a minimalis fajlagos vezetGképesség kiszamitasara hatékonyan alkal-
mazhato.
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Miel6tt részletesen vizsgalndnk a kétrétegi grafén esetét, érdemes és tanulsagos
megnézni, hogyan alkalmazhato a (3.57b) egyenlet egyrétegt grafénre. Ebben az eset-
ben a Hamilton-operator a 3.1.2. bevezetd fejezetben levezetett (3.17) egyenletben
definialt H, operator. Megmutathato, hogy a H_ operator esetén ugyanaz az eredmény
adodik a minimaélis fajlagos vezetGképességre, igy egy 2-es faktorral vehets figyelembe.
A (3.57b) egyenletben felléeps integral konnyen kiszamolhato, ha a k = k(cos ¢, sin ¢)
polarkoordindtakat hasznaljuk:

> o2 dk 1
I() = L(y) = @w_ L 3.58
() = L:(n) /0 (2022 1) 27 2mp? (3:58)

[tt s az egyrétegii (single) grafénre utal. Lathato, hogy az eredmény fiiggetlen
a v sebességt6l.  Megjegyezziik, hogy a legjelentésebb jarulék az integralhoz a
k = 0 kornyékébdl szérmazik, ezért a k szerinti integral kiterjeszthetd a végte-
lenbe [197]. Végiil felhasznalva a (3.57a) és (3.56a) egyenleteket a minimalis fajlagos
vezetGképességre a jol ismert univerzalis értéket o™ = (4/7) (e?/h) kapjuk [193,195—

199, A19]. Megjegyezziik, hogy a 3.1.5 fejezetben a Landauer formulaval ugyanezt az
eredményt kaptuk (lasd a (3.41) egyenletet).

A tovabbiakban ratériink a kétrétegi grafén esetére figyelembe véve a trigonalis
torzulast is. A j, dram-operétor a (3.52) Hamilton-operator esetén:

0108
e edHk) _ev| 1 0 0 0
g 0 1 0

Ez a derivalt szerepel a (3.57b) egyenletben. Hasonlon szamolhato a j, aram-operator
is. A (3.57b)-ben szerepls I(n) = I,1(5,n) integral fiigg a trigonéalis torzulas erGsségére
jellemz6 B paramétertsl. Konnyen belathato, hogy 0. = 0y és 04y = 0y = 0, ezért
célszert a (04, + 0yy)/2 mennyiséget szamolni. Ismét polarkoordinatdkban szamolva,
és bevezetve a k — k hv/v;, és az n — 1/~ 4j valtozokat viszonylag egyszert algebrai
szamolassal a kovetkez6t kapjuk € = +1-re (K pont koriil):

In(B,m) = /O N /0 y ((;4:55;8;;2 ;l—;f %, ahol (3.60a)
A=K (2+58%) + (14+7°) [4* (14 8%) + 20> + B* (1 + %) ], (3.60b
B = 4Kk*3, (3.60c
C=k+n"+"+E 20+ 8 (1+717)], (3.60d
D = —2k*B. (3.60e

)
)
)
)

Itt a b1 index a (3.52)-ban definialt Hamilton-operatorra utal. Az integral haromtenge-
lyt forgasszimmetriat mutat a kétrétegi grafén kristalyszimmetriajanak megfelelGen.
Belathato, hogy ¢ = —1-re (K’ pont koriil) ugyanezt az eredményt kapjuk, és igy ezt
a tényt a vezetGképességben ismét egy 2-es faktorral vehetjiik figyelembe, azaz n, = 2.
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A ¢ szerinti integral analitikusan kiszamolhato és I,1 (5, n)-re kovetkezdt kapjuk:

Ibl(ﬁa 77) =

e AC — BD
2 / b ¢ ak (3.61)
0

o2 — D2)3/2 %

Egyszertien szamithatjuk ki a k szerinti integralt is, ha nincs trigondlis torzulas, azaz
a [ = 0 esetben:

< dk 4k (k* 4 2 4 2k? + 2k%n? 1
In(B=0,n) = / d 4k (k" 40t 2k + 5 ) _ 5 (3.62)
0 2 (k4+7]4+n2+2k2n2> ()

Igy a (3.57a) és (3.56a) egyenletek alapjan a minimalis fajlagos vezetSképességre a
o (B=0) = (8/m)(e*/h) (3.63)

univerzalis értéket kapjuk.

Joval nehezebb a szamolas véges [f-ra. A (3.61)-ben szerepld integral a kovetkezs
eredményre vezet:

I <6a 77)

1 127 + 1453° 4
(12_ 7+ 14552 + 334 2)’ (3.64)

- A2 35+ B4

plusz O(Inn) és O(n?) nagysagrendi tagok. Ismét a (3.57a) és (3.56a) egyenletek
alapjan a minimélis fajlagos vezet&képességre az alabbi figyelemre mélt6 eredményt
kapjuk:

om"(B) = (24/7) (¢*/h). (3.65)

A végeredmény fiiggetlen a trigonalis torzulds erGsségétdl, azaz a 8 paramétertél. En-
nek a fejezetnek ez a f6 eredménye. Ez az univerzalis érték hatszor nagyobb, mint
egyrétegii grafénre. Megleps modon o™(3) nem folytonos fiiggvény 3 = 0 koriil,
hiszen 8 = 0O-ra a (3.63) egyenlet szerint c™"(3 = 0) = (8/m) (e*/h), mig bdarmi-
lyen véges [-ra a vezetGképesség haromszor nagyobb. Ez a nem-analitikus viselkedés
abbdl szarmazik, hogy tetszéleges véges [f-ra az n toltéssiiriség mindig kisebb az np,
Lifshitz-siirtiségnél, ahol a kétdimezioés Fermi-feliillet négy kiilon all6 zsebre hasad fel,
mig 5 = O-ra nincs Lifshitz-atmenet, mindig csak egy Fermi-vonal létezik a K és K’

pontok koriil. A Lifshitz-atmenet ugrasszeriien véltozik g = 0 koriil.

Tekintsiitk most a (3.54) egyenletben adott Hy, Hamilton-operatort, melyet
Koshino and Ando hasznalt a fajlagos vezetéképesség szamolasara onkonzisztens Born-
kozelitésben [224]. Megjegyezziik, hogy ebben az esetben nincs semmilyen olyan
paraméter, amellyel a trigonalis torzulas erGssége valtoztathato lenne. A go csatolasi
allando kiesik a szdmolds végén, igy ebben az esetben a trigonalis torzulas fixen be
van épitve a modellbe. Felhasznilva a (3.57b) egyenletet megismételhetjiik a szé-
molast a (3.54)-beli Hy; Hamilton-operatorral, és kissé hosszadalmas szamolas utan a
kovetkez6t kapjuk: .

I(n) = Ip(n) = pr (12 —1279%), (3.66)
plusz O(Inn) és O(n?) nagysagrendi tagok. Itt a b2 index a Hy, Hamilton-operéatorra
utal. Igy a minimalis fajlagos vezetSképességre ugyanaz a o™ (3) = (24/7) (e?/h)

xrx
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univerzalis érték adodik, mint a (3.52)-beli Hy; Hamilton-operator esetén.

Végiil a teljesség kedvéért szamoljuk ki a minimélis fajlagos vezetGképességet a
legegyszertibb Hy; Hamilton-operatorra, melyet a (3.55) egyenlet definial! Ekkor az
integral egzaktul elvégezhets:

f(n)EIbs(n)z/oo . L 12. (3.67)

o 2 n*+ gkt

gy a minimalis fajlagos vezetSképességre ismét ugyanazt a o™ = (8/7) (e2/h) uni-
verzalis értéket kapjuk, mint amit a (3.52) egyenletben adott Hy; Hamilton-operatorral
f =0 esetben. Ezt az eredményt elgszor [A19] cikkben vezettem le, majd nem sokkal
kés6bb Snyman és Beenakker [227] a Landauer-formulat hasznalva.

Osszefoglalva, kiszamoltuk a minimalis fajlagos vezetoképességet kétrétegt grafénre
harom kiilonb6z6, az irodalomban hasznélt Hamilton-operator esetén. Azt talaltuk,
hogy ha nincs trigonalis torzulds, akkor a vezetSképesség mindig kétszer akkora, mig
a trigonalis torzulast figyelembe véve hatszor akkora, mint egyrétegii grafénben. A
minimalis fajlagos vezetGképesség a trigonalis torzulas erésségének nem folytonos fiig-
gvénye. Ugyanakkor, minden esteben univerzalis értéket kaptunk a vezet&képességre,
ami azt sugallja, hogy a vezetGképesség kétrétegii grafénben topologia eredeti. Azon-
ban ennek kimutatasa tovabbi kutatast igényel. Par honappal ezel6tt Moghaddam és
Zareyan kiszamoltdk a minimalis fajlagos vezetGképességet a Dirac-pontban a 3.1.5
fejezetben vazolt eljarashoz hasonloan, a Landauer formulat hasznélva [232]. Széamola-
saikban figyelembe vették az elektrodak orientécioja és a kétrétegd grafén szimmetria
tengelye kozti 6 szoget is, és anizotrop viselkedést kaptak 6 fiiggvényében. Azon-
ban 0 = 0 szégre ugyanazt a o™™ = (24/7) (e*/h) univerzalis értéket kaptak, mint

mi. Késébbi célunk, hogy tanulmanyozzuk a vezetGképességet a kapufesziiltség fligg-
vényében is, azaz a Dirac-ponttol eltdvolodva.
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3.4. KIGYOALLAPOTOK GRAFENBEN

3.4. Kigyoé6allapotok grafénben

A fejezet tovdbbi részében a |A22] cikkben kiozolt eredményeinket foglaljuk dssze.

Szamos kisérleti és elméleti munkaban tanulményoztik az elektronok gerjesztési
spektrumat és transzport-tulajdonsagait kétdimenzios elektrongéazban, merdélegesen in-
homogén magneses térben. Péld4ul ismert, hogy inhomogén mégneses térben egy
specidlis allapot 1étezik, melyet kigyddllapotnak neveznek (angolul snake state), és azon
a hataron alakul ki, ahol a magneses tér iranyt valt. A kigyoallapotot elGszor Miiller
tanulmanyozta elméletileg [233], és munkaja késébb nagy érdeklgdést valtott ki (lasd
pl. [234] cikket és a benne 1év6 hivatkozasokat).

Az inhomogén mégneses térnek elektronokra valé hatasat grafénben sokkal
kevesebben vizsgaltak. Mint korabban a 3.1.3 fejezetben lattuk a Klein-paradoxon
miatt az elektronok nem zarhatok be elektromos potenciallal. Azonban inhomogén
mégneses térben elvben méar bezarhatok, ahogy ezt elgszor Martino és munkatarsai
mutattak ki [235]. Tahir és Sabeeh a grafén magneses vezetGképességet vizsgaltak
térben modulalt mégneses térben, és megmutattak, hogy az in. Weiss-oszcillaci6 amp-
litudoja (a vezetSképesség oszcillacioja a méagneses tér fiiggvényében) nagyobb, mint
kétdimenzios elektrongazban [236]. A grafén nem tokéletesen sik, a grafén mintanak
egy enyhe hullimzésa lehetséges a sikra merdleges irdnyban. Ennek a hulldimzasnak a
szerepét az alacsony energias elektronsavokra Guinea és munkatirsai vizsgaltak ugy,
hogy a hullamzast egy inhomogén effektiv magneses térrel modellezték [237]. Azonban
a kigyoallapotokat csak szén nanocsévekben tanulméanyozték, Nemec és Cuniberti [238|,
illetve Lee és Novikov [239].

Ebben a fejezetben a kigyoallapotokat tanulményozzuk egyrétegi grafénben. Ezt a
szamolast elGszor mi végeztiik el [A22], majd egy héttel kés6bb Ghosh és munkatarsai
hasonl6 eredményekre jutottak [240]. Az elrendezést a 3.14 dbra mutatja. A magne-
ses tér merdleges a grafén sikjara, és 1épcsGszeriien valtozik az abranak megfelelGen,
azaz zérus a 2W szélességii tartomanyban, ezen kiviil balra és jobbra pedig azonos B
nagysaguak, de ellentétes iranytak. Feltessziik, hogy a minta teljes szélessége L > W.
Megmutatjuk, hogy ebben a rendszerben a kigyballapotok a kozépss, zérus magne-
ses tér tartomanyaban lokalizadlodnak, és az altaluk vitt &ram kompenzaldédik a minta
szélén halad6 aramokkal.

A 3.1.4 fejezetben ismertettiik az elektron dinamikajat homogén mégneses térben.
A Dirac-Hamilton-operator alacsony energias kozelitésben a (3.32) egyenlettel adott.
Mint lattuk inhomogén térben is igaz, hogy a Hamilton-operator a K és K’ pontok
szerint degeneralt, igy elegend példaul a K pont koriili 4 Hamilton-operatorral szé-
molni. Az energiaspektrum meghatérozésa érdekében ismét a H ¥V (z,y) = EV(x,y)
Schrodinger-egyenletet kell megoldani. A rendszer y irdnyban eltolésinvarians, és ha
a vektorpotencialt Landau-mértékben a A = (0, A,(x),0)” alakban vessziik fel, akkor
[Hy,p,] = 0, azaz H,-nak és p,-nak kozos a sajatfiiggvénye. Igy a hullamfiiggvény
szeparalhato: W(x,y) = ®(z)e*, ahol k a hullimszam az y irdnyban. A szamiti-
sok érdekében feltessziik, hogy L > [, ahol [ = \/h/|eB| a magneses hossz. A
minta harom tartomanyaban a hullaimfiiggvény alakjat szimmetria-megfontolasokbol
kaphatjuk. Konnyd latni, hogy [H,o0,T,] = 0, ahol T, a tiikr6zés-operator, azaz
tetszdleges f(x) fiiggvényre T, f(z) = f(—x). Ez azt jelenti, hogy a ®(z) flige-
vény paros vagy paratlan fiiggvények szerint osztilyozhato, azaz paros fiiggvényre

91



3. FEJEZET A GRAFEN

2W

\
1

3.14. abra. A maéagneses tér merdleges a grafén sikjara, és zérus a kozépsé 2W szélességii
tartoményban, mig a csik két oldalan ellentétes irdnyt, de azonos B nagysigi. A minta
teljes szélessége L. A minta harom tartoményra bonthato: a bal oldali részre x < —W, a
kozépss részre |xz| < W, mig a jobb oldali részre x > W. Egy tipikus kigyoallapot klasszikus
trajektoridja lathato az abran.

0,1, (z) = ®©(z), mig paratlan fiiggvényre o,7,0) (z) = —®©) () teljesiil.
Tovabba igaz, hogy [0,T:,p,] = 0. Ezen kommutéicios relaciok alapjan felirhatjuk
a paros és paratlan hullamfiiggvények alakjat a harom tartomanyban. A koézépsé tar-
toméanyban, azaz |z| < W-ra és F energian a paros és paratlan fiiggvények alakja:

) ip )
o z) = ¢ K 61{0 )e”“ — < 6_1 ) e’KI] : (3.68a)

) i )
oz = ¢ K e}w )e”‘x +z‘< 6_1 )e“] (3.68b)

ahol tanp = k/K, K = /2 — k? a tranzverzalis hullamszam és ¢ = E/(hv). A bal
oldali részen, azaz x < —W-ra Landau-mértékben a hullamfiiggvény:

e U ’§ o e
29 (z) = o ( n(f(?cjf)) > o\ — pl©), (3.68¢)

ahol € = —V2(x+W +EkI?) /I, ax = (£1 —e%?)/2, n = —iv/2/(el), és U(a,z) a
parabolikus hengerfiiggvény [50| (a két fiiggetlen parabolikus hengerfiiggvény koziil
azt valasztjuk, amelyik zérushoz tart, ha * — —o0). A jobb oldali részen, azaz
x > W-ra a hullamfiiggvény @f’o)(x)—b(’)l szamolhato @g)(x) = ayTxCI)(Le)(x) és
@g)(;ﬂ) = —oyTxQDf)(az) egyenletek alapjan. Ha k > e, akkor a K tranzverzalis hul-
lamszamot a K = —ivk? — &2 tisztan képzetes mennyiségre kell cserélni. A c¢; és ¢y
ismeretlen amplitidok a hatarfeltételekbdl hatarozhatok meg. A hatarfeltételek szerint
a hullamfiiggvény folytonos az x = =W hatarokon. Ez két homogén egyenletet jelent
a hullamfiiggvényekben szerepl ¢, és ¢y ismeretlen amplitudokra. Igy a nemtrivialis
megoldas a szekuléris egyenletbdl szamolhato, amibdl az E,, (k) energiasavokat kapjuk,
ahol n = 0,%1,... adott k értékre. A o.,Hio, = —H. kiralis szimmetria miatt
E_.(k) = —E,(k) [186].
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A szamitasokat elvégeztiik numerikusan szoros kotést kozelitésben (tight binding
approximation, innentsl réviden TB) is”. A 3.15 dbran dsszehasonlitottuk az E, (k)
energiasavokat, melyeket a Dirac-egyenletbdl, illetve a TB kozelitésben végzett sza-
molasbol kaptunk. Az energiat hiw. egységekben adtuk meg, ahol hw, = v2hv/l =
V/3/27a/l. Az abran a szélallapotok, masnéven feliileti allapotok (angolul edge states)
nem lathatok, ezeket késébb diszkutaljuk. Jol lathato, hogy a kétféle szamolas ered-

3.15. abra. Az E, (k) energiasavok (fuw. egységekben) a k hullamszam (1/W egységekben)
fiiggvényében a K pont koriil olyan B mégneses tér értéknél, melyre W/l = 2.2. A folytonos
vonal a Dirac-egyenletbdl, az iires korok a TB kozelitésbdl kapott eredmények. Csak a vezetési
sav energiait (E,(k) > 0, ahol n = 0,1,...,8) &bréazoltuk. A legalacsonyabb energiasév az
n = 0-nak felel meg, és a tobbi sadvok energidban névekvs sorrendben kévetkeznek. A péaros
(paratlan) hullamfiiggvények a péros (paratlan) n kvantumszamoknak felelnek meg. Az Aj,
B és C allapotok a 0,688 hw, energiaju (pontozott vonal) kigyoallapotok (lasd a szoveget).

ménye kittinGen egyezik. Nagy pozitiv k-ra az Osszes allapot egy diszperzidtlan en-
ergiszintbe tendal, ezek éppen a homogén mégneses térben kialakulo kétszeresen de-
generalt ELX(k) Landau-szintek, melyeket a (3.33) egyenletben adtunk meg [185,186].
Ugyanakkor, negativ k-ra az energiasavok diszperzivek. Ilyenek példaul a 3.15 abran
lathato Ay, By és C; allapotok. Mindegyik allapot visz aramot vagy az +y vagy a
—y irdnyban az adott allapotnak megfelel6 csoportsebesség iranyatol fiiggéen. Ezek
az allapotok a minta koézéps6 részén lokalizalédnak, amint ezt késébb szdmolassal is
indokoljuk (lasd a 3.17 abrat). Ezek az ugynevezett kigyoallapotok.

A 3.15 abran lathato eredmények végtelen széles mintara vonatkoznak, azaz L = oo-
re. Els6 pillantasra ez az eredmény ellentmondo6, hiszen azoknak az allapotoknak a
szama, melyek folfelé (+y irdnyban), illetve amelyek lefelé (—y irdnyban) haladnak
nem azonos. A rendszer alapallapota tgy tiinik, hogy instabil, egy nett6 aram folyik
—y irdnyban még egyensilyban is, mindenféle kiils¢ hatéas ellenére. Nyilvanval6an
ilyen helyzet nem fordulhat el6. Az ellentmondas feloldasa az © = 4L /2 széleken
lokalizalodott allapotokban, az tn. szélallapotokban (feliileti allapotokban) keresendé.

"Csak a legkdzelebbi szomszédok kélcsdnhatasait vettiik figyelembe. A minta z = +L/2 szélei
cikk-cakk tipusiak. Az eredményeink nem fiiggnek a szélek jellegét6l, ha L > W. A maéagneses
teret a szokasos Peirels-helyettesitéssel vettiik szamitasba, hasonléan Wakabayashi és munkatarsai
munkajaban, kivéve, hogy 6k homogén magneses teret vettek [241]. A numerikus szamolasainkban
W = L/10 volt, és N = 500 racspontot vettiink x irdnyban, azaz L = (v3N/2 — 1)a.
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A 3.16 abran ugyanazok a TB kozelitésben végzett szamolasbol kapott energiasavok
lathatok, mint a 3.15 abran, csak most a megengedett Gsszes k-ra felrajzoltuk a disz-
perzios gorbéket. Két extra sav jelent meg, a pontozott vonalnak megfelel6 0,688 Aw,
nagysagu energian ezek a Dy és Dy allapotok (igaz ezeket nehéz megkiilonboztetni a
valasztott paraméterek miatt, csak az adbra kinagyitott részletén lathato a kiilonbség).
Megmutatjuk, hogy ezek a nemdegeneralt allapotok a minta véges x irdnyt mérete
miatt lépnek fel, és az +y irdnyban, a minta két szélén lokalizalva visznek dramot. Az

2

" -165 A C

N

3.16. abra. Az E, (k) diszperzios relacié az Osszes megengedett k-ra (1/W egységekben)
berajzolva egy kis részt a vegyeérték koteési savbol is (ahol E, (k) < 0). Az abrabetét a {6 abra
kinagyitott részlete a Dy és Dy allapotok kérnyékén. A paraméterek ugyanazok, mint a 3.15
abrén a TB kozelitésben végzett szamolasnal. A pontozott vonallal jelzett energian nyolc
allapot van: A;, By, C; és D;, ahol i = 1,2 (lasd a szoveget).

abran az A; o, B9, és (2 allapotok kigyoallapotok. A (', allapot +y irdnyban visz
aramot, mig a tobbi a —y irdnyban. Véges L-re a feliileti allapotok altal vitt Aramokat
a kigyoallapotok arama kompenzalja. Vildgosan latszik, hogy minden energian a minta
véges volta miatt megjelené feliileti dllapotok kovetkeztében a folfelé és lefelé halado
allapotok szdma azonos, a rendszer egyensulyban van. Ugyanezt varjuk, ha a Dirac-
egyenletbdl indulnank ki és figyelembe vennénk, hogy a minta véges x iranyban (a
feliileti allapotokat Brey és Fertig, illetve Abanin munkatarsai is vizsgaltak [166]).

A kigyoallapotok és a feliileti dllapotok jobb megértése érdekében kiszémoltuk ezen
allapotokhoz tartozd dramstrisség eloszlasat, melyet a 3.17 dbra mutat. Az dbrabol
lathato, hogy az A; és B; allapotok a —y, mig a C allapot ellentétes irAnyban visz
aramot. Tovabba, ezek az allapotok valéban a minta kozepére koncentralodnak. A D,
(D,) allapotok feliileti allapotok, és az aram az +y iranyban, kozel a minta bal (jobb)
széle mentén aramlik. A K és K’ pontok szerint degenerdcié miatt az Ag, By és Cy
kigyoallapotok ugyanugy viselkednek, mint az Ay, By és C; kigyoallapotok.

Az Er Fermi-energiat valtoztatva ezen allapotokhoz tartozd arameloszlés lényege-
sen megvaltozik. A 3.15 dbrabol vilagos, hogy ha a Fermi-energia az els6 és a masodik
Landau-szint kozott van, azaz EX(k) < Ep < EE(k), akkor a By és C) kigyoallapo-
tok teljes arama egyiittesen zérust adnak, ezek az allapotok lokdlisan kompenzal6dnak.
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3.17. 4bra. Az j,(x) aramstirtsség eloszlasa (6nkényes egységekben) az x fiiggvényében a 3.16
abran jelolt Ay, By, C1, D1 és Dy allapotokra. Itt x racsallandokban mérve 1 és N kozott
valtozik, ahol N = 500.

Ezzel ellentétben az A, kigyoallapot lokalisan kompenzalatlan, hiszen csak a D, feliileti
allapot arama tudnd kompenzalni, de ez az aram tavol, a minta szélén folyik. Az A; és
D; allapotok atfedése elhanyagolhato, ezért alapallapotban, nagy méretskalan egy dram
inhomogenités lép fel. Amikor a Fermi-energia a&tmegy az n = 1 Landau-szinten, nem-
csak az Ay, de a By kigyoallapot is lokalisan kompenzalatlanna valik, mig a C allapot
fokozatosan feliileti allapotta alakul at. Igy azt mondhatjuk, hogy grafénben minden
Fermi-energian létezik legalabb egy lokalisan kompenzélatlan kigyoallapot, amelynek
drama a minta kozepére koncentralodva folyik, és csak a kozépss tartomanytol tavol,
a minta szélén folyik vissza, mint egy feliileti dllapot arama.

Hasznos 0Osszehasonlitani ezeket az eredményeket azzal, amit kétdimenzios elek-
trongazban (2DEG) kapnank ugyanolyan magneses tér mellett, mint amilyen a 3.14
abran lathato. A 3.18 abrabol jol lathatok a Landau-szintek E, (k) = hfd.(n + 1/2)
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3.18. dbra. Az E, (k) energiasavok 2DEG-ben TB kozelitésben szamolva a 3.14 &bran
lathaté méagneses tér profil és nagysag esetén. Az energiat hAf). egységben adtuk meg, ahol
Q. = eB/m* a ciklotron frekvencia, m* az elektron effektiv tomege. A k hullamszam egysége
1/a, ahol a a négyzetracs racsallandoja. W = L/10 és L = 200 a értékekkel szamoltunk.
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energidkon (n = 0,1,...), ahogy ezt homogén tér esetén varjuk. A grafénhez hason-
16an itt is taldlunk kigyoallapotokat, illetve feliileti llapotokat®. A diszperzids relacié
jellegébdl latszik, hogy 2DEG-ben az els6 Landau-szint (n = 0) alatt nincs lokalisan
kompenzalatlan dram. Ez a legfontosabb kiilonbség a grafén és a kétdimenzios elek-
trongaz kozott.

Osszefoglalva, tanulmanyoztuk az elektron dinamikajat grafénben, ha a magneses
tér inhomogén. Egyszeri 1épcsGszert magneses tér valtozas esetén megmutattuk, hogy
megjelennek lokdlisan kompenzalatlan dramok. Kiszamoltuk az energiasavokat mind a
Dirac-egyenletbél, mind szoros kotésii kozelitésben, és kitiinG egyezést kaptunk. Meg-
mutattuk tovabba, hogy alapallapotban annak feltétele, hogy ne legyen nettd aram,
figyelembe kell venni a minta véges voltat keresztiranyban. Ellentétben a kétdimenzios
elektrongazzal, grafénben az dramot illetGen minden Fermi-energian létezik legalabb
egy lokédlisan kompenzalatlan kigyoallapot. Ez egyértelmi kovetkezménye annak, hogy
az elektron dinamikajat a zérus tomegi Dirac-egyenlet irja le. A kvantum Hall-
effektussal analog modon azt varjuk, hogy a kigyoallapotok altal vitt aram alacsony
Fermi-energian (azn = 0 ésn = 1, vagy n = —1 Landau-szintek k6z6tt) a szennyezGkre
nem érzékeny. Azt reméljiik, hogy a kigyoallapotok kiilonos viselkedése grafénben, in-
homogén magneses térben kiaknézhat6 a jovGbeni kisérletek sordn. A kigyodallapotok
jobb megértése céljabol nemrégen szemiklasszikus modszerekkel is elkezdtiik vizsgalni
az elektronok mozgasat inhomogén magneses térben [A23].

82DEG-ben a kigyoallapotokra hasonlé eredmény ismert az irodalomban, 1asd példaul Reijniers és
Peeters cikkét a [234] hivatkozasban.

96



Konkluzi6

Ebben a dolgozatban harom kutatési teriilettel kapcsolatos erdeményeimet foglaltam
Ossze. Az els6 fejezetben a normal-szupravezets hibrid rendszereket vizsgéltam, ahol
a normal tartomany vagy kétdimenzios elektrongaz, vagy ferromagneses anyag. A
mésodik fejezetben a spintronikai rendszereket tanulmanyoztam, és végiil az utolso
fejezetben a grafénnel kapcsolatos eredményeimet ismertettem. Ez a hdrom kutatési
teriilet latszolag kiilonallo fejezetei a nanofizikanak, mégis sok benniik a kdzos vonés.
Egyrészt mindegyik rendszer mérete néhany szédz nanométer nagysagrendjébe esik, és
emiatt elméletileg csak kvantumosan vizsgalhatok. Masrészt az esetek tobbségében
a rendszer Hamilton-operatora 2 x 2-es matrixszal irhato le. A kétdimenzios elek-
trongazhoz képest ezekben a rendszerekben egy tdjabb szabadséigi fok jelenik meg.
Példaul a normél-szupravezets hibrid rendszerekben ezek az elektron-lyuk allapotok,
a Rashba-féle félvezets-spintronikai rendszerekben a kétféle spinbeallas, mig egyrétegi
grafénben az elemi cellaban 1év6 két bazisatom miatt 1ép fel a két szabadsagi fok.

Az elsé fejezetben kiilonb6z6 hibrid rendszerek energiaspektrumat vizsgaltuk kvan-
tumosan és szemiklasszikus kozelitéssel. A két vizsgalt mezoszkopikus hibrid rend-
szer a normal-szupravezetd és a ferromagnes-szupravezets elemekbdl allt.  Vizsgal-
tuk a normadl-szupravezetG diszk rendszert magneses térben is. Az egyes rend-
szerek kozos jellemzGje, hogy az energiaspektrumot a Bogoliubov—de Gennes-egyenlet
sajatértékei adjak, melyek a hatarfeltételekbdl levezetett szekularis egyenlet gyokei. A
normal-szupravezets rendszereket aszerint osztalyoztuk, hogy a Bogoliubov-de Gennes-
egyenlet sajatfiiggvénye szeparalhatd vagy nem. Az 1.2 a-b abrédkon lathatd box és
diszk geometriaju rendszerek szeparalhatok, mig az 1.2 c-e abrdkon lathaté hibrid
rendszereknél a hullamfiiggvényt csak egy alkalmas bazisban kifejtve hatarozhatjuk
meg. Megadtuk az egyes rendszerekre érvényes szekularis egyenlet alakjat. Szemi-
klasszikus leirasban azt hasznaltuk ki, hogy az Andreev-reflexi6 miatt minden olyan
palya, ami eléri a a normal-szupravezetd hatarfeliiletet az periodikus. Igy a Bohr-
Sommerfeld kvantalési feltételbdl hatarozhatjuk meg az energiaszinteket. A kiilonb6z6
normal-szupravezet§ rendszerekre nagyon jo egyezést kaptunk a kétféle szimolasbol. A
szemiklasszikus kép alapjan sikeriilt értelmezni az energiaspektrum fontosabb vonasait.
Megmutattuk, hogy azokban a normal-szupravezet rendszerekben, melyekben a P(s)
klasszikus visszatérési valoszintiségnek fels6 levagasa van, mindig kialakul egy minigap.
Igy kaotikus normal-szupravezetd rendszerek esetében is kialakulhat minigap.

A maégneses térbe helyezett normal-szupravezeté diszk rendszer energiaszintjeibdl
meghatarozhat6 a szuszceptibiltas, ami aztdn O0sszehasonlithato a legutobbi, anomalis-
nak tekintheté mérési eredményekkel. Az eddigi elméleti magyarazatok tavolrol sem
kielégithetsk. Igy a dolgozatban kozolt eredmények kiindulopontjai lehetnek a mérési
eredmények elméleti értelmezésében. Viszonylag nagy mégneses térben a szemi-
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klasszikus eredményeink jol egyeznek az egzakt kvantumos szdmolasokkal. Azonban
numerikus okok miatt kis méagneses térben csak a szemiklasszikus modszer hasznél-
hat6. Remélhetéleg az igy kapott energiszintekbsl a mért szuszceptibilitast sikertiil
értelmezni a késébbiekben.

Az utobbi id6ben intenziv kutatéis tapasztalhatd a ferromagnes-szupravezets hib-
rid rendszereket illetGen is. A korabbi munkdkban nem vizsgaltak a szemiklasszikus
eredmények érvényességét. Modellszamitas érdekében a box geometriat hasznéltuk.
Sikeriilt levezetni az irodalomban ismert Osszefiiggést a rendszer allapotsiirtiségére. Az
energiaszinteket egzakt kvantumos szamoléassal is meghataroztuk és nagyon jo egyezést
kaptunk a szemiklasszikus kozelitésbdl kapott eredményekkel. Azonban a kicserélédési
energia novelésével az egyezés elromlik. A kozelités csak akkor ad jo eredményt, ha a
kicserél6dési energia joval kisebb a Fermi-energianal.

A dolgozatban bemutattuk, hogyan terjeszthetjiik ki a jol ismert szemi-
klasszikus modszereket hibrid rendszerekre. A kidolgozott szemiklasszikus kvan-
talas hatékonysagat szamos rendszerre vizsgaltuk az egzakt kvantumos szamolas
Osszevetésével. Minden esetben jo egyezést kaptunk a kétféle szamolasbol. Az egyezés
elsGsorban azon milott, hogy a szemiklasszikus szamolasban figyelembe vettiik azt,
hogy az Andreev-reflexi6 soran felléps fazisugras fiigg az energiatol. Az itt ismertetett
modszerek lehetGséget nyijthatnak a hibrid rendszerek tovabbi vizsgalatahoz is.

A maésodik fejezetben a spintronika rendszerekkel kapcsolatos eredményeimet mu-
tattam be. A bevezets rész utan a Rashba-bilidrdok energiaszintjeit tanulmanyoztam,
és a spinfiiggs szorasi jelenségeket. A Rashba-bilidrdok energiaszintjeit példaul az alla-
potstiriiségen keresztiil lehet jellemezni. Ilyen jellegii szdmolast tudomasunk szerint
el6szor mi végeztiink. Kiszamoltam tetszéleges alaki Rashba-biliardra az allapot-
stirtiség Weyl-sorat, azaz a vezetd rendi tagjait. Kimutattuk, hogy a kétdimenzios
elektrongazhoz hasonloan, ezek a biliard teriiletével, illetve a keriiletével arédnyosak.
Rashba-bilidrdokndl az energia-spektrumnak van negativ energias része is. A spek-
trum &llapotsiirtisége jelentGsen eltér a pozitiv, illetve negativ energidkra. A tet-
sz6leges alaki Rashba-biliArdokra vonatkoz6 eredményeink az egyetlen integralhato,
és ezért analitikusan kezelhets esetben, a kor alaki Rashba-bilidrdra ellenérizheték
is. Mivel a rendszer integralhatd, az energiszinteket meghatérozo szekularis egyen-
letet sikeriilt analitikus formaban megadni. Igy a szekularis egyenlet gyokeit, a kor
alaki Rashba-bilidrd energiszintjeit, numerikusan egzaktul meg lehetett hatarozni.
Kiszamoltuk az egzakt Green-fiiggvényt is kor alakt Rashba-bilidrdra, ami alapjan
az allapotsiiriiség is szamolhato. A szokésos Green-fiiggvényes technika abban kiilon-
bozik a kétdimenzios elektrongaznal alkalmazott modszertdl, hogy Rashba-bilidrdokra
a Green-fiiggvény valdjadban egy 2 x 2-es matrix. Az allapotstriiség Weyl-soranak
vezetG rendi tagjai megegyeznek a tetszéleges alaki Rashba-bilidrdokra kapott kife-
jezésekkel. Ugyanakkor, kor alakid Rashba-biliardra tovabbi, elliptikus integralokat tar-
talmazo, korrekcios tagok is fellépnek a Weyl-sorban. Megmutattuk, hogy ezek nélkiil
a korrekcios tagok nélkiil nem kapjuk vissza az allapotstiriiség helyes energiafiiggését.
Negativ energidkra az allapotstriiségben bizonyos energidkon szingularitasok lépnek
fel. Analitikus formulat vezettiink le a szingularitasi helyekre, és az allapotstirtség-
re is. A kapott allapotsiirtiséget Gsszehasonlitva az egzaktnak tekinthetd numerikus
eredményekkel kiting egyezést kaptunk kor alaki Rashba-bilidrdokra.

A Rashba-bilidrdokkal kapcsolatos eredményeink felhasznalhatok a spinfiiggs
szorasi jelenségek tanulmanyozésara is. A kovetkezd szakaszban Rashba-féle spintro-
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nikai rendszerekben vizsgaltuk a spinfiigg6 szorasi folyamatokat. Az analitikus mod-
szeriink a hagyomanyos, a kvantummechanika konyvekbdl jol ismert parcidlis hullimok
modszerének kétkomponensi hullamfiiggvényekre valo kiterjesztésén alapul. Megmu-
tattuk, hogy a kezdetben spin szerint polarizalatlan elektronnyalab jol tervezett spin-
tronikai eszkozben vald szorodéasa soran bizonyos szorasi szogek iranyaban szinte tel-
jesen polarizaltta valik. Megmutattuk tovabba, hogy a spinpolarizalt elektronnyalab
az el6re szorés irdnyahoz kozel, egy néhany fokos szogtartoményban egyrészt spinpo-
larizalt, masrészt a differencidlis szorasi hataskeresztmetszet joval nagyobb, mint mas
szorasi szogekre. Ez az eredmény fontos lehet annak a kisérletileg még meg nem valosi-
tott, de a spintronikai teriiletének fejlédése szempontjabol alapvetének szamito feladat-
nak a megoldasaban, hogy hogyan lehet spin szerint polarizalt elektronokat elGallitani.

A harmadik fejezetben a grafénnel kapcsolatos kutatasi eredményeimet foglaltam
Ossze. A grafén kutatasa viszonylag tjkeletii, nagyjabol négy éve indult meg ez, az azdta
nagyon intenziven kutatott teriilet. Igy sziikségesnek tartottam egy hosszabb bevezetdt
irni errél a témarol, ami remélhetGleg majd jol hasznosithatd az egyetemi oktatasban
is. A kutatassal kapcsolatos eredményeimet hirom alfejezetben foglaltam &ssze. Az
elsG alfejezetben egy tjszerd, grafénben fellépd elektron-optikai jelenséget vizsgaltam,
a masodik alfejezetben a minimalis vezetGképességgel Osszefiiggd szamolasainkat, mig
a harmadik alfejezetben a kétdimenzios elektrongédzban mar jol ismert kigyoallapotok
grafénben megfigyelt eltérs sajatsagait ismertettem.

Grafénben az elektron-optikai jelenségeket a negativ torésmutatd létezése teszi
egzotikussa. Kimutattuk, hogy grafénben megfelel6 kapufesziiltséggel olyan
félvezetGkhoz hasonld p-n dtmenet valosithato meg, melynek hataran az elektronhullam
ngy torik meg, mintha a torésmutatd negativ lenne. Kiszamoltuk a bejévd sikhullam
szorodasat kor alaki p-n &tmenetnél, azaz a hullamfiiggvényt a kor alaka tartomanyon
beliil és kiviil. Kideriilt, hogy a korén beliili részben a geometriai optikabol ismert
kausztikak keletkeznek. Kiszamoltuk a kausztikdk gorbéjét analitikusan, és Osszeha-
sonlitva a numerikusan egzakt szamolas eredményeivel kiting egyezést kaptunk. Igy
bebizonyitottuk, hogy valoban létre lehet hozni negativ torésmutatoval jellemezhetd
p-n dtmenetet. Raadasul a torésmutatd értékét a kapufesziiltséggel konnyen valtoz-
tathatjuk. Eredményeink felhasznalhatok olyan p-n atmenetek tervezésében, melyek-
ben az altalunk vizsgalt kor alakd p-n dtmenet egyik épitGkove lehet a jovébeni grafé-
nalapu elektron-optikai eszkézoknek.

A grafén minimalis fajlagos vezetSképessége ugyancsak intenziv kutatas targyava
valt az elmilt par évben az elméletileg létezG szamtalan joslatok és a mérési eredmények
kozti ellentmondasossdg miatt. Ebben a kérdésben els6ként mi vizsgaltuk Kubo-
formulaval a minimalis vezetéképességet kétrétegii grafénben. A trigonalis torzulas mi-
att hatszor akkora értéket kaptunk, mint egyrétegi grafénben. Ugyanakkor, a trigonalis
torzulas elhanyagolasaval ez az érték megegyezik a rétegek szamaval, azaz kétrétegi
grafénben kétszeres. Azota ezt az eredményt masok, mas modszerrel megerdsitették.

Végiil a dolgozat utols6 tamaja a kigyoallapotok vizsgilata grafénben. Megmutat-
tuk, hogy lépcsGszeriien valtozo magneses tér esetén megjelennek lokalisan kompen-
zalatlan dramok. A kvantum Hall-effektussal analog modon a kigyodallapotok altal vitt
aram alacsony Fermi-energian a szennyez&kre nem érzékeny, és igy inhomogén mag-
neses térben mozg6 elektronok kiilonds viselkedése tijabb kisérletekre inspiralhatja a
kutatokat.

Befejezésiil megemlitem, hogy egy régota ismert jelenség, a Zitterbewegung a dol-
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gozat harom nagy fejezetében bemutatott kutatasi teriiletek egy tjabb kézos vonasara
derit fényt. A Zitterbewegung jelenségét elGszor Schrodinger vetette fel a Dirac-
egyenlettel Osszefiiggésben [242]. Megmutatatta, hogy Heisenberg-képben a hely-
operator az allando sebességgel mozgd Dirac-fermiont leiré tag mellett tartalmaz egy
oszcillalo részt is. Korabban tugy vélték, hogy ez a jelenség egyértelmiien a rela-
tivisztikus kvantummechanika kévetkezménye. Nemrégen David Gyula munkatarsam-
mal megmutattuk, hogy a Zitterbewegung fellép szupravezetékben, spintronikai rend-
szerekben és grafénben is, és igy sikeriilt a Zitterbewegung jelenségének egy egységesebb
elméletetét kidolgoznunk [A15].
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