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Bevezetés

A térlefedd kodok (covering codes) lényegében tobbdimenzios diszkrét terek (Hamming
terek) adott sugéarral torténd lefedését biztosité halmazok, melyek a szamitastechnika
szamos teriiletén alkalmazhatok. (Adattomorités, adathiba és adatvesztés dekodolésa,
miisorszoréas tervezése Osszekapcsolt halozatokban, egyszer irhaté memoria jobb kihasz-
nalasa, az emberi beszéd kodolasa, sejt elvén alapuld téavkozlés, logikai formulak kielé-
githetGségének vizsgalata, szteganografiai eljarasok.)

A térlefedd kodok alapprobléméaja: Hamming terekben, vagyis adott hosszusagu bina-
ris, ternaris stb. jelek sorozatai altal alkotott terekben elGirt elérési sugara és lehetéleg
minél kisebb szamossagu kodok keresése. Ugyanez a probléma vegyes Hamming terek-
ben is vizsgalhato. Ezek a problémék altalaban nagyon nehéz optimalizalasi problémak,
kezelésiikre altalanos modszer nem ismeretes, szinte minden eset kiilon megfontoléast igé-
nyel. Az alkalmazott modszertan kombinatérika, kombinatoérikus optimalizalas, lineéris
algebra, egészértéki programozas modszerei mellett sajatos kodelméleti modszerek széles
skalajat oleli fel. Hatékony szamitogépek igénybevétele egyre inkabb elkeriilhetetlen 1j
eredmények eléréséhez e teriileten, mivel esetenként akar tobb millié objektum tulajdon-
sdgainak a megvizsgalasara is sziikség lehet. Altalaban komoly eredménynek szamit az
optimum értékére jo also, illetve felsG korlat megadésa, ami ma mér altaldban az ismert
also vagy fels§ korlat javitasat jelenti. Az optimalis kod(ok) méretének pontos értéke
csak kevés esetben ismeretes.

I. A kittizott kutatasi feladat rovid osszefoglalasa

Kodelméleti kutatasaim elsédleges motivacioja hézagpotlas célzatti. Ostergarddal kozo-
sen (az én kezdeményezésemre) lefolytatott vizsgalatokkal, elemzésekkel feltérképeztiik a
legfeljebb 8 kodszoval megadhato binaris, ternaris, ill. vegyes ternaris/binéris optimaélis
térlefed6 kodok valamennyi lehetséges esetét. Korabban ilyen eredmény a binaris kodok
esetén csak 7 kodszonal rovidebb, a ternaris kodok esetén csak 5 kodszonal rovidebb, a
vegyes ternaris/binaris kodok esetén pedig csak 3 kodszonal révidebb kodok esetére volt
ismert. Az értekezésben targyalt tovabbi eredmények egy része is tarsszerzds, de tobbsé-
giik egyediil elért eredmény. A célul kittizott kutatéasi eredményeket illetGen elsGsorban
olyan eredmények elérésére torekedtem, amelyek valamilyen — egy vagy tobb paramé-
tert tartalmazo — altalanosabb megfogalmazasban fejezik ki optimélis térlefedé kodok
méretét, illetve annak egyik vagy mindkét iranybol vett korlatjat. Mivel a binaris és
ternaris térlefedé kodokra vonatkozo ismeretek viszonylag joval kiterjedtebbek a sport-
fogadasokra torténd kozismert alkalmazasi lehetGségiik miatt, azért elsGsorban az ilyen
kodok korében egyedi (vagyis nem paraméterrel megadott) esetekkel kiilon is érdemes
foglalkozni.



II. Az elvégzett vizsgalatok, a feldolgozott modszerek,
a forrasok

Az elvégzett vizsgilatok és modszerek

1. Mindegyik targyalt kod kategoria esetén elGszor azt a kérdést vizsgaljuk, hogy milyen
feltételek fennallasa biztositja az optimalis térlefedé kodok kiilénbozs, elére megadott
méreteit. Ehhez &ltalaban valamilyen paraméteres egészértékd linearis programozasi
probléma megoldasara van sziikség. Kézenfekvé modszernek latszik a relaxalt LP prob-
léma megoldasa primél szimplex moédszerrel, majd a paraméterek kiilonb6z6 ardanyaihoz
tartozo6 optimalis megoldéasokra valo attéréseknek dual szimplex modszerrel torténs meg-
valositdsa. A tételek kimondasahoz tobb esetben ilyen indulassal jutottam el, prezenta-
lasuk és bizonyitasuk viszont szebben valosithaté meg linearis programozasi modszerek
nélkiil, elemi egyenlGtlenségekkel, tovabba kombinatorikai és logikai megfontolasokkal,
azért ez utobbi utat véilasztottam.

2. Amennyiben a pontos méret értékét nem tudjuk meghatérozni, egyenl6tlenségeket,
lehetdleg altalanos, paraméteres egyenlétlenségeket keresiink az optimalis kodok méreté-
nek also vagy felsé korlatja kifejezésére. Ehhez jo modszertani segédeszkoznek bizonyult
a sziirjektiv és altaldnositott sziirjektiv kodok alkalmazésa.

3. A sziirjektiv, altalanositott sziirjektiv kodok nemcsak modszertani segédeszkozok, ha-
nem maguk is vizsgalatok targyai, melyeknek megvan a sajat modszertani eszkoztara.
Ilyenek a lefeds tombok (covering arrays) kutatasi teriiletén alkalmazott ortogondlis tom-
bok, kompozicio, simulated annealing, tabu search, esetleg valamilyen mohd algoritmus
modszere, tovabba olyan specidlis sziirjektiv kodokra vonatkozo sajatos modszertani esz-
k6zok, mint amilyenek az MDS kodok és a latin négyzetek.

4. Sziirjektiv kodok elérési sugara lehetséges tartoményanak a meghatarozasa is egyrészt
vizsgalat targya, de ugyanakkor eszkoz az optimalis térlefedd kodok méretének beha-
tarolasara. Az ide tartozé szamitasokhoz kombinatorikai és szamitogépes modszereket
egyarant alkalmaztam, de {6leg az utobbiakat.

5. Az extrém sziirjektiv kodok elérési sugardanak meghatérozasahoz hipergrafok segitségét
vettem igénybe.

6. Az elvégzett klasszifikicios vizsgalatok eszkozei is részben kombinatoérikai, részben
szamitogépes modszerek. Az utodbbiak a vizsgalt kodok valamilyen fajta lexikografikus
rendezésén alapulnak.

A legfontosabb fogalmak ismertetése
Hamming tdvolsag, Hamming metrika, Hamming tér

Az x,y € Z] pontok Hamming tavolséga alatt azon koordindtak szaméat értjiik, melyek az
adott két szoban kiillonboznek egyméstol. A Hamming tavolsag szokasos jelolése d(z,y).
Konnyt belatni, hogy a Hamming tavolsig a Z; halmazon egy metrikat valosit meg, ez
a Hamming metrika. Ezek alapjan Hamming térnek nevezziikk a Hamming metrikaval
felruhézott Z;' halmazt.



Koad, kodszo, hibajavito kod, térlefedd kod

Itt adjuk meg a kod altalunk hasznalt matematikai definiciojat: A Hamming tér egy
tetsz6leges nem {ires részhalmazat kodnak, e halmaz elemeit kédszavaknak nevezziik.
Matematikai értelemben tetsz6leges kodot tekinthetiink akar hibajavitéo kodnak, akar
térlefed6 kodnak. Az utobbi elnevezések arrél tajékoztatnak, hogy a kodot milyen célra
akarjuk hasznalni. Barmely igy definialt kod esetén értelmezziik a kod legkisebb tavol-
sagat és elérési sugarat. Hibajavito kod vagy térlefeds kod (vagy egyszertien kod) alatt
tehat tetszéleges nem tires
ccz;

halmazt értiink. A kiilonbség az, hogy egy hibajavité kod annal jobb, minél nagyobb
e kod legkisebb tavolsaga, egy térlefed6 kod pedig annal jobb, minél kisebb az elérési
sugara.

Legkisebb tdvolsdg (kodtdavolsdg)

Egy €' C Z kod legkisebb tévolsaga, vagy maés elnevezéssel kodtavolsaga alatt a kod-
szavak kozotti Hamming tavolsagok minimumat értjiik. Képlettel

dmin(c) = mm{d(m,y) rz,y€Cx 7é y}
Elérési sugar

Egy C C Z7 kod elérési sugara az a legkisebb R egész, melyre teljesiil, hogy a Z;" Ham-
ming tér tetszbleges eleme legalabb egy kodszotol legfeljebb R tavolsagra van. Képlettel

R = maxd(z,C).

TELY
Optimadlis térlefedd kod

Adott ¢ alapszam, n dimenziészam és R elérési sugar esetén a ¢,n, R paraméterekhez
tartozo optimaélis térlefedé kodok mindazok a kodok, melyek elérési sugara legfeljebb R
és a kddszavak szama a lehetd legkisebb.

A K,(n, R) kifejezés értelmezése
A ¢,n, R paraméterekhez tartozo optimalis térlefedé kodok méretét fejezziik ki vele.
Vegyes kodok

Vegyes kod alatt legaltalanosabban a Z;'t Zp2 - - - Z™ tér valamely nem iires részhalmazat
értjiik, ahol m > 1, n; > 0, > n; Z 1 & G 2 2. A K, (n, R) kifejezés megfelelGje
vegyes kodok esetén a Ky, 4, g0 (1,02, ...,y R) kifejezés.

Forrasok

A térlefedd kodok elmélete és modszerei a XX. szazad elsd felében, dontGen az alabbi
harom forrasbol alakultak ki: 1. A hibafelismerd és hibajavité kodok kutatésa, melynek
elsé lényegesebb eredményei R. Hamming és M. Golay nevéhez ftiz6dnek. 2. Algebrai
kodelméleti kutatésok és perfekt kodokra vonatkozo eredmények. 3. Hatékony totokodok
vildgszerte kibontakozott kutatasa.



A fentiek részletesebb kifejtését és a folytatodod torténetet az értekezés 2. fejezete (,,A
térlefed kodok rovid torténete”) tartalmazza.

Az irodalmi forrasokat az értekezés irodalomjegyzéke sorolja fel. A témakor irodalmanak
egy bévebb gytijteménye taldlhato az A. Lobstein altal Gsszeéllitott és karbantartott
http://www.infres.enst.fr /~lobstein/biblio.html weblapon.

III. A tudomanyos eredmények rovid osszefoglalasa

Az értekezésben bizonyitott tételek koziil 32 szerepel ebben az 6sszefoglaldsban, mégpedig
14 tarsszerzdével kapott és 18 egyediil elért eredményre vonatkozo tétel. A tételeknek az
Osszefoglaloban talalhatd sorszamai az értekezésben képzett sorszamukkal azonos, ezért
itt a szamozas hézagos. A felhasznélasra keriil6 konnyebben bizonyithatd vagy ismert
eredmények az értekezésben nem tételként, hanem dllitasként keriilnek megfogalmazésra.
Kivétel ez alol az 5.3. és a 8.2. Tétel, melyeknek a bizonyitasa viszonylag egyszert, a méa-
sodik esetben kifejezetten konnyt, ezeket azonban elvi jelent&ségiik miatt soroltam mégis
a tételek kozé. Az uj klasszifikicios eredményeket is tételként fogalmaztam meg, beleértve
a nagyon egyszerten bizonyithatd 6.29. Tételt is. T6bb esetben dllitdsokként fogalmaz-
tam meg az olyan korabbi eredményeket, amelyek a tételekben kimondott eredmények
el6zményeinek tekinthetGk. Ezeket az allitdsokat ugyancsak az eredeti szamozassal —
de kisebb betiimérettel szedve — adom meg ebben az Osszefoglalasban. Néhany eset-
ben szamozas nélkiili dllitdsként utalok az elGzményre vagy el6zményekre. A lemmdkat
segédtétel értelemben hasznalom, ezek eszkoziil szolgalnak kiilonbozd tételek bizonyita-
sdhoz. A kovetkezmények tobbnyire lemméakbol, de néhany esetben tételekbdl vagy mas
kovetkezményekbdl levezethetd allitasok.

A targyalt kod kategoriak mindegyike esetén az optimaélis térlefedd kodok méretére vonat-
koz6 eredményekkel kezdem. (Méreten a kodszavak szamat értve.) Az ilyen eredmények
altalaban a K, (n, R), ill. vegyes kodok esetén pl. a Kso(t,b; R) vagy Kis2(q,t,b; R)
kifejezés értékére vagy valamelyik (esetleg mindkét) korlatjara vonatkozo relacioként ke-
riillnek megfogalmazasra. A méretekre vonatkozd eredmények utan kivetkeznek a klasszi-
fikacios, majd a térlefed6 kodokkal Osszefiiggésben kapott egyéb eredmények.

Az optimélis térlefedd kodok méretének a probléméaja a kdvetkezSképpen is megfogal-
mazhato. Adott kod kategoria és adott méret esetén mely paraméter-értékek esetére
teljesiil, hogy az optimaélis térlefedd kodok mérete a megadott mérettel egyenls?

Ha ez a megadott méret 1, akkor a valasz trividlis, hiszen egyetlen kddszobol allo kod elérési
sugara a teljes dimenzidészammal, az altalanos esetben Y ", n;-vel egyenls. Ezen a trivialis
eseten kiviil az el6bbi formaban feltett kérdésre csak kevés esetben ismerjiik a valaszt. Egy
ilyen eset a kovetkezd, amelynek az ismerete tobb kod kategoria esetén is fontos kiindulé pont
és egyuttal el6zmény az Gjabb eredményekhez. FElGszor W. Chen és 1. S. Honkala a ,Lower
bounds for g-ary covering codes”, IEEE Trans. Inform. Theory, Vol. 36, 1990, 664—-671. cikkben
fogalmaztédk meg az alabbi allitast (amely a skatulya elv alapjan konnyen bizonyithato).

Allitas.
K,(n, R) = q akkor és csak akkor all fenn, ha (¢ —1)(n —1)/¢g < R < n.
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Az altalanos ¢ alapszam esetére a fent megfogalmazott allitasnal lényegesen tobbet ma sem
tudunk mondani. Azt az egyet kdnnyen be lehet latni, ezért méar régota ismert tény, hogy
tetszGleges adott g esetén 1-nél tébb és g-nal kevesebb kodszobol 4ll6 optimaélis térlefedd kod
nem létezik. Ugyancsak evidens a vegyes kodokra vonatkozé hasonlé allités, mely szerint 1-nél
tobb és a pozitiv n; értékekhez tartozd ¢; alapszadmok minimumanal kevesebb kddszobol allo
optimaélis térlefeds kod szintén nem létezik.

A tovabbiakban az értekezés fejezetei szerint haladva sorra vessziik az egyes targyalt kod
kategoridkat.

Binaris térlefed6 kodokra az alabbiakban foglaljuk Gssze a régi és 4j eredményeket.

G. D. Cohen, A. C. Lobstein és N. J. A. Sloane ,,Further results on the covering radius of codes”,
IEEE Trans. Inform. Theory Vol. 32, 1986, 680-694. cikke tartalmazza az alabbi eredményeket:

Allftas.
Ks(n, R) = 4 akkor és csak akkor all fenn, ha n = 2R + 2.
Ks(n,R) =T7han=2R+ 3 és R pozitiv egész.
7 < Ks(n,R) <12 han = 2R + 4 és R pozitiv egész.

Cohen és szerzGtarsai idézett cikkébdl az is kideriil, hogy 3, 5 vagy 6 kodszobdl allo binéris
optimalis térlefedd kod nem 1étezik. Nyitva maradt akkor még az a kérdés, hogy az altaluk leirt
eseteken kiviil van-e mas olyan eset, amelyre Ks(n,R) = T7.

Binaris 2-sziirjektiv kodokra vonatkozo klasszifikacios eredmények alapjan a fenti allitas
harmadik sordban megadott altalanos also korlatot az aldbbi tétel szerint 7-r6l 9-re tud-
tuk javitani. (K. és Ostergard, a IV. részben 8. sorszammal megadott cikk, Theorem 8.)

3.7. Tétel.
9 < K3(2R+ 4, R) < 12 fenndll tetszdleges pozitiv egész R esetén.

A fentebb téargyalt korabbi ismeretek alapjan a legfeljebb 6 kodszobol allo optimélis térlefeds
kédok méretére vonatkozo ismert eredményeket a kovetkezéképpen foglalhatjuk Gssze:

3.8. Allitas.
Ks(n, R) = 2 akkor és csak akkor all fenn, ha R <n < 2R + 2;
Ks(n, R) = 3 nem lehetséges;
Ks(n, R) = 4 akkor és csak akkor all fenn, ha n = 2R + 2;
Ks(n, R) = 5 nem lehetséges;
Ks(n, R) = 6 nem lehetséges.

A jorészt a 3.7. Tételen alapuld 1j eredmény a kovetkezs. (K. és Ostergard, 8. sorszamii
cikk.)



3.9. Tétel.
Ky(n, R) =7 akkor és csak akkor dll fenn, ha R >0 ésn =2R+ 3;
Ks(n, R) = 8 akkor és csak akkor dll fenn, ha R =0 ésn = 3.

A fenti tétel elsd allitdsahoz kapcsolodo aj klasszifikacios eredmény a kovetkezs. (K. és
Ostergard, 7. sorszamu cikk, Theorem 3.3.)

3.13. Tétel.

Minden olyan esetben, amikor Ks(n, R) =7, a nem ekvivalens optimdlis térlefedd kodok
szdmdt megadja az 1/((1 — x)3(1 — 22)2(1 — 23)) kifejezés végtelen polinom kifejtésében
L egyiitthatoja.

Az értekezés 3.12. Tétele az Osszes lehetséges optimalis kod leiraséat tartalmazza.

A 3.7. Tétel néhany speciélis esetére egyenlGséget és klasszifikicios eredményt tudunk
megfogalmazni. (R =1 és R = 2 esetén kordbban ismert, R = 3 esetén 1j eredmény.)

3.14. Allitas.

A K5(6,1) = 12 egyenlséghez tartozd inekvivalens optimélis kodok szama 2, mindkettd
kiegyenstulyozott és 2-sziirjektiv. A két optimalis kod koziil az egyik ezenkiviil Gnkomplementer
és 3-sziirjektiv.

A K3(8,2) = 12 egyenldséghez tartozd inekvivalens optimalis kodok szama 277, ezek
kozil kiegyensilyozott 155 kod, onkomplementer minddssze 1 koéd. A 155 kiegyenstulyozott
optimalis kod koziil 2-sziirjektiv 137 kod, a 122 kiegyenstlyozatlan optimalis kod koziil pedig
2-sziirjektiv 113 kod.

A fenti két esetre az egyenl@séget Stanton és Kalbfleisch, ill. Blass és Litsyn bizonyitottak, az
inekvivalens optimalis kodok szaméanak meghatéarozasa mindkét esetre Ostergard és Weakley
eredménye. Az optimalis kodok kiegyensilyozottsag és szilirjektivitds szerinti megoszlasat mar
én tettem hozza.

A kovetkezd tételben megfogalmazott esetre az egyenléség bizonyitéasa és a klasszifikacio
egyarant K. és Ostergard eredménye (11. sorszamu cikk).

3.15. Tétel.

K3(10,3) = 12 és az ehhez az esethez tartozo inekvivalens optimdlis kédok szama 11481,
melyek kozil kiegyensilyozott 5543 kod, énkomplementer 3 kod. Az 5543 kiegyensilyozott
optimadlis kod kozil 2-sziirjektiv 1490 kod, az 5938 kiegyensilyozatlan optimadlis kod kézil
pedig 2-sziirjektiv 1589 kod.

Binaris térlefedé kodok méretének also korlatjanak kérdéséhez kapcsoloddan meriilt fel
a 2-sziirjektiv kodok lehetséges elérési sugarainak a vizsgalata. Erre vonatkozoan extrém
binéris 2-sziirjektiv kodok elérési sugarara egy onmagéban is érdekes eredményt kaptam.

Elgzményként emlithet§ Bollobas, Brace és Daykin, Katona, illetve Kleitman és Spencer egy-
méstol fliggetleniil elért egyik eredménye, amely egy binomialis egytlitthatés formuléval megadja
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az adott szamu kodszobol allo 2-sziirjektiv binaris kédok dimenziészamanak a maximalis lehet-
séges értékét (mas megfogalmazéasban). Ez az érték M kodszo esetén nem lehet nagyobb, mint

(L(i\y —_2)1/ 2J> '

A felsorolt szerzdk idevagd publikaciéibdl az is kideriil, hogy n = (L( MM_ _2)1 /2 J) esetén a Z' térben
(izomorfiatol eltekintve) egyetlen M kodszobol allo 2-sziirjektiv kod létezik, melynek a strukti-
rajat is megadtak. Ehhez kapcsolddik a kdvetkezd tétel allitdsa, amely hipergrifok segitségével
bizonyithatd. Ez egyediil elért eredmény, melyre két kiilonb6z6 bizonyitést is talaltam. Az
egyikhez Baranyai faktorizacios tételére, a masik bizonyitashoz pedig egy k-uniform hipergra-
fokra vonatkozo egzisztenciatételre volt sziikség. Az elsé bizonyitést az értekezés, a mésodikat
a 10. sorszamu cikk tartalmazza.

3.21. Tétel.

Han= (L(M]w—_2)1/2j)’ akkor a Z; térben megadhatd egyetlen M kodsz6bol dllo 2-szirjektiv

kod elérési sugara
eqyébként.

n

2

— 1, ha M = 2P + 1 alaku, valamely 1-nél nagyobb p egészre; L%J

Ternaris térlefedé kédokra kapott eredmények Osszefoglalésa.

A régi és 1j eredmények alapjan kidertl, hogy K3(n, R) értéke 1, 3, 5, 6, 8 vagy az utobbi
folotti érték lehet. Ezek koziil a legkisebb méretek esetére nyilvanvalé modon, ill. a ¢
alapszamra mar altalanosan felirt allitas specialis eseteként adddik a kévetkezd.

4.1. Allités.
K3(n, R) = 1 akkor és csak akkor, ha n = R;
K3(n, R) = 2 nem lehetséges;

K3(n, R) = 3 akkor és csak akkor, ha R < n < 353

Ternaris sziirjektiv kodok segitségével bizonyithato az aldbbi harom tétel allitasa. (Eredetileg
K. és Ostergard, 1. sorszami cikk, Theorem 11, ill. 8. sorszamu cikk, Theorem 3, 5, 9 és 10.)

4.6. Tétel.
Ks(n, R) = 4 nem lehetséges;
Ks(n,R) =5 akkor és csak akkor, han =3 és R =1;
Ks(n, R) = 6 akkor és csak akkor, ha R > 3, pdratlan és n = %;
Ks(n,R) =7 nem lehetséges.
4.7. Tétel.
Ks(n, R) = 8 akkor és csak akkor dll fenn, han =5 és R = 2.
4.8. Tétel.
Ks(n,R) =9 fenndll, ha n =4, R =1, vagy pedig R > 4, pdros és n = %.
A 9 kodszora megadott feltétel sziikségessége egyelére még nyitott kérdés.
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A ternéaris esetre bizonyitott, egyediil elért 0j klasszifikacios eredmény a kovetkezs.
4.10. Tétel.

Minden olyan esetben, amikor Ks(n,R) = 3, a nem ekvivalens optimdlis térlefedd kodok szd-
mdt megadja az 1/((1 — z)3(1 — 22)(1 — 23)) kifejezés végtelen polinom kifejtésében x3R—2n+2
egytitthatdja.

Speciélis esetre vonatkozo egyediil elért 0j eredmény a kovetkezs. (Specialis volta ellenére ennek
az eredménynek a jelentGségét az adja, hogy ternéris optimalis térlefeds kodok korében eddig
ez volt a legegyszeriibb olyan eset, melyre korabban nem volt még megoldva a klasszifikacio,
tovabba hogy ennek segitségével sziirjektiv kodokra is sikeriilt 4j eredményeket kapni.)

4.11. Tétel.

Azn = 6, R = 3 paraméter értékekhez tartozd inekvivalens terndris optimdlis térlefedd kodok
szdma 28.

Sziirjektiv kédokra és nagyobb alapszamu térlefedé kédokra vonatkozé eredmények.

A sziirjektiv kodok (amennyiben a kodszavak ismétlgdését is megengedjiik) és a lefedd tombok
(covering arrays) egymassal ekvivalens fogalmak. Az ezek koziil altalam elsGsorban vizsgélt
extremalis tulajdonsigi objektumokban sziirjektiv kod esetén ugyanaz a kodszo, lefeds tomb
esetén ugyanaz a sor egynél tobbszor nyilvanvaléan nem fordul eld.

Definicick:
Valamely C' C Z! kdd s-szirjektiv, ha a tér koordindtdinak tetszéleges {ay,a2,...,as} halma-
zdra, tetszoleges (b, ba, ..., bs) € Z; vdlasztdsa esetén létezik legaldbb egy olyan (c1,c2, ..., cn) €

C' kodszo, melyre fenndll cq; = b; minden i (1 <1 < s) esetén.

Valamely C C Z kod r sugdrral s-szirjektiv, ha a tér koordindtdinak tetszdleges {ay,ag,... a5}
halmazdra, tetszdleges (bi,ba,...,bs) € Zg wvdlasztasa esetén létezik legalabb egy olyan
(c1,¢2,...,¢n) € C kddszo, melyre fenndll co, = b; legaldbb s —r szami i (1 < i < s) ese-
tén.

Egy CA(M;s,n,q) lefedd tomb olyan M x n méretd tomb, melynek minden M x s méretd
résztombjének sorai kozott a Z; tér minden pontja legaldbb egyszer eldfordul.

Egy CA,.(M;s,n,q) lefedd tomb olyan M x n méretd tomb, melynek tetszéleges M x s méreti
résztombje és a Zy tér tetszdleges pontja esetén az eldbbinek taldlhato olyan sora, amely az
utobbitol legfeljebb r koordindta helyen tér el.

Az r sugarral s-sziirjektiv kod altalam bevezetett fogalma egyszerre altalanositdsa a hagyomé-
nyos értelemben vett sziirjektiv kodnak (r = 0 esetén) és a térlefedé kodnak (s = n esetén).
Hasonloan a lefedd tomb (covering array) fogalménak az altalanositasa (melyre Charles J. Col-
bourn javaslatara angol nyelven a radius-covering array elnevezést fogadtam el) nemcsak a
hagyomanyos értelemben vett lefedd tombnek, hanem a térlefed§ kodnak is altaldnositasa.

Mindkét fajta sziirjektiv kod (lefeds tomb) fogalma igen hasznosnak bizonyult térlefedd kodok
méretének vizsgalatahoz.

Jelolje o4(n,s;r) a ¢ alapszamhoz és n dimenziészamhoz tartozo, legfeljebb r sugarral s-
sziirjektiv kodok méretének a minimumét. Ennek megfelelGje a lefed6 tombdk terminold-
giajaban a CAN,(s,n,q) fliggvény, amely azt a legkisebb M értéket jelenti, melyre létezik
CA,(M;s,n,q) lefeds tomb.



Sziirjektiv kodokkal kifejezett Osszefliggéseket mar az értekezés el§zé fejezeteiben felhasznaltunk
als6 korlatok bizonyitdsdhoz. Nem vegyes (tehéat binaris, ternaris vagy magasabb alapszami)
kodok esetén az 1. szami cikkben (K. és Ostergard) Theorem 2, az értekezésben 4.3. Kovetkez-
mény keretében targyalt aldbbi egyenlStlenséget tudjuk alkalmazni.

4.3. K6évetkezmény.
K4(n,R) > min{oq(n, s;r), Kg(n —s, R —r —1)}.

Ennek alapjan adédnak az eddig emlitett eredményeken kiviil binaris kédokra konkrétan a
K»(13,4) > 12, K5(15,5) > 12, K5(16,6) > 9, K5(17,6) > 11, K5(18,7) > 9 stb. egyen-
16tlenségek, ternaris kodokra a K3(9,4) > 11, K3(9,5) > 6, K3(10,5) > 9, K3(11,5) > 11,
K3(12,6) > 10, K3(13,7) > 9, K3(14,8) > 9 korlatok, ¢ = 4 esetére pedig a K4(7,4) > 8,
K4(8,5) > 8, K4(10,6) > 8 és K4(11,7) > 8 korlatok.

Sziirjektiv kodokra vonatkozo ismereteket a K (n, R) kifejezésnek nemcsak alsd, hanem felsé
korlatjanak vizsgalatara is fel tudunk hasznalni. Az 5. szamu cikkben (K. és Ostergard) bebi-
zonyitjuk a kovetkezd egyenlGtlenséget.

5.3. Tétel.

k k k
Ogitetqn(n, 1 —k+ Zsi; 1—-k—r+ ZSZ) < Zaqi(n,si; Si—T).
i=1 i=1 i=1

A fenti tétel jelentGségét a nagyobb alapszamu térlefed§ kodokra vald alkalmazhatosiaga mutatja.
E tétel segitségével K,(n, R) fels6 korlatjara az értekezés mellékletében tablazatba foglalt ese-
tek koziil 108 esetben a jelenleg ismert legkisebb korladtot kapjuk, amely 18 esetben élesnek
bizonyult. Néhany példa egyenlGséggel:

K17(573) = 737 K18(57 3) = 827 K19(57 3) = 917 K6(674) = 107
K7(77 5) =11, K8(8a6) =12, K9(9¢ 7) =13, K10(1078) = 14,

ill. egyenlGtlenséggel:

N
2
N
e
+
N
3
o~
e
_|_
Q

) = : : 2(8,4;1) =212+ 6 = 30,
Ks(8,5) = 08(8,8;5) < 03(8,3;0) + 03(8,3;0) + 02(8,4; 1) < 2- 42 + 6 = 90,

K7(10,7) < 01(10,3;0) 4+ 2 - 52(10,3;0) + 02(10,4;1) =1+ 2 - 12 + 8 = 33,
Kg(10,7) < 3 02(10,3;0) + 02(10,4;1) = 3- 12 + 8 = 44.

J. G. Kalbfleisch és R. G. Stanton az ,A combinatorial theorem of matching” J. London Math.
Soc. (1), Vol. 44 (1969), 60—64. cikkben lényegében sziirjektiv kodok segitségével (de a késébbi
keletd sziirjektiv kéd elnevezést nem hasznalva) bizonyitottak a kovetkezot.

Allitas.
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Kalbfleisch és Stanton eredményének bizonyos értelemben és bizonyos mértékig altalanositasai
a kovetkezs, E. R. Rodemich (Coverings by rook domains, ,J. Combin. Theory” Vol. 9 (1970),
117-128.) altal bizonyitott egyenlStlenségek.

Allitas.

Ko(4,2) > [£], Ky(5,3) > [ 5], . Kylnn—2) > [124].
Rodemich megadta az egyenl@ség fennallasdnak alabbi sziikséges és elégséges feltételét is.
Allitas.

Ky(n,n—2)= nq—jl akkor és csak akkor, ha ¢ oszthatd (n — 1)-gyel, és a ¢/(n — 1) rend{ latin
négyzetek kozott talalhato legalabb n — 2 paronként ortogonalis.

Felmeriilt bennem a kérdés: Vannak-e olyan esetek, amikor Ky(n,n—2) értéke a nq—_Ql tort pontos
értékével nem, de annak fels§ egész részével mar egyenl6? Konnyen belathato, hogy sok ilyen
eset van, azonban az ilyen esetek altaldnosan torténd megadéasa nagyon nehéz problémanak
tinik. Az aladbbi tételben felirt specialis esetre vonatkozé allitast azonban sziirjektiv kddok
segitségével nem nehéz bebizonyitani.

5.5. Tétel.

K,(4,2) = {%—‘, ha 9 < q <15 vagy g > 21.

A kovetkezo tétel allitdsa ¢ = 2 és g = 3 esetére régota ismert, a ¢ = 4-re és ¢ = 5-re torténd
bizonyitasa viszont 1j klasszifikicios eredmény.

5.6. Tétel.

A Ky3,1) = {g—‘ egyenldséghez tartozo optimdlis kod 2 < q < 5 esetén egyértelmd.
Vegyes térlefedd kodokra kapott eredmények Gsszefoglalasa.

Vegyes ternaris/binaris kodok esetén a két legkisebb méretre (1, ill. 2 kodszo) vonatkozo alabbi
allitas bizonyitasa konnyt.

6.1. Allitas.

Ks35(t,b; R) = 1 akkor és csak akkor 4ll fenn, ha R =t + b;
K32(t,b; R) = 2 akkor és csak akkor &ll fenn, ha ¢ + L%J <R<t+0.

A 3, ill. 4 k6dsz6 esetére vonatkozd hasonld eredmények feltardsahoz és bizonyitasdhoz maéar
komolyabb &tletekre volt sziikség. Az aldbbi két tétel elsé bizonyitasat paraméteres egészér-
tékd linearis programozasi probléma vizsgalataval adtam meg, a K. és Ostergard, 1. sorszami
cikkben (Theorem 1) publikalt és az értekezésbe is atiiltetett bizonyitas rovidebb, de a lineéris
programozéasi hattér ezaltal rejtve maradt.

6.12. Tétel.

Ks3o(t,b; R) = 3 akkor és csak akkor dll fenn, ha

w252 [52]) < nere]g]
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6.15. Tétel.

Ks3o(t,b; R) = 4 akkor és csak akkor dll fenn, ha

2t b . 2t + 2b 3t+2b
Tyl <
5+a) s memn{[F52] 552}

vagy pedig t = 0, b paros pozitiv egész és R = % —1.

Részben az eddigiekhez hasonlo, részben azoktol eltérd gondolatmenetekre épiil az értekezésbdl
kiragadott kovetkezd négy tétel bizonyitasa.

E tételek felirasat megel6zGen itt szeretném kozbevetSleg megjegyezni, hogy a 6.15., 6.18. és
6.23. Tételek el6zményeinek tekinthetd egyes eredmények megtalalhatok E. Kolev és 1. Land-
gev, On some mixed covering codes of small length, Algebraic Coding, Lecture Notes in Com-
puter Science, Vol. 781, Springer-Verlag, Berlin (1994), 38-50. oldalon koz6lt publikicioban;
ezek az eredmények a kovetkezSk: négy kodszo esetére K32(2,2R — 1; R) = 4; 6t kodszo ese-
tére K32(3,2R — 2; R) = 5; hat kodszo esetére K32(1,2R + 1; R) = 6, K32(2,2R;R) = 6 és
K32(4,1;2) = 6. Az €l6z8 és az alabb felsorolt altalunk adott tételekben megfogalmazott ered-
mények ezeknél altaldnosabbak, teljeskortiek, s ennél is lényegesebb kiilonbség, hogy sziikséges
és elégséges feltételek, mig az el6zménybeliek csak elégségesek.

6.18. Tétel. (K. és Ostergard, 1. sorszamu cikk, Theorem 11.)

Ks3o(t,b; R) = 5 akkor és csak akkor dll fenn, ha t hdrommal oszthatd pozitiv egész, b pdros
pozitiv egész és R = % + g — 1, vagy pedigt =3, b=0 és R=1.

6.23. Tétel. (K. és Ostergard, 8. sorszamu cikk, Theorem 5. és 7.)

Ks35(t,b; R) = 6 akkor és csak akkor dll fenn, ha t 6tnél nagyobb, hdrommal oszthatd egész,

b=0és R= % — 1, vagy t — 1 hdrommal oszthatd nemnegativ egész, b pdratlan pozitiv egész és
R = % + ble’ vagy pedig t = 2, b pdros pozitiv egész és R = %;

3

Ks3o(t,b; R) = 7 akkor és csak akkor dll fenn, ha t = 0, b hdromndl nagyobb pdratlan egész és
R= bg , vagy pedig t —2 hdrommal oszthatd pozitiv egész, b pdros pozitiv egész és R = 2'53—_4 —i—g.

6.24. Tétel. (K. és Ostergard, 8. sorszamu cikk, Theorem 11. és 12.)

Ks3o(t,b;R) = 8 fenndll, ha t = 1, b ketténél nagyobb pdros egész és R 1, vagy pedig t
hdrommal oszthatd pozitiv egész, b egynél nagyobb pdratlan egész és R = 5 + 73

6.25. Tétel. (K. és Ostergard, 8. sorszamu cikk, Theorem 13. és 14.)
K32(3u,1;2u—1)=9 ha 1 <u<3.

Vegyes ternaris/binaris kodokra vonatkozo 1j (egyediil elért) klasszifikdcios eredményeket téar-
gyal az értekezés 6.5 szakasza. Az itt szerepl§ tételek koziil az els§ konnyen bizonyithatd, a
tobbihez mar 6tletekre van sziikség.

6.29. Tétel.

Hat > 0, b pdratlan pozitiv egész és R =t + bg—l, akkor t + 1 inekvivalens optimdlis kod létezik:
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{ (07 ) ?0? 70)7 { (07 Y 707' 70)7 { (0? Y 707 70)?
(0,...,0,1,...,1)} 0,...,1,1,...,1)} (1,...,1,1,...,1)}
6.30. Tétel.

Ha t = 1, b pdros pozitiv egész és R = %, akkor ekvivalencidtol eltekintve az aldbbi egyetlen
optimalis kod létezik:

6.31. Tétel.

Ha t = 3, b pdratlan pozitiv egész és R = b+73, akkor ekvivalencidtol eltekintve az aldbbi egyetlen
optimalis kod létezik:

6.32. Tétel.

Hat=2,b=2 és R =2, akkor 5 inekvivalens optimdlis kod létezik, melyek kézil az aldbbi két
kod kiegyensilyozott és valamennyi koordindtdban normdlis.

{ (0,0,0,0), { (0,0,0,0),
(1,1,0,0), : (1,1,0,1),
(2,2,1,1)} (2,2,1,0)}.

6.33. Tétel.
t=4,b=1, R =3 esetén 5 inekvivalens optimdlis kdd létezik.
6.34. Tétel.

Hat=2,b=1 és R=1, akkor az aldbbi két inekvivalens optimdlis kdd létezik:

{ (0,0,0), { (0,1,0),
(07 0, 1), . (0, 2, 0),
(1,1,0, “  (1,0,1),
(2,2,1)} (2,0,1)}.

Megjegyzem, hogy erre a kdd kategoridra vonatkozoé klasszifikacios kérdésekkel tudomésom sze-
rint eddig még senki mas nem foglalkozott rajtam kiviil.

Az itt emlitett tételek folytan megoldott eseteken kiviil szdmos tovabbi esetre az értekezés 9. fe-
jezetében ismertetett algoritmus és program hasznélataval kaptam klasszifikacios eredményekre.

A vegyes ternaris/binéris kodokra az értekezés mellékletét képezs anyag
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tablazata a paraméterek véges tartomanyéara vonatkozdéan mutatja, hogy eddig milyen esetekre
sikeriilt meghatarozni az inekvivalens optimalis kodokat. (Ezek szamat a fels§ indexek tartal-
mazzak a tablazatban.)

Kiilénosen vegyes térlefedsd kddokra kapott eredmények Gsszefoglalasa.

Az ebben a részben targyalt eredmények mind egyediil elért eredmények, amelyek a IV. részben
9. sorszdmmal megadott cikkben keriiltek publikalasra.

A kiilondsen vegyes szohasznélattal eredetileg a vegyes ternaris/binaris kodok korébe nem tar-
toz6 minden més vegyes kodra kivantam utalni. Kés6bb azonban a cikkbdl az értekezésbe is
atvett eredményeket néhany olyan tétel és konstrukcié ismertetésére sztikitettem, amelyek a 4, 3,
2 alapszamokra épiils vegyes kodokra vonatkoznak, vagyis a K432(q,t,b; R) kifejezés értékeivel
és korlataival kapcsolatosak.

Egy, kettd, ill. harom koédszobol all6 optimélis kédokra nyilvanvalé vagy egyszerti moédon kdvet-
keztethets a ternaris/binéaris kodokra bizonyitott analog allitasbol a kovetkezs allitas egy-egy
sora.

7.1. Allitas.
K432(q,t,b; R) = 1 akkor és csak akkor all fenn, ha R = g +t + b;

Ky32(q,t,b; R) = 2 akkor és csak akkor all fenn, ha ¢ +t + L%J <R<q+t+1b
Ky32(q,t,b; R) = 3 akkor ¢és csak akkor all fenn, ha

2t + 2b 3t +2b b
rnind |22 |22 o |2

Négy kodszo esetére a kovetkezd eredményt kaptam.

7.7. Tétel.

K432(q,t,b; R) = 4 akkor és csak akkor dll fenn, ha

minﬂ?’quiH%J ’ {5q+zg+3b” §R<q+minH2t—g2bJ ’ {315221)“’

vagy pedig q =t =0, b pdros pozitiv egész és R = % —1.

A 7.7. Tétel bizonyitasa az eddig targyalt kod kategoridk négy szavas eseteinél sokkal nehezebb.
Az altalam adott bizonyitasban kiilon targyalom a ¢ < ¢, ill. ¢ > t esetet, s e két eset bizonyitasa
egyméstol eltérs ctleteken alapul.

Négynél tobb kodszo esetére is sikeriilt néhany részeredményt (lényegében elégséges feltételeket)
elérni. Ilyenek a kovetkezd tételek allitasai.

7.8. Tétel.

Hagt,R>0,t+qg>1 és

. 3q + 3t Tq + 6t
>
i (|22 [ F5).
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akkor K432(q,t,0; R) < 5.
7.9. Tétel.
Haq,t,bbR>0,t>qg>1 és

B + 4t +3b — 1 5q + 4t + 3b
s A |

akkor K432(q,t,b; R) = 5.
7.10. Tétel.

Ky323u+3,u+3v+1,0;3u+ 20+ 2) = 6 tetszdleges u,v > 0 esetén.
7.11. Tétel.

Ky432(1,0,2u+4;u+1) =8 ha u > 0;

Ky32(1,2,2u+3;u+2) =8 hau > 0.

Szamos ide vonatkoz6 klasszifikicios eredményt is megadtam az értekezésben, a 7.1-7.4 tabla-
zatokban. Ezek nagyon 1j, és igy cikkben még nem publikalt (tobbnyire szamitogépes) ered-
mények.

Normalis kédokra vonatkoz6é néhany eredmény.

Normdlis kod (definicio)

Valamely R elérési sugara C C Z" kod esetén legyen i tetszlleges index (1 <i<mn). Jelélje C;
azon kodszavak halmazat, melyekben az i-edik koordinata-helyen a j érték all (0 < j < ¢q—1).

Azt mondjuk, hogy a C kdod normalis az i-edik koordinatara vonatkozoan (réviden: az i-edik
koordindtédban), ha tetszdleges x € Z esetén fennall

—

Q

d(x,Cj) <gR+q-1

<.
Il
o

A normalis kod definicioja alapjan egyszertien bizonyithato alabbi tétel magyarazatot ad arra a
tapasztalati tényre, hogy az ismert optimalis térlefed6 kodok t6bbsége miért normalis a binaris
esetben és miért abnormaélis a nem binaris esetben.

8.2. Tétel.

Ha C C Z} normdlis kod, akkor fenndll a
R
dnin(C) < R+ 1+ ——
(@) +1+ )

egyenldtlenség. Hasonlo egyenldtlenség érvényes barmely olyan vegyes kddra, amely valamely
q-adrendd koordindtdaban normdlis.

Az értekezés 8.3. szakaszdban ternaris koordinatdban normalis kddok minimélis méretének a
kiszamitasaval foglalkozunk. Ezek segitségével kiilonboz6 — egy paraméterrel megadott — kdd-
csalddokra vonatkozdan a kdvetkezd tételben szerepls fels6 korlatokat tudjuk levezetni.
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8.3. Tétel.

Tetszdleges nemnegativ u egészre fenndllnak a kovetkezd egyenldtlenségek.

K(Bu+1,42u+1)<10,  K(3u+1,52u+1) <16,

K(Bu+2,3;2u+1)<12,  K(Bu+3,1;2u+1) <10,

K(3u+3,22u+1) <16,  K(3u+4,02u+1) <12,

K(3u+4,1;2u+1)<18 K(3u+5,0;2u+ 1) <27,

K(3u+1,6;2u+2) K(3u+2,5;2u+2) < 12,
( )

%
KBu+4,22u+2) <1
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