Valasz Katona Gyulanak
az ,,Optimalis térlefedé kdodok kutatasa” cimi
doktori értekezés opponensi biralatara

Mindenekel6tt szeretném megkdszonni Katona Gyuldnak, az MTA rendes
tagjanak a tdmogato véleményét. A kritikai észrevételekre, megjegyzésekre
és a feltett kérdésre a kovetkezGket szeretném valaszolni.

El6szor az opponensi birdlatnak , Az értekezés tartalma” szavakkal bevezetett
részére (3. old.) szeretnék reagalni.

Amint az opponens is gondolta, valoban az volt a célom a hosszii bevezetd
részekkel, amelyek folyamatosan 37 oldalt kitoltenek mar az értekezésem ele-
jén, hogy megkonnyitsem az értekezés olvashatosagat, figyelembe véve, hogy
hazénkban tudomésom szerint senki sem foglalkozott behatdan ezzel a té-
méaval, ezért kevesen ismerhetik a szakteriilet zsargonjat, specialis fogalmait,
valamint a szakteriileten korabban elért eredményeket. Ehhez a gondolathoz
kapcsolodva mentegetézni is szeretnék, hogy az értekezés tullépi az ajanlott
(bar nem kotelezden elsirt) 100 oldalnyi terjedelmet. Ha a maximum 100
oldalban ajanlott terjedelmet betartottam volna, akkor az emlitett kezdd 37
oldal, valamint a néhény tovabbi fejezet elejére irt hasonl6 jellegi szévegrész
miatt tul kevés terjedelem maradt volna az eredmények ismertetésére.

Nagyon oriilok, hogy az oppenens humort is talalt a dolgozatomban, a ,nor-
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ben. Az opponens az értekezés alabbi mondatat idézi:

,Kiilonosen hangsulyozni szeretném, hogy az ,,abnormaélis” jelzének itt nincs
pejorativ értelme, hanem csupan azt fejezi ki, hogy valamely kod nem ren-
delkezik egy meghatarozott tulajdonsaggal.”

Hogy jol értsiik, mirdl is van itt sz6, szeretném ezt a gondolatot kicsit jobban
megmagyarazni.

Véleményem szerint a ,normalis kod” elnevezés egy tévedés kovetkezménye.
Ennek magyarézatat az alabbiakban latom: A tapasztalatok szerint, vala-
mint a térlefedé kodokra az utobbi idészakban végzett klasszifikicios vizsga-
latok szerint binaris kdédok esetén vitathatatlanul az a normalis viselkedés,
amit a normdlis kod fenti definicidja kifejez; az optimaélis, ill. a lefedés szem-
pontjabdl ,,j6” kodok tulnyomo tébbsége eleget tesz ennek az egyenlStlenség-
nek. Amikor a normdlis kod fogalmat — elGszor még csak binéris kodokra,
a

d(z,Co) +d(z,Cy) <2R+1 (1)

egyenlGtlenséggel megfogalmazva — bevezették, akkor még senki nem gondol-
hatta, hogy a fogalom kézenfekvs altalanositasa a nem binaris kodokra olyan



paradox helyzetet fog elGidézni, hogy az optimélis kddok zome és valamennyi
nem binéris perfekt kod a definicié kiterjesztése értelmében abnormalisnak
fog bizonyulni. A tapasztalatok és a klasszifikacios vizsgalatok ugyanis azt
is mutatjak, hogy g > 2 esetén nagyon kevés, g értékét novelve ardnyukat
tekintve egyre kevesebb a normalis kod.

Ezek alapjan hatérozottan az a véleményem, hogy szerencsésebb lett volna
a fogalomra mas elnevezést kitalalni a normdlis kod helyett, de mara az mar
annyira elterjedt a vilagon és annyira megszokotta valt a (f6leg angol nyelvii)
szakirodalomban, hogy ezen az elnevezésen nem hiszem, hogy jelenleg lehetne
valtoztatni.

A biralat 5. oldalanak aljan az opponens jogosan kifogasolja, hogy az ér-
tekezésben ,nincs kell6en megmagyarazva, miért érdekes” a normalis kodok
vizsgalata. Kozvetve ugyan ez kideriil a dolgozatbol, de valoban nem &rtott
volna ezt a kérdést kicsit direktebb modon fejtegetni. Ennek potlasara irom
a kovetkezd kb. 10-20 sort. (Ugyanezt a szovegrészt Gydri Ervin opponensi
véleményére adott valaszom is tartalmazza.)

Az értekezés 3.-7. fejezeteiben lattuk, hogy kiilonb6z6 konstrukciok segitsé-
gével normalis kodok meghosszabbitasaval, ill. 6sszetételével nagyobb méret
és adott elérési sugaru kodokat tudunk késziteni. (Ugyanezek a konstrukeciok
nem normalis kddokra is néha, szerencsés esetben sikerre vezethetnek, de al-
talaban nem.) Ilyenek az ADS konstrukciok kiilonb6zé valtozatai: binaris,
ill. ternaris kédokra az egyszertibb 3.3.3., ill. 4.2.3. konstrukciok, amelyek
a bonyolultabb 3.4.2. ill. a ternaris kodokra alkalmazott hasonlo altalanos
ADS konstrukciok nagyon specialis esetei. Hasonl6 modszerek altalanos ¢-ra,
valamint vegyes kodokra is alkalmazhatok (és a megfelels fejezetek eredmé-
nyeihez alkalmaztunk is azokat), ha a konstrukciokban részt vevs kodok leg-
alabb egy koordinatara nézve normalisak. Egy tovabbi érv az, hogy normalis
kodok vizsgalata alapjan érdekes sejtéseket lehet megfogalmazni — igy Cohen
és szerzotarsai a [47] cikkben felvetett, a

K(n+2,R+1) < K(n,R)

egyenlGtlenség altaldnos érvénytiségére vonatkozo sejtését — és specialis ese-
tekre bizonyitani. A sejtés helyessége jelenleg R = 1-re van csak bebizo-
nyitva.

A biralat 6. oldaldn az opponens a kovetkezs kérdést teszi fel:

A 3.5 részben a szerzd Osszefiiggést mutat be a minimaélis binaris sziirjektiv
kodok és az optimaélis térlefedd kodok kozott. Ezutan felhasznélja, hogy
a binaris sziirjektiv kodok minimuma egy duélis formaban mar ismert az
extremalis halmazrendszerek elméletébsl. Az idézett Kleitman—Spencer [32]
¢és a nem idézett Gargano—Korner—Vaccaro cikk (JCTA, 61 (1992), 173-192)



aszimptotikus eredményeket tartalmaz a paronként kvalitativen fliggetlen ¢
részes particiok maximalis szamarol. Ez pedig lefordithatd a g-sziirjektiv
kodok legkisebb méretére. Nem kaphato ezek felhasznélasaval aszimptotikus
eredmény a térlefedé kodokra?”

A kérdést, és igy a valaszt is két részre bontanam: 1. Az idézett cikkek ered-
ményei alapjan milyen aszimptotikus eredmények adhatok meg a g-sziirjektiv
kodokra? 2. Ismeriink-e, vagy az 1. részre adott valasz alapjan tudunk-e adni
aszimptotikus eredményeket térlefedé kodokra?

Ugy érzem, a kérdés méasodik fele a fontosabb, s mivel arra vélaszolni is
egyszeriibb, ezért a logikus sorrendet felrigva, el6bb a 2. részre szeretnék
valaszolni.

Kleitman és Spencer, ill. Gargano és szerzGtarsai exponencialis lefutasu
aszimptotikus eredményeket fogalmaznak meg (melyeket késébb részleteseb-
ben elmagyarazok), ezek a g-sziirjektiv kodokra logaritmikus lefutasiu aszimp-
totikus gorbéket eredményeznek. Azonban a megadott aszimptotikus formu-
lak olyan konstansokat tartalmaznak, melyekre csak egymastol 1ényegesen
eltérd also és fels korlatot tudnak megadni. A fels6 korlat altalaban leg-
alabb 4-szerese az als6 korlatnak. Egyetlen kivétel a ¢ = 3, £ = 2 eset,
ahol a megadott legjobb alsé korlat 0.483..., a fels§ korlat pedig 2/3, vagyis
0.666... Ebbdl érezhets, hogy ha tudnank is térlefedé kodokra vonatkozo
aszimptotikus eredményekre kévetkeztetni, a kovetkeztetési lanc és a kons-
tansok bizonytalansiaga miatt ezek csak legfeljebb nagyon durva kozelitések
lennének. Ezért annak indokldsdba mér nem is mennék bele, hogy miért nem
tudunk. Inkdbb annak illusztralasara térnék ra, hogy voltaképpen nincs is
sziikség ilyen aszimptotikus eredmények kidolgozasara, mivel a téma klasszi-
kus irodalméabol nagyon jo aszimptotikus eredményeket tudunk megadni a
térlefed6 kodok méretét kifejez6 K, (n, R) fiiggvényre.

Az R =1 esetre és prim vagy primhatvany g-ra a szférikus also korlat léte-
zésébol és a Hamming-kodok (valamint az azokkal azonos paramétert egyéb
perfekt kodok) sorozatédnak az ismeretébdl azonnal adodik, hogy

Cohen és szerzétarsai [97] konyvének egy teljes fejezete (Chapter 12, pp.
319-353) aszimptotikus korlatokra vonatkozo eredményeket targyal tetszdle-
ges elérési sugartu binaris térlefedd kodokra. Csak egy eredményt emlitenék
az idézett konyvbdl, azt a szép eredményt, hogy Ky(n, R) értékére logaritmi-
kusan nemcsak alsd, hanem felsé aszimptotikus korlatot is biztosit a szférikus
also korlat, tehat adott R esetén
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(Ez a konyv ,,Theorem 12.1.2” allitasabol kovetkezik.)

Ratérve a g-sziirjektiv kodok aszimptotikus viselkedésének a kérdésére, ezt
onmagaban is érdekes kérdésnek talaltam, amivel érdemes lehet behatobban
foglalkozni.

A valaszt az egyszeriibb g = 2 eset megfogalmazéasaval kezdem, amikor is
kétrészes particiokat tekintve egy halmaz részhalmazaiboél allo rendszerrel és
e részhalmazok komplementereivel fogalmazhaté meg a probléma. Valamely

n elemi S halmaz Ay, As, ..., A, részhalmazai (kvalitativen) k-fiiggetlenek,
ha m > k és e részhalmazok tetsz6leges k£ halmazbol allo A;,, Ay, ..., A;,

rendszerére valamennyi
k
ﬂ B,
Jj=1

halmaznak van legaldbb egy eleme, ahol
Bi]- = Aij vagy Bi]. =9 \ AZJ
Az ilyen metszethalmazok szama 2.

A matematikusokat régota foglalkoztatja az a kérdés, hogy adott n méret
esetén mi az a lehetd legnagyobb m érték, amelyre létezik m halmazbol allo
k-fiiggetlen halmazrendszer. Jeloljiik m-nek ezt a maximalis értékét fo(n, k)-
val.

Erdekes modon koriilbeliil 40 évvel ezel6tt nagyjabol egy idében tébb publi-
kacioban (koztiik az opponens egyik publikaciojaban) jelent meg annak meg-
allapitasa és bizonyitésa, hogy

02 = (g L)

Az altalanosabb esetben az S halmaz részhalmazai és azok komplementerei
helyett g részes particiokat vizsgalunk. A k-fiiggetlen halmazrendszer defini-
ciojat értelemszertien ki lehet terjeszteni k-fliggetlen ¢-részes particiokra. Az
el6bbiekhez hasonléan az utébbiakra is feltehets az a kérdés, hogy mekkora m
méretig létezik m szamu k-fliggetlen g-részes particiobol alo particio-rendszer.
Jeloljiik m-nek ezt a maximalis értékét f,(n, k)-val.

Az értekezésben, mas megfogalmazasban, azzal a hasonld, bizonyos értelem-
ben duélis, problémaval foglalkozom, amikor m értéke adott és keressiik az S
halmaznak azt a lehetd legkisebb n méretét, amelyre létezik m halmazbol allo
k-fiiggetlen halmazrendszer, ill. az altaldnosabb esetben particio-rendszer.
Jeloljiik ezt a legkisebb méretet az egyszertiség kedvéért g,(m,k)-val (Az
értekezésben o,(m, k)-val tortént ennek jelolése, s lényegében ugyanennek a

4



mennyiségnek a jelolésére a ,covering arrays” téméaju munkak a CAN(k, m, q)
jelolést hasznaljak.)

Az f,(n,k) és g,(m, k) fiiggvények definiciojabol egyszertien adodik, hogy
kozottik az alabbi kapcsolat van:

gg(m, k) = min{n : fy,(n,k) > m}

és
fo(n, k) = max{m : g,(m, k) <n}.

Rogzitett ¢ és k esetén az f,(n, k) figgvény n-nek, a g,(m, k) figgvény pedig
m-nek monoton nemcsokkend fliggvénye. Szigora értelemben monoton fiigg-
vények esetén a fenti egyenldségek azt jelentenék, hogy f,(n, k) és g,(m, k)
egymas inverzei lennének.

Ezért vezessiik be az fr(n, k) és gi(m, k) fiiggvényeket gy, hogy ezek értel-
mezési tartoménya legyen

Di={n:n> ", ¢ <ni<n = f,(n,k) < f,(n,k)},

ill.
D; ={m:m>k, m >m = g,(m,k) > g,(m,k)},

értékiik pedig az igy megritkitott értelmezési tartoményukon legyen egyenls
fo(n, k), ill. g,(m, k) értékével.

Az gy értelmezett fy(n,k) és gi(m,k) fiiggvények mar pontosan egymas
inverzei, tehat elvi akadélya nincs, hogy az f; (n, k) fuggvényre vonatkozo
aszimptotikus eredménybdl az inverz g;(m, k) fiiggvényre kapjunk aszimpto-
tikus eredményt.

Kleitman és Spencer idézett cikke szerint léteznek c; ;, konstansok tugy, hogy

1 k

tehat
faln, k) = nteasctoln),

A g fiiggvényre atfogalmazva:

galm, ) = Tnm - (= + o(1))

azaz N .
lim —gQ(m’ ) = .

m—oo Inm Cok

bt



Az idézett cikk egy-egy képletet is ad a ¢y, konstansok also, ill. felsé korlat-
jara, tetszoleges 2-nél nagyobb k egészre. Tablazatot ad k = 3,4, 5,6, 10-re.
Mivel 6k 2 alapi logaritmust hasznalnak, néhanyat felirok természetes loga-
ritmusra atszamitva:

0.04450... < cp3 < 0.2157. ..
0.01608 ... < co4 <0.1017...

0.00635.. ..

IN

C25 S 0.0490. ..
0.00262... < cy6 <0.0239. ..

Tetsz6leges g > 3 esetére (de csak k = 2-re) Poljak és Tuza bizonyitjak, hogy
vannak olyan ¢, o konstansok, melyekre

| k
Cq2 = limsup HJAmE) fa(n, ) ,
n—00 n

ebbdl viszont a g,(m, k) fiiggvény aszimptotikus viselkedésére vonhatunk le
kovetkeztetést.

Gargano és szerzGtarsai cikke a ¢ = 3 specidlis esettel foglalkozik, és a cs
konstansra ad meg a korabban ismertnél jobb als6 korlatot, amely nemcsak
az f3(n,2), hanem kovetkezésképpen a g3(m, 2) fiiggvény aszimptotikus becs-
lését is finomitja.

Budapest, 2011. 11. 16.

Keéri Gerzson



