Valasz Szényi Tamasnak
az ,,Optimalis térlefedé kdodok kutatasa” cimi
doktori értekezés opponensi biralatara

Mindenekel6tt szeretném megkdszonni Szényi Taméasnak, az MTA doktoré-
nak a tamogato véleményét. Kérdést ez a birdlat nem tartalmaz, a biralo
észrevételeire és megjegyzéseire a kovetkezket szeretném vélaszolni.

A 2. oldal els6 bekezdésében az opponens megjegyzi, hogy ,a Hamming-kod
lefrasa g > 3-ra csak akkor érthetd, ha valaki ismeri a konstrukciot”. Tovabbé
azt is megjegyzi, hogy ,talan a binaris Golay-kodok, valamint az 1-hibajavito
perfekt nem-linearis kodok konstrukciojat is érdemes lett volna a teljesség
kedvéért targyalni (nem is annyira a jelen disszertacié, mint az anyagbol
tervezett monografia miatt)”. Ezt megszivlelve, az id6kézben gyakorlatilag
teljesen elkésziilt monografiat tobb helyen kibévitettem az el6zé allapotéahoz
képest. A Hamming-kod felépitésének a magyarazatat a ¢ = 4 esetre vonat-
koz6 példaval is illusztraltam. A binaris Golay-kédra vonatkozoan, valamint
az 1-hibajavité perfekt nem-linearis kodok konstrukcidjara egy-egy kiilon al-
fejezetet illesztettem be a monografiaba. Végiil a kiilonosen vegyes térlefed
kodok fejezetéhez is irtam egy vegyes perfekt kodokat targyald alfejezetet.
Az értekezésbe azért nem tartottam fontosnak, hogy ezeket bevegyem, mivel
itt nincsenek sajat eredmények.

Valaszom bizonyitékaként a monografia emlitett, potlolagos részleteit (3.2.3,
5.2.2, 5.3.5, 7.1 szakaszait) a valaszhoz tartozo fiiggelékként mellékelem a
kovetkezd lapokon.

Budapest, 2011. 11. 16.

Keéri Gerzson



3.2.3. A binaris Golay-kod

Az 1-nél nagyobb elérési sugaru perfekt kodok kutatasa soran arra az eredményre ju-
tottak a kutatok, hogy egyetlen ilyen perfekt binéris kod létezik, nevezetesen a Gog
Golay-kod, amely 2'2 = 4096 kodszobol allo R = 3 elérési sugarti optimélis térlefeds
(covering) kod. A Goz kod egytttal optimalis 3-hibajavité kod is, ebben a mingségeé-
ben egy szép alkalmazasa volt a Voyager 1 és Voyager 2 trhajok altal a Jupiterrdl és a
Szaturnuszrol 1979-ben és 1980-ban készitett szines képek kozvetitése. (Egész pontosan:
a kiterjesztett Goy Golay-kodot alkalmaztak, amely a kodszavaknak egy paritas bittel
torténs meghosszabbitasaval adodik a Goz kodbol.)

A binaris Golay kédok strukturajanak az ismertetéséhez éppen forditott logikat célszerti
kovetni. Szemléletesebben lehet elmagyarazni a Goy Golay-kodot, s miutan annak szer-
kezetét mar ismerjiik, mindossze arra az egyszert megjegyzésre van sziikség, hogy a Goy
kod szavaibol egy tetszoleges (példaul az utolso) koordinata elhagyéaséval megkapjuk a
perfekt binéris Go3 Golay-kodot.

Mindkét binaris Golay-kod linearis kod, tehét generatormatrixszal megadhato kodok. A
Goy kod egy generator matrixanak osszeallitasahoz szémozzuk meg a szabalyos ikozaéder
cstcsait (lasd 3.1. dbra), ezutén pedig irjuk fel az ikozaéder élhélozati grafjanak az A =
(@ij)ij=12,.. 12 szomszédossagi matrixat, amit most ugy értelmeziink, hogy legyen a;; = 0,
ha az i és j cstucsok szomszédosak (vagyis €l kiti Ossze Gket) és legyen a;; = 1, ha az ¢ és
j cstcsok nem szomszédosak (beleértve az i = j esetet is, tehat az A matrix f6atlojaba
csupa 1-es értéket helyeziink). Az ikozaéder csicsainak szamozasa tetszéleges, az dbréan
alkalmazott szamozastol eltérd barmely mas szdmozés is helyes eredményre vezet.

3.1. 4bra. Tkozaéder

Ha az A métrixot elkészitettiik, akkor elé helyezve egy 12 x 12 méretti egységmatrixot,
megkapjuk a Gy Golay-kod egy generatormatrixat. Jobb attekinthetGség kedvéért itt
csak az 1-eseket irtuk be, az iiresen hagyott helyekre mindeniitt 0 értendd.



Az (I | A) matrix sorvektorai a Goy kod generald kodszavai. A méatrixbol az utolsé osz-

lopot, annak sorvektoraibol az utolsé koordinatat elhagyva megkapjuk a perfekt Goz kod
generatormatrixat, ill. generalé kodszavait. A binaris perfekt Golay-kodra a véltozatos-
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5.2.2. Magasabb rendii Hamming-k6dok

A binaris és ternaris Hamming-kdédokhoz hasonloan tetszéleges prim vagy primhatvéany g,
barmely h > 2 egész és n = qqh%ll esetére talalhato ¢ alapszamu perfekt kod. A legkisebb
ilyen kod (h = 2 eset) a ternaris specialis esetre az el6z6 fejezetben felirthoz hasonlo
egyszerd konstrukcioval adodik, melynek soran generald kodszavaknak a

h = (0,0,...0,1,1,1),
hy = (0,0,...1,0,1,2),
..................... (5.2)
hyes = (0,1,...0,0,1,q—2),
hey = (1,0,...0,0,1,q—1)

vektorokat valasztjuk. A Hamming-kédok mind a binéris, mind a ternéris, mind a ma-
gasabb rendi esetben sok maés térlefedd (covering) kod-konstrukeié alkotod elemét vagy
kiinduléasi alapjat képezik.

A mellékelt lemezen g = 4-re és ¢ = 5-re megadtuk az (5,43)41 és a (6,5%)51 Hamming-
koéd szavainak listajat.

Példa:

Mivel primhatviny alapszamu linearis kod konstrukcidjara még nem mutattunk példat,
vazoljuk a kvaternaris (¢ = 4 alapszami) Hamming-kod konstrukciojat. Az (5.2) szerinti
general6 kodszavak

hl = (0,0,1,1,1),
he = (0,1,0,1,2), (5.3)
hs = (1,0,0,1,3).

Képezziik a hq, ho, hg vektoroknak az Fy-beli skalarokkal valo szorzatat az 1.5. tablazat
szorzotéblaja szerint. A GF(4) test elemeivel megszorzott h; vektorokat gytjtsiik dssze
az S1, 52, S3 halmazokba, ily médon az alabbi halmazokat kapjuk:

{ 0hy = (0,0,0,0,0), { 0hy = (0,0,0,0,0), { 0hs = (0,0,0,0,0),

g _ 1hy = (0,0,1,1,1), g _ 1hy = (0,1,0,1,2), g _ 1hs = (1,0,0,1,3),

! 2h, = (0,0,2,2,2), 2 2hy = (0,2,0,2,3), ° 2hs = (2,0,0,2,1),
3hy = (0,0,3,3,3)}, 3hy = (0,3,0,3,1)}, 3hs = (3,0,0,3,2)}.

A hq, hs, hy vektorok altal generalt kod, vagyis a kvaternaris Hamming-kod kodszavait
az

{r+y+z:2€8,y€ Sy z2€Ss}

halmaz vektorai adjak. Ezek koziil 10 kodszo a felirt S; halmazok elemei, a tobbi kodszo
pedig Osszeadassal képezhets az S; halmazok zérd vektortol kiillonbozs elemeibdl, az



1.5. tablazat Gsszeaddtablaja hasznalataval, igy pl.

ho+hs = (1,1,0,0,1),
he +2hs = (2,1,0,3,3),
he +3hs = (3,1,0,2,0),
2ha+hy = (1,2,0,3,0),
2hy +2hs = (2,2,0,0,2), (5.4)
2hy +3hs = (3,2,0,1,1),

3ha+hs = (1,3,0,2,2)
3hy+2h; = (2,3,0,1,0),
3hy+3h; = (3,3,0,0,3).

Ezzel megvan mar 19 kodsz6. A még hianyzo6 45 kodszot ugy kapjuk meg, hogy az utobb
felsorolt 9-hez, valamint hs, 2hs, 3hs, hz, 2hs, 3hs mindegyikéhez, tehat 15 vektorhoz
hozzaadjuk elGszor hi-et, utana 2hi-et és végiil 3h;-et.



5.3.5. Nemlinearis perfekt k6dok konstrukci6ja

Ismeretes, hogy tetszdleges ¢ prim vagy primhatvany és tetszéleges n = % (h > 2)
esetén létezik a Z;' térben 1-hibajavito perfekt kod. Minden ilyen g, h,n esetén az ezen
paraméterekhez tartozo egyik perfekt kod a Hamming-kod. Megmutathato, hogy ha h >
3 és h+ q > 6, akkor a Hamming-kéddal azonos paraméterekkel rendelkez nemlinearis
perfekt kod is 1étezik, amely nem is ekvivalens linearis koddal.

Az alabb ismertetésre keriils konstrukciot elGszor, még csak a binaris esetre, Vasiliev
[174] publikaciojaban jelent meg, amit késébb Schonheim [161] és Lindstrom [117] &lta-
lanositott tetszéleges g-ra.

A konstrukcioé az eggyel kisebb h értékhez tartozé ismert perfekt kodra épiil, amely lehet
egy Hamming-kéd, de lehet mas linearis perfekt kod is. Legyen m = h — 1, legyen
tovabba C' C Z7' tetsz6leges olyan perfekt linedris kod, melyre n = q;n:ll, ahol m > 2 és
m+q > 5. Mivel a Z}! térben egy adott ponttal szomszédos (azaz 1 Hamming-tavolsigra
16v6) pontok szama n(q — 1), ebbdl adodoan a perfekt C' kod szavainak szdma

n

_ q _
Cl+n(g-1) ¢

n
q n—m
m .

=4q

Rendezziik a C kod kodszavait és a Z, = GF(q) test elemeit, mindkett6t a zérd elemmel
kezdve, de egyébként tetszsleges modon:

C = {CO = 0,01,02, e ,CM_l}, GF(Q) = {0,a1,a2, e ,Oéq_l}.

Most rendeljiik hozza a ¢y = 0 kodszohoz a GF(q) test fo = 0 elemét, a tovabbi ¢
(k = 1,2,..., M — 1) kodszavakhoz pedig tetsz6leges médon a GF(q) test fi elemét.
Az igy értelmezett fo, fi, fo, ..., far—1 testelemek kozott azonosak is lehetnek, a legszél-
sGségesebb esetben valamennyien zérok, am akkor (de nem csak akkor) az ismertetésre
keriilg konstrukcié linearis kodot eredményez.

Legyen ¢, € C egy tetszdleges kodszo, x; = (xa, Tin, ..., xy) (i =1,2,...,9—1) pedig a
Z, tér tetszéleges pontjai. Flzziik egyméshoz az x1, xa, ..., x4 1,0+ Zg:_ll x; vektorokat
és végil az fi, + Zf:—ll o Z?Zl x;; skalart. Az Osszeftizés eredményeként kapott vektorok
koordinatainak szdma N = ng+1. Ha most xy, 2, ..., z,-1 egymastol fiiggetleniil végig-
fut a Z tér pontjain, ¢; pedig a C' kod szavain, akkor az 0sszeftizott vektorok egy olyan
C* halmazt alkotnak, amely a Z} tér ¢"@=1.¢g"™™ = ¢"9=™ = ¢"=" pontjét tartalmazza,
és amelyrsl megmutathato, hogy szintén perfekt kod. Az elemszam ismeretében ehhez
csak azt kell bizonyitani, hogy C* barmely két eleme legalabb 3 Hamming-tavolsagra van
egymastol.

Legyen y = (y1 | y2 | y3) és v/ = (v} | ¥4 | v5) a C* kod két kiilonbo6z6 kodszava, ahol

Y1 = (21 | 22 | = | Tg-1),
Yo = C + Z?;ll Z;,
Y3 = fr + D000 Qi D i) T,

és hasonldan



=12 | )
yé = Cp + 23:11 l‘;,
Y3 = fi + Zg;1 Q; 2?21 517;]

E jelolésekkel a bizonyités befejezése méar kézenfekvs és a befejezést az olvasora hagyjuk.
Mar csak annyit kell tenni, hogy a d(y,vy") = d(y1,v)) + d(y2, y5) + d(ys, y4) Osszefiig-
gés figyelembe vételével d(yq,y)) kiillonbozs lehetséges értékei szerint (0, 1, 2, ill. 2-nél
nagyobb) csoportositva vizsgaljuk a lehetséges eseteket.

Azt is konnyt belatni, hogy az f, értékek megadhatok tgy, hogy C* ne legyen linearis
altér, példaul ugy, hogy egy kivétellel minden ¢, kddszohoz az f, = 0 értéket rendeljiik
hozza.



7.1. Vegyes perfekt k6dok konstrukciéja

Perfekt kodok nemcsak a tiszta, hanem a vegyes kodok kozott is talalhatok, de csak
olyan vegyes Hamming-terekben ismeriink perfekt kodokat, melyekre az egyes koordiné-
takhoz tartozo kodabécék mérete ugyanannak a primnek a hatvanyai. Az ilyen perfekt
kodok a nem vegyes perfekt kddokhoz hasonléan nagyon érdekes, szép konstrukcioval
allithatok els, ezért a fejezetet az ilyen vegyes kodok konstrukcidjanak ismertetésével
kezdjiik Herzog és Schénheim [69], Lindstrém [118], valamint Ostergard és Haméldinen
[143| publikacioi alapjan.

Herzog és Schonheim egyik szép tétele |69, Theorem 1| kimondja és bebizonyitja, hogy ha
egy G Abel-csoport felbonthatd a G, G, ..., G, részcsoportjai egyesitésére oly modon,
hogy azok paronként kozos elemként csak a zérd elemet tartalmazzak, akkor e rész-
csoportok szorzatterében létezik 1-hibajavitd perfekt kod. A szerzék egy ilyen perfekt
kod konstrukcidjat is megadjiak, megmutatva, hogy a szoban forgd szorzattér tetszéleges
(1,9, ..., x,) pontjat a G csoport x1+x2+...+x, elemébe képez homomorf leképezés
magtere 1-hibajavité perfekt kod. (Kozérthet&bb kifejezéssel: a szorzattér azon pontjai,
amelyekre x1 + x9 + ... + z,, = 0, perfekt kodot alkotnak.)

Lindstrom [118] cikke a Herzog—Schonheim-féle konstrukeiot kifejezetten olyan esetben
vizsgalja, amikor a G; csoportok egy adott prim kiilonb6z6 hatvanyaihoz tartozo véges
testek additiv csoportjai. Lindstrém eredményeire tamaszkodva Ostergard és HamélAi-
nen a [143, Theorem 5| tételben az alabbi sziikséges és elégséges feltételt fogalmazza
meg:

Jeloljiik G(q)-val a GF(q) véges test additiv csoportjdat. E jeloléssel eqy G(q*)-val izomorf
G csoport és tovdbbi (n—1) szdmii G(¢°)-vel izomorf Gy, Gs, ..., G, csoport esetén, ahol
feltessziik még, hogy a > b, az e szakaszban targyalt perfekt kod konstrukcio akkor és csak
akkor alkalmazhato, ha létezik olyan r > a + b egész, melyre fennall

¢ =q¢"+mn-1)(-1). (7.1)

Példak a modszer alkalmazasara:

Az alabbi példa mutatja, hogy G3(2) felbonthat6 olyan Gy, Ga, G3, G4, G5 csoportok
egyesitésére, ahol ezek egyike G(4)-gyel, a tovabbi 4 pedig G(2)-vel izomorf. Konkrétan,
a

G = G3(2) = {000,001, 010,011,100, 101,110,111}

csoport

G, = {000,010, 100, 110},
G, = {000,001},
G = {000,011},
G, = {000,101},
G5 = {000,111}



felbontasa megfelel az elébbi feltételeknek. A 7.1. tablazat bal oldali részén fel-
soroljuk a szorzattér mindazon pontjait, melyekre (binéris Osszeadéssal) fennall az
1+ x9 + 23 + 14 + x5 = 0 egyenlGség, jobbra pedig felsoroljuk az ily moédon kapott
vegyes perfekt C' C Z,7Z5 kod megfelels kodszavait a szokasos jeldlésmoddal, vagyis a
haromjegyt szimboélumokrol egyjegyt szimboélumokra attérve, a G(4)-gyel izomorf cso-
port elemeire a 0, 1, 2, 3 szimbolumokat, a G(2)-vel izomorf csoportok elemeire pedig
mindeniitt a 0, 1 szimbolumokat hasznélva. (Algebrai targya munkakban G(4)-re vonat-
kozoan az altalunk alkalmazott 2, 3 szimbolumok helyett az «, § szimboélumokat szoktak
hasznélni.)

Ty Ty T3 T4 s C
000 000 000 000 000 (0, )
000 001 o011 101 111 ( )
010 000 000 101 111 (1,0,0,1,1)
010 001 011 000 000 (1,1,1,0,0)
100 000 011 000 111 (2,0,1,0,1)
( )
( )
( )

100 001 000 101 000 2,1,0,1,0
110 000 011 101 000 3,0,1,1,0
110 001 000 000 111 3,1,0,0,1

7.1. tablazat. Perfekt vegyes kod konstrukcioja

Az ismertetett modszer néhany tovabbi alkalmazasa: A G*(2) csoportnak egy G(4)-gyel
és 12 darab G(2)-vel izomorf csoportra térténd felbontaséval a Z,Z1% térben, ugyan-
csak a G*(2) csoportnak egy G(8)-cal és 8 darab G(2)-vel izomorf csoportra térténd
felbontéasaval a ZgZ5 térben tudunk 1-hibajavito perfekt kodot konstrualni. Az el6bbi
1024, az utobbi 128 kodszobol all. Még tobb hasonlo példat az (7.1) diofantoszi egyenlet
vizsgalataval lehet keresni.



