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Az értekezés tagolodasa

Nyomtatott anyagrészek a fiiggelék nélkiil

Az értekezés bevezetése és kilenc fejezete tartozik ide. Az els§ két fejezet el6készits
célzatt; e fejezetekben a jelolések és a hasznalt fogalmak kifejtésére, ill. a térlefedé kodok
torténetének ismertetésére keriil sor. Elskészits jellegtieck még tobb fejezet elején az adott
fejezetben hasznalt fogalmak, ill. szinte mér fogalom szamba mend standard konstrukcios
technikak ismertetését tartalmazo 3.1-3.4, 4.1-4.3, 5.1-5.2, 6.1-6.3 szakaszok. Ezek tehét
1j eredményt nem tartalmaznak. A szerzé 1j eredményei az értekezés 3.5-3.8, 4.4-4.6,
5.3-5.9, 6.4-6.6, 7.1-7.2, 8.1-8.3 szakaszaiban talalhatdéak. Az 10j eredmények harom
csoportba sorolhatok.

1. Tarsszerzével (Patric Ostergard) kozosen készitett és a [129], [135], [139], [145], [155]
cikkekben publikalt eredmények. Ezeket az értekezés 3.5-3.6., 4.4. és 6.4. szakaszai tar-
gyaljak.

2. Egyediil készitett és a [143], [154] cikkekben publikalt eredmények. Ilyenek az érteke-
zésben a 3.7. és a 7.1. szakaszban targyalt eredmények.

3. Egyediil készitett és még nem publikalt eredmények. Ilyenek a 3.16., 3.17., 3.18.,
4.10., 4.11., 5.5., 5.6., 6.30., 6.31., 7.10., 7.11., 8.2. tételekben megfogalmazott eredmé-
nyek az értekezés 3.6-3.7., 4.5., 5.5-5.6, 6.4-6.5 szakaszaiban, ill. a 7. és 8. fejezetében.
Zoémmel ide sorolhato tovabbi Gj eredmények szamos egyedi esetre vonatkozo alsé vagy
fels6 korlatnak, ill. az inekvivalens megoldasok szaméanak a meghatarozasara vonatkozo,
nagyrészt szamitogép segitségével kapott eredmények, melyekre a 3.8., 4.6., 5.7.-5.9. és
6.6. szakaszokban elhelyezett hivatkozasok utalnak.

Flggelék

Szigorian nem tartoznak a térlefed§ kodok kategoridi kozé, de azokhoz tobb szélon is
kapcsolodnak a sziirjektiv kodok. Ezt a felemés helyzetet tgy szandékoztam megoldani,
hogy a sziirjektiv kodok tanulményozasaval kapcsolatos anyagrészt nem fejezetként, ha-
nem fiiggelékként csatoltam az értekezéshez. Felhasznalasi célbol azonban a sziirjektiv
kodokra vonatkozo egyes eredmények megjelennek mar az értekezés 3.5, 4.4, 5.4, 6.4 és
7.1 szakaszaiban, a 3.7 szakasz pedig, bar teljes egészében sziirjektiv kodokrol szol, mégis
inkabb a binaris térlefedd kodokrol szolo fejezetbe kivankozik, nem pedig a fiiggelékbe. A
sziirjektiv kodokra vonatkozo 1j eredmények két kozleményben: [161] és [166] (mindkettd
tarsszerzss) keriiltek ill. varnak publikéléasra.
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Irodalomjegyzék

Az irodalomjegyzék strukturajarol az alabbi révid magyarazatot szeretném elmondani.
Elgszor a hivatkozott (vagy esetleg egyébként relevans) cikkeket és konyveket soroltam
fel idérendi sorrendben. Ezt a felsorolast zarja [167| sorszammal az értekezésnél bo-
vebb terjedelm, vele azonos targyu monografia. Az erre torténd hivatkozasokkal a jelen
munka soran kapott eredményeket jelzem. A cikkek és konyvek listajat kovetik az érteke-
zés szerzGje és masok altal folyamatosan karbantartott hivatkozott internetes tablazatok,
melyekhez nem lehet konkrét évszémot rendelni.

Tartalomjegyzék

A fejezetek és a fiiggelék kezds oldalszamét mutatoé rovid tartalomjegyzék az értekezés
végén talalhato.

Interneten tarolt melléklet és monografia verzid

Eredeti tervem szerint az értekezés CD mellékletét képezte volna az ismert (beleértve a
szerz6 altal talalt) optimalis és rekord-tarto térlefed kodok gazdag tara a targyalt kiilon-
bo6z6 kod kategoriak szerint csoportositva. Arra térekedtem, hogy a melléklet csaknem
minden, a konkrét térlefed§ kodokra vonatkozo ismeretet tartalmazzon, tehéat a térlefedd
kodoknak minél komplexebb tara legyen. A CD melléklet elkésziilt, viszont az érteke-
zéshez torténd illesztése kiilonbozd gyakorlati problémékba titkozott. Ezért a teljes CD
mellékletet inkabb az értekezéssel parhuzamosan készitett, , A térlefedé kodok (covering
codes) torténete, modszertana, rendszerezése” cimi [167] monografia tartozékaul szanom.

Az értekezéshez képest kibGvitett és sok példaval kiegészitett monogréfia elektronikus for-
méaban (pdf tipusa fajlként) megtalalhato a http://www.sztaki.hu/~keri/codes-hu web
helyen, mérete kb. 1 Mbyte. Ugyanitt megtalalhato az emlitett CD mellékletnek egy szin-
tén kb. 1 Mbyte méret demo valtozata. (A CD-n 1év6 anyagok teljes Gsszmérete tobb
mint 50 Mbyte, ezért a CD teljes tartalmanak a SZTAKI szerverén torténd elhelyezése
nem volna szerencseés.)

Az értekezés szovegében a CD mellékletre torténd utaldsok alatt az el6bb elmondottak
alapjan a [167] monografia mellékletét vagy az interneten talalhato mellékletet kell érteni.

A szerkesztés lezarasa

Az értekezés f6 részeinek szerkesztését 2009. augusztus 28-an zértam le. A monogra-
fiAnak (valamint a CD teljes és demo valtozatanak) szerkesztését minden egyes tjabb
eredmény vagy informéaci6 rendelkezésre allasa esetén napra készre modositom a kézirat
nyomdaba keriiléséig.



Bevezetés

A térlefed6 kodok (angolul: covering codes) alapproblémaja: Hamming terek-
ben, vagyis adott hossztsagi binaris, ternéris stb. jelek sorozatai altal alkotott terekben
el6irt elérési sugara és lehetSleg minél kisebb szémossagi kodok keresése. Matematikai
megfogalmazasban a legaltaldnosabb esetben keressiik a Z71 272 --- Z/' Hamming tér-
nek egy (vagy Osszes) lehets legkisebb elemszamu olyan részhalmazat, melyeknek a tér
tetszdleges pontjatol valo Hamming tavolsdga nem halad meg egy adott R értéket.

Az ilyen kérdésekre adandé vélaszok altaldban nagyon nehéz optimalizalési problémék-
nak a megoldasat vagy a megoldas megkozelitését igénylik. A targyalt problémak kezelé-
sére altaldnos modszer nem ismeretes, szinte minden eset kiilon megfontoléast igényel. Az
alkalmazott moédszertan kombinatorika, kombinatérikus optimalizélas, lineéaris algebra,
egészértékld programozas, jatékelmélet modszerei mellett sajatos kodelméleti modszerek
széles skalajat oleli fel. Hatékony szamitogépek igénybevétele egyre inkabb elkeriilhe-
tetlen 1j eredmények eléréséhez e teriileten, mivel esetenként akar tobb millié objektum
tulajdonsagainak a vizsgalatara is sziikség lehet.

Az optimalis kodok méretének pontos értéke csak kevés esetben ismert, ezért a legtébb
esetben meg kell elégedniink a fenti értelemben vett legkisebb elemszémnak, azaz az
optimalis kod méretének jelolésére hasznéalatos Ky, 4. 0 (N1, 02, . .., Ny R) kifejezés jo
also, ill. fels6 korlatjanak a meghatarozésaval. A fels§ korlat bizonyitasa szinte minden
esetben konstrukcié bemutatasaval torténik, amely sok esetben az adott feladatnak nem
optimalis, de az adott id6pontban a legjobb ismert megoldésa. A fels6 korlatok he-
lyessége ennélfogva viszonylag egyszertien ellenérizhets. Az alsé korlatok helyességének
ellenérzése sokkal problematikusabb, mivel ezek (gyakran igen bonyolult) bizonyitasa-
nak valamennyi mozzanatat végig kell kdvetni. Szamitogép segitségével bizonyitott also
korlatok esetén viszont vagy az alkalmazott gépi program helyességét kell ellendrizni,
vagy masik (szamitogéppel vagy anélkiil végzett) bizonyitast talalni az adott alsé korlat
bizonyitasara.

Esetenként nehéz és érdekes probléma egy-egy konkrétan megadott kod elérési sugaranak
a meghatarozasa is, de ilyen kérdésekre csak a példak kozott tériink ki, tovabba olyankor,
amikor az elérési sugar kiszamitasara az optimalitas bizonyitasa céljabol van sziikség.

Alkalmazasi lehetdségek. Térlefed6 kodokat az informatika és a miiszaki tudomé-
nyok szamos teriiletén sikerrel alkalmaztak. Ilyenek: adattomorités kotetlen sorrend
esetén, tomorités torzitassal, hiba és adatvesztés dekddolasa, miisorszoras Gsszekapcsolt
héalozatokban, egyszer irhaté memoria, beszéd kodolasa, sejt elvén alapuld tavkozlés,
Berlekamp—-Gale jaték. Minderrdl részletesebben angol nyelven a [97] konyv 12-14. ol-
dalain, magyar nyelven (az el6bbit kissé roviditve) a [167] monografia kéziratban olvas-

5



hatunk. Az elébb felsoroltakon kiviil az alabbi tjabb keletii alkalmazasi lehet&ségeket
talaltam.

Kielégithetdség vizsgdlata (k-SAT). Egyszertibb és kifinomultabb algoritmusok egyarant
léteznek annak eldontésére, hogy logikai valtozok valamely formulaja esetén a valtozok-
hoz lehet-e olyan értékeket rendelni, amely értékek mellett a formula kiértékelése a TRUE
(igaz) értéket eredményezi. Dantsin és szerzdtarsai [115] térlefedd kodokat alkalmaznak
egy ebbe a kategoriaba tartozo (a cikkben k-SAT-nak nevezett) probléma gyorsabb al-
goritmusénak kidolgozasara.

Szteganogrifiai alkalmazdsok. A rejtett tizenetek bedgyazasanak hatékonysigat Zhang és
szerzGtarsai [151] binaris és ternaris térlefedd kodok alkalmazasaval javitjak a publikacio
ismertetGje szerint. Térlefeds kodok szteganografiai alkalmazésa a témaja Bierbrauer és
Fridrich [152] dolgozatanak is. A kozelmultban pedig mar sorra jelentek meg a térlefeds
kodok szteganografiai alkalmazasat targyald tovabbi cikkek.

Nagyobb ¢ alapszamu térlefeds kodok a fehérjék szerkezetének kutatasaval, vegyes tér-
lefedé kodok pedig bonyolult dontési problémékkal hozhatok kapcesolatba. Az elébbi
Osszefiiggés abbol adodik, hogy az ismert 20 fehérjeépité aminosav adott n hosszisagu
sorozatai (lancai) a Zj Hamming tér pontjait alkotjak, e fehérjék viszont egy négyelemi
kodabécén (U = uracil, C = citozin, A = adenin, G = guanin) értelmezett tripletek,
tehat a Z? Hamming tér pontjainak tekintheték. A szerves kémiai/biologiai/genetikai
kapcsolatot részletesebben fejti ki Golomb és Posner a [15] cikkben.

Végiil a térlefedd kodok egy lehetséges alkalmazéasaként képzeljiink el egy olyan dontési
problémat, ahol a figyelembe veendd dontési alternativak m szamu paraméterrel irha-
tok le, s ezen paraméterek mindegyike véges sok, rendre ¢, ¢, . . ., ¢, kiillonboz6 értéket
vehet fel, vagy ennyi kiilonbozé allapottal jellemezhets. Ekkor a lehetséges alternati-
vak a Zg Zy, -+ - Z,,, Hamming tér pontjainak feleltethet6k meg, ha feltételezziik, hogy e
Hamming térben egymashoz kozeli pontoknak olyan alternativiak felelnek meg, amelyek
koziil egyiknek vagy masiknak a vélasztasa kozel azonos eredményhez vezet. (A konk-
rét alkalmazastol fiigg, hogy ez a feltételezés helytallo-e.) Ebben az esetben az Osszes
lehetséges alternativa hatasdnak elGzetes értékelése helyett — ami ezek tul nagy szama
esetén reménytelentil tul nagy feladatot jelentene —, célszerd az alternativik Hamming
terének valamely olyan részhalmazara korldtozni az értékelést, amelytsl a tér barmely
pontja adott R Hamming tavolsdgon beliil van. Ez azt jelenti, hogy a széban forgd ve-
gyes Hamming térben térlefedd kddot kell keresniink R elérési sugérral és lehetleg minél
kevesebb elemszammal.

Szemléltets példak.

Sakktabla. Egy nagyon egyszertd példa térlefeds kodra a sakktablaval szemléltethetd:
Tekintsiik azt a kozismert feladatot, melyben bastyakat kell elhelyezni a sakktéablan oly
modon, hogy a sakktédbla minden mez6jét uraljak, vagyis minden olyan mezGét, amin nem
all bastya, az elhelyezett bastyak valamelyike egy lépéssel elérje. Ez még nagyon konnyti
feladat, nyilvanvaloan 8 bastyaval a feladat megoldhaté, 8-nél kevesebb béstyéval viszont
nem. Ha azonban Aattessziik a feladatot a sikbol a térbe, akkor mar kicsit nehezebbé
valik, a dimenzi6 tovabbi ndvelése esetén pedig méar négy dimenzios térben is mindmaig
megoldatlan a minimalisan sziikséges bastyak szamanak problémaja. A harom dimenzios
térbeli feladat megoldéasahoz tekintsiik az (xq, 9, x3) szaimharmasokat, ahol xy,z, x5
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mindegyike az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 értékeket veheti fel. Ezek szama 8% = 512, és az ilyen
szamharmasok egyértelmiien megfeleltetheték a 3 dimenzids sakktabla 512 mez§jének.
Ha most a bastyédkat az

(1,1,1) (3,1,3) (5,5,5) (7,5,7)
(1,2,4) (3,2,2) (5,6,8) (7,6,6)
(1,3,3) (3,3,1) (5,7,7) (7,7,5)
(1,4,2) (3,4,4) (5,8,6) (7,8,8)
(2,1,4) (4,1,2) (6,5,8) (8,5,6)
(2,2,3) (4,2,1) (6,6,7) (8,6,5)
(2,3,2) (4,3,4) (6,7,6) (8,7,8)
(2,4,1) (4,4,3) (6,8,5) (8,8,7)

szamharmasokkal megadott térbeli mezdkbe helyezziik, akkor belathatd, hogy a tovabbi
480 mez6 barmelyikébe el tudunk jutni tgy, hogy a felsorolt 32 mezd valamelyikében egy
koordinata értékét megvaltoztatjuk.

Szdmzdr. Kovetkezs példaként tekintsiink egy négyjegyd szamzarat, olyat, amilyet pél-
déaul aktataskak biztonsagos zarasara, nyitasara hasznalnak. Képzeljiik el a szamzarnak
azt a kiilonleges esetét, amikor a 4 szamjegy kozil 3 szamjegy helyes beallitdsa esetén a
zar, ha nehézkesebben is, de nyithat6. Nem tudom, miiszakilag megvaldsithato-e az ilyen
konstrukcié, de a megvalosithatosag lehetdségétsl vagy lehetetlenségétdl fiiggetleniil jo
példa térlefeds kodra az alabbi kérdésfeltevés esetén: Hogyan lehet a lehets legkevesebb
probalkozassal kinyitni a zérat, ha elfelejtettiik a bekddolt négyjegyti szamot? Nem nehéz
észrevenni, hogy lényegében ugyanazzal a feladattal allunk szemben, mint egy 4 dimen-
zi6s sakktabla esetén, ha a sakktabla méretét mindharom iranyban 8-rél 10-re ndveljiik.
E feladat optimalis megoldésat a megadott konkrét esetben nem ismerjiik, a legjobb is-
mert megoldés 352 négyjegyt szam kiprobalasa. Ez lényegesen kisebb szdmhalmaz, mint
az Osszes négy jeggyel irhato szam halmaza, melynek elemszama 10000. A megoldas 352
elemid szamhalmazanak listajat itt nem adjuk meg, a mellékelt CD lemezrél viszont ez
a lista kikereshets. Ha gondolatban tovabb gyengitjiik a szamzar erejét, és feltessziik,
hogy 4 koziil 2 szamjegy helyes beallitasa esetén a zar mar kinyithato, akkor mindossze
34 probara van sziikség, és az is bebizonyithato, hogy ennél kevesebb préoba nem elég. A
modositott feladat egy megoldésa:

0000 2021 4444 6466 8788
0111 2130 4556 6545 8897
0222 2203 4665 6654 8979
0333 2312 2455 T 9799
1013 3032 5564 7889 9878
1102 3123 5646 7998 9987
1231 3210

1320 3301

Barmely négyjegyt szam esetén taldlhatd a megadottak kozott olyan, amelytsl az csak
két (vagy még kevesebb) helyen kiilonbozik. Ezt ugy fejezziik ki, hogy az utobbi példénal
az elérési sugar 2. (A sakktablas és az els§ szamzaras példa esetén az elérési sugar 1 volt.)
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Nem ellentmondas, mégesak kovetkezetlenségnek sem szabad tekinteni, hogy az elsé pél-
dénal a nyolcelemi alaphalmaz szamozasat 1-gyel, a méasodik példanal a tizelemi alap-
halmaz szamozasat 0-val kezdtiik. Elméleti szempontbol ugyanis teljesen lényegtelen,
hogy mi az alaphalmaz, és nemcsak szamokbol, hanem barmilyen szimbolumokbol all-
hat. A lehetséges szimboélumok halmaza — a kodabécé — allhat akar szinekbdl, kételemii
alaphalmaz esetén pl. a fehér és fekete szinbdl, haromelemi alaphalmaz esetén a koda-
bécé allhat az 1, x, 2 szimbolumokbol. Toté kombinaciora iranyuld alkalmazas soran —
aminek két nagyon egyszerd esetét a kovetkezd példaban mutatjuk be — ez az utébbi a
természetes kodabéceé.

Toté. Az alabbi példaban egy totoszelvény négy mérkdzését ragadjuk ki; tegyiik fel,
hogy ezek kimenetelében vagyunk a legbizonytalanabbak, a tébbi totdbmeccs eredményét
illetGen viszont hatarozott elképzelésiink van. Kérdés: hany tipposzlopot kell kitélteni,
hogy a kivalasztott négy mérkszés koziil legalabb harmat biztosan eltalaljunk valamelyik
oszlopban. A helyes valasz 9 tipposzlop, egy lehetséges megoldas pedig a kovetkezd:

hazai csapat 1 — vendég csapat 1 x|(x|[x|1]1]1]2]|2]|2
hazai csapat 2 — vendég csapat 2 x[1[(2|x[1]2|x|1]|2
hazai csapat 3 — vendég csapat 3 x|[1]2]1]2|x|2|x]|1
hazai csapat 4 — vendég csapat 4 x|1]2]2|x|1]1|2]|x

Ebben az esetben 1 elérési sugarral (totos szohasznalattal: 1 hibaponttal) kerestiink meg-
oldast. Ugyanezekre a mérkszésekre 2 elérési sugéarral (2 hibaponttal) nagyon egyszert
a megoldas hdrom tipposzloppal:

hazai csapat 1 — vendég csapat 1 x| 1]2
hazai csapat 2 — vendég csapat 2 x[1]2
hazai csapat 3 — vendég csapat 3 x[1]2
hazai csapat 4 — vendég csapat 4 x| 1]2

Az els6 esetben a ternaris (azaz 3 elemd kodabécére épiils) Hamming kod, a méasodik
esetben a négy hosszisagu ternaris ismétléses kod hasznalatéaval kaptunk egy optimaélis
megoldast.

Most térjlink vissza a tobbdimenzios sakktabla példajara, de csokkentsiik a tabla mére-
tét minden iranyban el6szor 3-ra, azutan pedig 2-re. A 3 x 3 méretii kozonséges sikbeli
sakktébla esetén ez a tdbla nyilvan 3 bastyaval uralhat6. Ismerjiik az optimalis megoldés
pontos értékét 3, 4 és 5 dimenzios, 3 élhossziisagu sakktabla esetén is, ezekben az esetek-
ben 5, 9, ill. 27 bastyara van sziikség, 6 dimenzié esetén azonban mar csak azt tudjuk,
hogy a sziikséges bastyak szédma legalabb 71 és legfeljebb 73. Nem nehéz észrevenni,
hogy az n dimenzids, 3 élhosszisagu sakktablara megfogalmazott probléma szoros kap-
csolatban all az n tot6-mérkézésre adando 1 hibapontos toto-kombinacié probléméjaval,
ugyanis mindkett§ ugyanazzal a kodelméleti probléméval modellizalhato.

Hiperkocka. A 2 élhosszusagu sakktablakra vonatkozo kérdés frappansabban fogalmaz-
haté meg, ha sakktéabla mezdi helyett az n dimenziés kocka (n-kocka vagy més elneve-
zéssel hiperkocka) csucsaival értelmezziik lényegében ugyanazt a feladatot. Tekintsiik
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tehat az n dimenzids tér egységkockajat. Ez a hiperkocka a térnek azokat a pontjait tar-
talmazza, melyekben minden koordinata értéke 0 vagy 1. A lehetséges variacidk szama
2" tehat ennyi a hiperkocka csticsainak szama, tovabba minden csticsban n él fut Gssze.
Feladat: Kiildjiink 6roket a hiperkocka bizonyos cstcsaiba tigy, hogy ezek az 6rok egyiit-
tesen a kocka valamennyi cstcsat érizni tudjak. Minden 6r természetesen azt a csticsot is
6rzi, amelyre allitotték, de ezen kiviil 6rzi a sajat posztjaval szomszédos (azaz éllel Gssze-
kotott) tovabbi n csticsot is. Azt a célt tiizziik ki, hogy a hiperkocka csicsai 6rzésének a
feladatat minél kevesebb Grrel lassuk el. A sziikséges 6rok szama a négyzettsl az n = 9
dimenzids hiperkockaig ismert (2, 2, 4, 7, 12, 16, 32, ill. 62 6r), 10 dimenzié esetén mar
csak azt tudjuk, hogy a 2'° = 1024 cstics 6rzéséhez az 6rok sziikséges létszama legalabb
107 és legfeljebb 120.

Kapcsoldtabla. Az alkalmazasok kozott mar idézett Berlekamp—Gale jaték példajat sze-
retném tovabbi gondolatokkal és Gjabb informéaciokkal kiegésziteni.

Tegyiik fel, hogy adva van egy kapcsolotabla, amelyhez rogzitve n? villanyégs helyezkedik
el n sorban és n oszlopban, racsszert elrendezésben, amint az alabbi bal oldali &dbra
mutatja n = 3 esetén. Szamozzuk meg a tablara rogzitett égéket sorfolytonosan, a jobb
oldali 4bra szerint mutatott médon.

~ =~ =
co Ot N
O O W

© O O
© O O
© O O

A tabla hatuljan elhelyezett n? kapcsoloval az égék egyenként ki- vagy bekapcsolhatok.
A téabla fedelén eldl is taldlhato 2n kapcsolo, amelyek az egy sorban, ill. egy oszlopban
elhelyezett n ég6 ki- vagy bekapcsolt allapotanak az ellentétes allapotra valtoztataséat
teszik lehetévé.

Adott két jatékos, egyikiik csak a hatul elhelyezett n? kapcsolot, a masik viszont csak
az el6l elhelyezett 2n kapcsolot hasznalhatja. Mindketten csak egyszer léphetnek, de
ekkor tetszGleges szamu kapcsolasi miiveletet végezhetnek a szdmukra rendelkezésre allo
kapcsolokkal. A hatso kapcsolot kezels jatékos kezd, neki az a célja, hogy a jaték végén
minél tobb égé vilagitson. Amikor az elsé jatékos jelzi, hogy befejezte a kapcsolasi
miiveleteket, ezt kdvetGen a masik jatékos csak az el6l elhelyezett kapcsolok hasznalataval
arra torekszik, hogy a jaték végén minél kevesebb égé vilagitson. Kérdés: Hany égé fog
vildgitani a jaték végén, ha mindkét jatékos hiba nélkiil jatszik, vagyis a 1étezd legjobb
stratégiat valasztja.

A probléma matematikai megoldésahoz tekintsiik at, hogy az Osszes égd kikapcsolt al-
lapotabol elindulva, az elSl 1évé kapcesolok hasznalatéaval milyen lehetséges allapotokat
lehet 1étrehozni. Mivel e kapcsolokbol allo rendszer szabadsagi foka 2n — 1, a hasznala-
tukkal elérhetd kiilonbozs lehetséges allapotok szama 22771, A lehetséges allapotok n?
hosszisagn binaris vektorokkal irhatok le, amelyekben az i-edik koordinata értéke 1, ill.
0, annak megfeleléen, hogy az i sorszamu égé vilagit, vagy nem vilagit. Az alabbiakban
n = 3 esetére a lehetséges allapotoknak a felét, 16 allapotot, pontosabban az ezekhez tar-
tozo vektorokat soroljuk fel. A tovabbi 16 allapotot leir6 vektort ezek komplemensének
képzésével, vagyis a 0-k és 1-esek felcserélésével kapjuk meg.
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O 000O0O0O0O0 0 O 100 100 1 0
©O 001110 0 0 O 101010 1 0
© 00000 T1 1 1) © 1001010 1)
© o001 111 1 1) O 1010110 1)
O 110110 1 1) 0O 010010 0 1)
O 111000 1 1) © 0111000 1)
O 1101110 0 © 010011 1 0
O 1 110010 0 © 0 11101 1 0

Minthogy az
(1 0001 0 0 0 0

vektor a felsoroltak és komplemenseik mindegyikétél legalabb 2 koordinata-helyen kii-
lonbozik, ezért az 1-es és az 5-0s szamu égd bekapcsolasa esetén az eldl elhelyezett kap-
csolokkal a vilagito égék széma nem csokkenthetd 2 ala.

Ez a példa abban kiilonbozik az el6z6ektsl, hogy itt nem a feltételeknek megfeleld legjobb
tulajdonsagu strukturat (térlefedd kodot) keressiik, mint a sakktéblas, szamzéras, totos
és hiperkockas példék esetén, hanem adott egy térlefedd kod strukturaja, és az adott
kod elérési sugardnak a meghatarozasa a feladat. Nagyobb mérettd kodok esetén ez
sem konnyt. Az ismertetett jatékos kapcsoldtablas problémét Berlekamp 10 x 10 égére
fogalmazta meg még az 1960-as években, és jo 40 évvel késébb 2004-ben Carlson és
Stolarski [131]| adott ra helyes megoldast, amely szerint legfeljebb 35 villanyégét lehet
egyenként ugy bekapcsolni, hogy ez a szam az el6l 1év6 kapcsolok hasznélataval ne legyen
csokkenthets. Ugyanebben a cikkben a szerzék a 11 x 11 és 12 x 12 méretd hasonld
probléma megoldasat is megadtak. A probléma nehézségét mutatja, hogy az emlitett
két id6pont kozott megjelent egy (neves szerzék altal készitett) cikk, amely a megoldast
tévesen 34-ben adta meg 10 x 10 méret esetére. (Viszont minden ennél kisebb méretre
megadtak a korrekt megoldéast.) Az ismert eredmények szamértéke 2 x 2-t6l 12 x 12
méretig: 1, 2,4, 7, 11, 16, 22, 27, 35, 43, 54.

Koszonetnyilvanitas

Matematikusi palyara allitdsomért, ill. tudoményos tevékenységem szakmai tdmogata-
sdért tobb évtized tavlatabol eziiton mondok koszonetet egykori tandraimnak, koziiliik
kiemelten Autheried Eva gimnaziumi tanarnak, valamint Reiman Istvan, T. Sos Vera
és Prékopa Andrés egyetemi tanéroknak, tovabba munkahelyi szakmai vezetSimnek és
valamennyi eddigi munkatarsamnak.
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Jelolések

Az alkalmazott jelolések megegyeznek a konvencionalis matematikai jelolésekkel, ezért
az alabbiakban csak azokat a jeloléseket soroljuk fel, amelyeknek a hasznélata ritkaAbban
fordul el6 vagy nem egységes a matematikai szakirodalomban. Ilyenek a kovetkezdk:

ACB Halmaz tartalmazas;
az A halmaz része a B halmaznak, vagy azonos vele.

ACB Szigord halmaz tartalmazés;
az A halmaz része a B halmaznak, az azonossag kizart.

AUB Két halmaz egyesitése.
ANB Két halmaz metszete.
A\ B Két halmaz kiilonbsége.
| ] Also egész rész,

floor (padlo) fiiggvény,
a legnagyobb x-nél kisebb vagy vele egyenls egész szam.

[x] Fels6 egész rész,
ceiling (mennyezet) fiiggvény,
a legkisebb x-nél nagyobb vagy vele egyenl§ egész szam.

wt(x) Binéris sz6 stlya,
az 1 értékd koordinatak szama.

2T, AT Az x vektor, ill. az A méatrix transzponéltja.
||y Vektorok (szavak) Osszeftizése (konkatenécioja),

a z = |z|y| vektor koordinatait ugy kapjuk,
hogy x koordinatainak a sorat y Osszes koordinatajaval folytatjuk.

|C|D| Kodok osszeftizése (konkatenacioja) szavanként,
csak azonos szamu kodszobol allo kodokra értelmezhetd.

CeD Két kod direkt osszege.

C=D Két kod ekvivalencidjanak jelolése.

{lista} Kod v. tetszbleges halmaz megadasa a kodszavak/elemek felsorolaséaval.
GF(q) Egy ¢ elemszamu véges test;

alternativ jelolése: Fy,.
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1. fejezet

Definicidk, fogalmak

Itt azokat a fogalmakat targyaljuk, amelyeket tobb fejezetben is hasznalni fogunk, ill. bi-
zonyosakat koziiliik mar a bevezetés példaiban is hasznaltunk. A csak egy-egy fejezetben
hasznalando fogalmakat a megfelels fejezet elején fogjuk ismertetni. Mivel a definicidkat
koncentraltan helyezziik el ebben a fejezetben és néhény tovabbi fejezet els6 szakaszé-
ban, ezért a matematikai munkédkban megszokott gyakorlattol eltérGen nem tessziik oda
eléjiik a Definicio szot.

1.1. Koédelméleti alapfogalmak

Kodabécé és szimbolumok

A kodabéce egy tetszbleges ¢ elemszami halmaz lehet, amit a tovabbiakban Z,-val jelo-
link. A Z, kddabécé elemeit szimbolumoknak nevezziik. Ezek lehetnek példaul az 1-t6l
q-ig, vagy a 0-tol ¢g—1-ig terjedd egész szamok, lehetnek egymastol kiilonb6z6 szinek, vagy
tetszoleges egymastol kiilonb6z6 dolgok. E munka soran tobbnyire a Z, = {0,1,...,¢—1}
kodabécét hasznaljuk, amikor tehat a kodabécé a 0-t6l ¢ — 1-ig terjedd egész szamokbol
all. Tekintsiik most mindazon (xy,zs, ..., x,) n-esek halmazat, melyekre minden egyes
z; a kodabécé valamelyik szimboluma, tehdt 1, xq,..., 2, € Z,, és jeloljik az igy defi-
niélt halmazt Z;'-nel. A példak ismertetése sordn emlitettem, hogy a szimbolumoknak
nem kotelezd szamoknak lennitik, és 0-tol kezd&dniiik, mégis az egyontetiiség kedvéért a
tovabbiakban a Z, halmazokat altalaban a

Z,={0,1,...,q—1}

képlettel értelmezziik, kivéve, ha kiilon megjegyezziik, hogy adott esetben eltériink ettdl
a konvenciotol. A Z;' halmaz elemeit szavaknak hivjuk, melyekre esetenként hasznaljuk
a geometridban megszokott pont vagy vektor elnevezést is. Ezzel mar kozel jutottunk a
Hamming tér fogalmahoz is, melynek pontjai (vektorai) a Z7' halmaz elemeibdl allnak.
A Z] halmaz tgy lesz val6jaban Hamming tér, ha egy specidlis metrikdt (Hamming
metrika) is értelmeziink rajta.
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Hamming tavolsag, Hamming metrika, Hamming tér

Két 726, x,y € Z; Hamming tavolsaga alatt azon koordinatak szamét értjik, melyek az
adott két szoban kiilonboznek egymastol. A Hamming tévolsag szokésos jelolése d(x,y).
Konnytd belatni, hogy a Hamming tavolsig a Z; halmazon egy metrikat valosit meg, ez
a Hamming metrika. Ezek alapjan Hamming térnek nevezziik a Hamming metrikaval
felruhézott Z;' halmazt.

Koéd, kodszo, hibajavité kod, térlefedé kod

Itt adjuk meg a kod altalunk hasznalt matematikai definicivjat: A Hamming tér egy
tetsz6leges nem {ires részhalmazat kodnak, e halmaz elemeit kodszavaknak nevezziik.
Matematikai értelemben tetsz6leges kodot tekinthetiink akar hibajavitéo kodnak, akar
térlefed6 kodnak. Az utobbi elnevezések arrdl tajékoztatnak, hogy a kodot milyen célra
akarjuk hasznalni. Barmely igy definialt kod esetén értelmezziik a kod legkisebb tavol-
sagat és elérési sugarat. Hibajavito kod vagy térlefeds kod (vagy egyszertien kod) alatt
tehat tetszéleges nem tires

ccz;

halmazt értiink. A kiilonbség az, hogy egy hibajavité kod annal jobb, minél nagyobb
e kod legkisebb tavolsaga, egy térlefedd kod pedig annal jobb, minél kisebb az elérési
sugara.

GOomb a Hamming térben és szférikus korlat
Az x € Z] kbzépponti, R sugart gobmbot a
Br(x) ={y € Z; : d(z,y) < R}

képlettel értelmezziik. Ez az értelmezés analdg a geometriai gomb fogalméval, de 1ényeges
kiilonbség, hogy a Hamming térben a gomb véges, mégpedig

R
n i
v m =3 (7)1
i=0
szamu pontbol all.

Mivel egy térlefeds kod barmely kodszava a Hamming tér V,(n, R) szamt pontjat fedi,
ebbdl azonnal adodik az tgynevezett szférikus korlat:

Ezért a

- [ ]

kifejezést a K,(n, R) kifejezés prompt alsé korldtjanak is nevezzik.
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Legkisebb tavolsag (kodtavolsag)

Egy C C Z] kod legkisebb tavolsiga, vagy més elnevezéssel kodtavolsaga alatt a kod-
szavak kozotti Hamming tavolsagok minimumat értjiik. Képlettel

din(C) = min{d(z,y) : 2,y € C,z # y}.

A legkisebb téavolsag definiciojabol kovetkezik, hogy a ¢ € C kdédszavakhoz tartozo e =
| (dmin(C) — 1)/2] sugart Be(c) gombok paronként diszjunktak.

Elérési sugar

Egy C' C Z7 kod elérési sugara az a legkisebb R egész, melyre teljesiil, hogy a Z; Ham-
ming tér tetszdleges eleme legaldbb egy kodszotol legfeljebb R tavolsagra van. Képlettel
R = maxd(z,C).

TELY
Az x pont és a C' halmaz tavolsaga alatt a szokisos modon z-nek és C' pontjai koziil a
hozza legkdzelebbi pontnak a tavolsagat értjiik, képlettel
d(z,C) = mind(z,y).

yelC

c s

Br(c) gdmbdk egyesitése kiadja a teljes Z]' teret. Ennélfogva e < R, tehat a kodtavolsig
és az elérési sugar kozott mindig fennall a

pin (C) < 2R+ 1 (1.1)
Osszefiiggés.
Ko6d mérete, alapszama, dimenzidja

Egy C' C Z] kod mérete alatt a kodszavak szamét (vagyis a véges C' halmaz szamossagét,
elemeinek a szamét), alapszama alatt a g egészet, dimenzidja alatt a tér dimenziojat,
vagyis az n egészet értjiik.

Megjeqyzések:

1. A koéd dimenzidjat tekintve a fenti értelmezés szerint eltértiink a dimenziénak a linearis
kodok esetében szokasosan hasznalt fogalmatol, mivel a f6leg linearis kodokat targyald
kodelméleti publikidciokban a dimenziot a linearis kod mint altér dimenzidjaként értel-
mezik. Mivel e munkaban féleg nem-linearis kdédokrol lesz szo, célszertd ettél eltérni,
ugyanis koriilményes lenne a koordinatak szaméra mas szot hasznalni, mint a dimenzio
sz6t. Inkabb a linearis kod mint altér dimenzidjat fogjuk masképp kifejezni ott, ahol
sziikség lesz annak hasznalatara.

2. A kod fenti definicidja szerint alapértelmezésben ugyanaz a kodszo egy kédon beliil
nem ismétlddhet. Néha ezt a kovetelményt kénytelenek lesziink feloldani (elsGsorban
kodok Osszeftizése esetén), anélkiil, hogy erre kiilon felhivnank a figyelmet. Ezért itt
jegyezziik meg, hogy a kodok méretére (kodszavak szamara) vonatkozo allitasokon kiviil
minden egyéb tételiink és egyéb allitasunk érvényes abban az esetben is, ha a kodszavak
ismétlodését megengedjiik.
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3. Kodok jelolésére nagybetiiket, kodszavak jelolésére kisbetiiket hasznalunk (esetenként
also indexszel, fels6 indexszel, mas megkiilonboztetd jellel ellatva.) Ha egy C' kodot a ¢;
kodszavak felsorolasdval adunk meg, akkor ezt alapesetben a kodszavak kapcsos zardjelek
kozotti felsorolasaval, a

{Cl, Co, ... ,CM}
séma mintajara adjuk meg. Amennyiben a ¢; = (¢;1, G, - - ., Cin) kOdszavak koordinatait
is konkrétan meg akarjuk adni, akkor a kod részletes séméja
{ (011, C12, - - - >Cln)7
(6217022;---70271)7 (1.2)
(CM17 CM2; - -+, CMTL)}

A kodszavak koordinatéi kozotti vesszdket itt el is hagyhatjuk, ilyenkor a szokoz jelenti a
szeparatort a koordinatak elvalasztasara. Elektronikus tarolas céljara és sok esetben az
egyszeriiség kedvéért nyomtatasban is (1.2) helyett a kapcsos és kerek zarojelek nélkiili
és vesszok nélkiili

C11 Ci12 ... Cin
Co1 C29 e Con,
Cyvlr Cyv2 - CMn

sémat hasznéljuk a kodok leirasara, ahol minden kodszot j sorban (elektronikus tarolas
esetén 1j rekordban) kezdiink, ill. helyeziink el.

Adott paraméterekkel rendelkezé kod jelolése

Adott dimenzioja, méretd, alapszamu és elérési sugara tetszéleges kod jeldlésére az
(n, M),R jelolés terjedt el a szakirodalomban. Binaris kod esetén a ¢ indexet elhagyjuk,
ennek megfelelGen az (n, M)R jelolést hasznaljuk.

Optimalis hibajavité koéd, optimalis térlefedd kod

Adott g alapszam, n dimenzi6 és d,;, legkisebb tavolsag esetén a ¢, n, dy,;, paraméterek-
hez tartoz6 optimalis hibajavité kodok mindazok a kodok, melyek legkisebb tavolsaga
legalabb d;, és a kodszavak szama a lehetd legnagyobb.

Adott ¢ alapszam, n dimenzi és R elérési sugar esetén a g, n, R paraméterekhez tartozo
optimalis térlefed§ kodok mindazok a kodok, melyek elérési sugara legfeljebb R és a
kodszavak szama a lehetd legkisebb.

A K,(n,R) kifejezés értelmezése

A ¢,n, R paraméterekhez tartozo optimalis térlefed§ kodok méretére a K, (n, R) jelolést
hasznaljuk. Mas szavakkal: K,(n, R) a ¢ alapszamhoz tartozo n dimenzios, legfeljebb R
elérési sugarral rendelkezé kodok méretének (kodszavai szamanak) a minimuma. Binéris
kod (¢ = 2) esetén a ¢ also indexet el lehet hagyni, tehat Ks(n, R) és K(n, R) ugyanazt
jelenti.

Félreértések elkeriilése érdekében hangsilyozzuk, hogy sem az optimalis térlefedé kod

c stz

kivanjuk meg, hogy adott ¢-hoz és n-hez létezzen olyan kod, melynek elérési sugara pon-
tosan R, hanem csak azt, hogy legfeljebb R elérési sugartu kod létezzen az adott paraméter
értékekre bizonyos szamu kodszoval, de ne 1étezzen ilyen annal kevesebb kodszoval.
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Rekord-tartdé kod

Egy térlefed6 kodot rekord-tartonak neveziink, ha az adott idSpontban a legjobb ismert
kod az adott ¢, n, R paraméterekre. Ha egy rekord-tartd térlefedé kod M kodszobol
all, akkor tehat K,(n,R) < M. Mig egy optimalis kod 6rékre optiméalis marad, egy
rekord-tarté kod altaldban csak idSlegesen rekord-tart6, ha ugyanis annal jobb koédot
talal valaki, akkor a talalt Gj kod 1ép a korabbi rekord-tartd kod helyére.

Perfekt kod

Egy (n, M),R kod perfekt, ha a Z, tér tetszlleges x pontja egy ¢és csak egy kodszobol
érheté el R sugart gombbel. Nyilvanvalo, hogy perfekt kod csak paratlan dp,;, kodta-
volsag esetén létezik és perfekt kod esetén (1.1) egyenlSséggel teljesiil, vagyis az elérési
sugar és a legkisebb tavolsag kozott fennall a dp,;,, = 2R+ 1 Osszefiiggés, tovabba minden
perfekt kod egyszerre optimélis hibajavité kod és optimélis térlefedd kod.

Ha létezik perfekt (n, M),R kod, akkor az egyszeres fedés kovetkeztében

K,(n,R) = ngz—nR)' (1.3)

Az ellenkez$ esetben viszont, vagyis ha nem létezik perfekt (n, M),R kod, akkor az

atfedések miatt .

q

Ky(n,R) > m.

Ismétléses koéd

Ismétléses kod tetszSleges n,q > 2 esetén a Z;' tér azonos koordinataji pontjaibol allo
kod (az elss kodszo csupa 0, a masodik kodszo csupa 1 stb.). Egy ismétléses kod elérési
sugara a skatulya elv alapjan konnyen bizonyithatéan

R= {MJ - [(”_1)(‘1_% . (1.4)

q q

Térlefedd kodok konstrukcidja szempontjabol elsGsorban azok az ismétléses kodok érde-
kesek, melyekre n = ¢ + 1 és ennélfogva R = ¢ — 1. Ezek ugyanis normalis kodok a
kovetkez6 szakasz elején adott definicié értelmében.

Vegyes kédok

Vegyes kod alatt legaltalanosabban a Z)t Z)2 - - - Z/'™ tér valamely nem iires részhalma-
zat értjik, ahol m > 1, n; > 0, er;l n; > 1és q > 2. Ertelmezésiinkben a vegyes
kod nem alternativaja a tiszta (fix alapszamit) kodnak, hanem annal &ltalanosabb. Igy
példaul a vegyes ternaris/binaris kodok kozé értjiik akar a tisztan ternaris, akar a tisztan
binaris kodokat. A K,(n, R) kifejezéshez hasonloan hasznaljuk vegyes kodok esetén a
Kgi gorgm (M1, 02, ..., s R) kifejezést.

Konnyen verifikalkato, hogy az el6bbiekben értelmezett fogalmak jo része értelemszertien
atvihets vegyes kodok esetére is.
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Ekvivalens és inekvivalens k6édok

Tetsz6leges Hamming tér esetén két kodot ekvivalensnek neveziink, ha a koordinatak
alkalmas permutéciojaval, majd koordinatanként a szimbolumok (koordinatanként egy-
mastol fliggetlen) permutaciojaval egyikbdl a masik megkaphat6. Ha ilymodon nem
kaphatok meg egymasbol, akkor a két kod inekvivalens. Vegyes Hamming tér esetén ter-
mészetesen a koordinatakra alkalmazhatéd permutacioik halmazat értelemszertien sztikiti
az a megszoritas, hogy csak azonos rendi koordinatak cserélhetsk fel egymassal, vagyis

csak olyan koordinatdk, melyek ugyanahhoz a Z-hez tartoznak.

1.2. Specialis fogalmak

Normalis és abnormalis kod

Legyen C' egy (n, M),R kod, i pedig egy tetszéleges index (1 <1i < n). Jelélje C; azon
kodszavak halmazat, melyekben az i-edik koordinata-helyen a j érték all (0 < 57 < ¢—1).
Azt mondjuk, hogy a C' kod normalis az i-edik koordinatara vonatkozoan (réviden: az
i-edik koordindtdban), ha tetszdleges » € Z;' esetén fennall

q—1

> d(x,Cj) < qR+q—1. (1.5)

=0
Valamely C' kod definicié szerint abnormélis, ha egyetlen koordinataban sem normalis.

Megjegyezziik, hogy a fenti definicié értelmében normaélis tulajdonsag a tapasztalatok
szerint binéris kod esetén az optimalis, ill. térlefedés szempontjabdl ,,j6” kodok tilnyomo
tobbségét jellemzi, g > 2 esetén viszont sajnos ezzel éppen ellentétesek a tapasztalatok,
és azt mutatjak, hogy ¢ = 3 vagy ennél nagyobb alapszam esetén nagyon kevés a normalis
kod.

Kiilénosen hangsilyozni szeretném, hogy az ,abnormalis” jelzének itt nincs pejorativ
értelme, hanem csupan azt fejezi ki, hogy valamely kod nem rendelkezik egy meghata-
rozott tulajdonsaggal. Ismeretes, hogy a nem binaris perfekt kodok kivétel nélkiil mind
abnormalisak a fenti definicié értelmében, holott ezek a 1étezd legtokéletesebb kodoknak
tekinthetsk.

Az R =1 elérési sugaru bindris perfekt kodok viszont bizonyitottan normalisak, hiszen
[62] (Theorem 1) szerint n > 3 esetén minden 1 elérési sugara binaris optimalis térlefedd
kod normalis minden koordinatdban. Ugyanebbdl a cikkbél (Theorem 6, ill. Theorem 7)
azt is megtudjuk, hogy ha C' egy binaris (n, M)1 kod, melyre M < 95 vagy n < 8, akkor
C normalis kod.

Normélis kodra legegyszeriibb példa tetszéleges g esetén az n = ¢+1 dimenziés ismétléses

kod.
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Kiegyensilyozott és kiegyensiilyozatlan kéd

Egy C C Z} kod kiegyensilyozott, ha valamennyi i € {1,2,...,n} koordinatara fennall,
hogy az i-edik koordinata-helyen tetszsleges j € {0,1,...,q¢ — 1} szimbélum a kodsza-
vakban egytittesen |n/q| vagy [n/q]| alkalommal fordul els. Ellenkezs esetben a C' kod
kiegyensulyozatlan.

Sziirjektiv és altalanositott sziirjektiv kéd

Valamely C' C Z}' kod s-sziirjektiv, ha a tér koordinatainak tetszéleges {a1, ay, ..., as}
halmazara, tetszéleges (b1, by, ...,bs) € Z; vélasztésa esetén létezik legalabb egy olyan
(c1,¢9, ..., ¢cn) € C kodszo, melyre fennéll ¢,, = b; minden i (1 < i < s) esetén.

Valamely C' C Z kod r sugérral s-sziirjektiv, ha a tér koordinatdinak tetszGleges

{ai,as,...,as} halmazéra, tetszGleges (b1, by, ..., bs) € Z; valasztasa esetén létezik lega-
l1abb egy olyan (ci,ca,...,¢,) € C kodszo, melyre fennall ¢,, = b; legalabb s — r szamu

i (1 <i<s)esetén.

Az utobbi — adott r sugéarral s-sziirjektiv kod — altalam ([129],[135]) bevezetett fogalma
egyszerre altalanositasa a hagyomanyos értelemben vett sziirjektiv kodnak (r = 0 esetén)
és a térlefedd kodnak (s = n esetén).

Mindkét fajta sziirjektiv kod fogalma igen hasznosnak bizonyult térlefed§ kodok mére-
tének vizsgalatahoz.

A o,(n,s), o,(n,s;r) kifejezések értelmezése

Jelolje o,(n,s) a ¢ alapszamhoz tartozé n dimenzios s-sziirjektiv kodok méretének a
minimumat, o,(n, s;r) pedig a g alapszamhoz tartozo n dimenzios, legfeljebb r sugérral
s-sziirjektiv kodok méretének a minimumat.

Szavak és kodok Osszeftiizése

Az x € ZJ' ésy € Z? szavak Osszefiizésének eredménye az az |vly| € ZJ1Z72 s20,
melyben x komponensei utan y komponensei kévetkeznek. (Itt g; és g2 lehet akar egyenld,
akar kiilonb6z6. )

Legyenek x1,z9 € Z;! €8 y1,y2 € Z;2, ekkor a Hamming tavolsag definicioja alapjén
nyilvanval6an fennall

d(|z1lyrl, |z2lyel|) = d(w1, 22) + d(y1, y2). (1.6)

Két azonos méretd C' = {c1,¢co,...,cn} C© 270 és D = {dy,dy,...,dy} C Z;? kod
Osszeftizésének eredménye (konkatenaltja) a

|C|D| = {|01|d1|, |CQ|d2|7 R |CM|dM|} C ZZI?Z;L;
kod.

Legyen C elérési sugara R(C'), D elérési sugara pedig R(D), ekkor az 6sszeftizéssel nyert
|C|D| kod R(|C|D|) elérési sugarara (1.6) kovetkeztében fennéall

R(|C|D]) = R(C) + R(D). (1.7)

18



1.3. Véges testek és linearis kédok

Mivel e munkéban konkrétan elGallitott forméban csak legfeljebb 10 alapszamu kdédok
fordulnak elg, a véges testek koziil is csak a 10-nél nem t6bb elembdl allo véges testeket
tekintjiik at. Ezek struktirajanak és miveleti szabalyainak lefrasat igyekszem — a véges
testek szokasos targyalasmodjatol eltérGen — olyan modon kifejteni, hogy az algebrai
strukturak teriiletén kevésbé jartas olvaso szamara is érthetd, és szamitoégépen kdnnyen
programozhat6 legyen nemcsak prim, hanem primhatvany alapszam esetén is.

Véges test fogalma

Egy ¢ > 2 elemd véges F, halmazt véges testnek neveziink, ha tetszéleges két eleme
kozott értelmezve van két miivelet: Osszeadas és szorzas, és ezek rendelkeznek a kovetkezd
tulajdonsagokkal:

1. F;, az 6sszeadasra nézve kommutativ csoport, azaz Fj, az 6sszeadas miiveletre kommu-
tativ, asszociativ és zart, tovabbéa van nulleleme (0,), és minden elemnek van ellentettje.

2. A 04 nullelem nélkiil F;, elemei a szorzasra nézve kommutativ csoportot alkotnak, azaz,
F,\{0,} a szorzasi miveletre kommutativ, asszociativ és zart, tovabba van egységeleme
(1,), és 0, kivételével minden elemnek van a szorzasra nézve inverze.

3. Tetszoleges x,y, z € Iy esetén fennéllnak a disztributivitast kifejezd
x(y+z2)=xy+az,(x+y)z=xz+yz
egyenlGségek.

Ismeretes, hogy ¢ elemii véges test csak prim vagy primhatvany ¢ esetén létezik. A véges
test angol elnevezése finite field vagy Galois field, gyakori jelolése az utobbi kifejezés
kezdébetti alapjan GF(q), de szokésos a fent hasznalt F, jelolés is.

Prim elemszamu véges test

Ha p primszam, akkor a p szerinti maradékosztalyok, vagy ha jobban tetszik, a
0,1,2,3,...,p—1 egészek, a kozonséges értelemben vett 0sszeadas és szorzéas eredményét
modulo p véve, p elemi véges testet alkotnak. Ha precizek akarunk lenni, akkor annak
jelzésére, hogy a miveleteket nem a kozonséges aritmetika szerint végezziik, a p elem
véges test elemeit a p indexszel ellatva, a GF(p) testben a miiveleteket a kdvetkezSképpen
definialjuk:

ap, + b, = (a+b (mod p)), ,

és a szorzésra hasonléan

a, - by, = (a-b (mod p)), .

Primhatvany elemszamu véges test

Primhatviny ¢ = p* elemszdm esetén a GF(q) véges test elemeit GF(p) elemeibdl vett
komponensek altal alkotott & dimenzids vektorokként értelmezhetjiik, melyek 6sszeadasét
komponensenként, a GF(p)-ben értelmezett aritmetika szerint végezhetjiik, a szorzast
azonban — p és k értékétdl fliggd — sajatos elbiras szerint kell értelmezniink ahhoz, hogy
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valoban véges testhez jussunk. Megadjuk a ¢ = 4,8 és 9 elemd véges testek elemei
szorzasanak egy lehetséges modjat.

1. Ha x = (x1,22) és y = (v1,v2) a GF(4) test elemei, ahol tehat xq, 9, y1,y2 € GF(2),
akkor legyen
zy = (T1y1 + T1Y2 + Tay1, T1y1 + T2Ya),

ahol a jobb oldalon allo vektor komponenseire a miveleteket a GF(2)-ben érvényes arit-
metikai szerint végezziik.

2. Haz = (z1, 22, 23) ésy = (y1, Y2, y3) a GF(8) test elemei, akkor elvileg hasonlé médon,
azonban az erre az esetre vonatkozo alabbi szorzasi szaballyal szémolhatunk:

ry = (T1y1 + T1Y3 + TaYa + T3y1, T1Y1 + T1Y2 + Tays + ToYs + T3Ya, T1Y2 + Toly + T3Y3).

3. Ha o = (21, 22) és y = (y1,92) a GF(9) test elemei, ahol tehat z1, xq, y1,y2 € GF(3),
akkor legyen
ry = (191 + T1y1 + T1Y2 + Tay1, T1Y1 + TaYa),

ahol a jobb oldalon allé6 vektor komponenseire a miveleteket a GF(3)-ra érvényes arit-
metikai szerint végezziik.

Egyszert, bar a két utobbi esetben kézzel kicsit hosszadalmas szamolassal be lehet 1atni,
hogy a fent megadott moédon valéban véges testhez jutunk, melyek zérus eleme 04 =
(02,02), 0g = (02,09,0,), ill. 09 = (03,03), egység eleme pedig 1, = (02,13), 1g =
(02,02, 12), IH 19 - (03, 13)

A tovabbiakban a szabatos definicié kedvéért bevezetett, de nehézkes, az egész szamok
és a véges testek elemei megkiilonboztetésére hasznalt alsé indexeket elhagyjuk.

Linearis kod

Egy C C Z} kod linearis kéd, ha Z, véges test, és teljesiil, hogy barmely két kodszo
Osszege és barmely kodszonak a Z, test elemeivel vett szorzata kodszot eredményez, ahol
az Osszeadéast, ill. szorzést koordinatdnként végezziik a Z, véges test miveleti szabalyai
szerint.

Linearis kod tehat csak azokra a ¢ alapszamokra értelmezhets, melyekre 1étezik ¢ elem-
szamu véges test, tehat ¢ prim vagy primhatvany.

Egy linearis kod lefrasahoz elég a kodszavaknak egy maximalis linearisan fiiggetlen rend-
szerét megadni, ennek elemei a general6 kodszavak. Az utobbiak a Z, térnek egy alterét
generaljak, melynek pontjai egyuttal a linearis C' kod kodszavai.

Generator matrix és paritas-ellen6rzé matrix

Legyen Z, egy q elemt véges test, C' C Z pedig a g1, g2, - - ., g kodszavak altal generalt
linearis kod. A generald kodszavakbol mint sorvektorokbol allo k& x n méretd G matrixot
a C kod generator matrixanak nevezziik. A generator matrixboél tehat a C' kod a

C={G:veZ} (1.8)
formuléval adodik.
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Ugyanezen C' kod paritas-ellen6rzé matrixa barmely olyan (n — k) X n méretd méatrix,
melyre fennall
C = {z: Hs" =0}. (1.9)

Gyakran a generator matrix megadhato tgy, hogy tartalmazza a k x k méretd I egy-
ségmatrixot, tehat G = (I, A) alakban particionalhato, ahol A egy (n — k) X k mérett
méatrix. Ebben az esetben az (1.8) formula a kod

C={(v vA):veZ} (1.10)

elsallitasat eredményezi. Ekkor a H = (—A” I,_;) matrixra és az (1.10) képletben sze-
replé = (v vA) vektorra fennall (1.9). Ha viszont valamely = (x; z5) vektorra (ahol
1 € Z) ésxy € Z)7F) és a H = (—A" I,,_}) matrixra teljesiil az (1.9)-ben megadott
egyenléség, tehat —ATaT + 21 = 0, akkor ebbdl x5 = 21 A adodik, és kivetkezésképpen
az (r1 x2) vektor eleme az (1.10) jobb oldalan all6 halmaznak. Ezzel megmutattuk,
hogy a H = (—A" I, ;) matrix parités-ellenérz6 matrixa a G = (I, A) métrixszal
generalt linearis kodnak.

Mellékosztaly, szindroma

Legyen Z, tovabbra is véges test, C' C Z lineéris kod, z € Z pedig a Hamming tér
tetszéleges pontja. Ekkor az
{r+c:ceC} (1.11)

halmazt az = pont altal meghatarozott mellékosztalynak nevezziik. Nyilvanvaléan bar-
mely linearis kod esetén a Z tér a mellékosztalyok diszjunkt egyesitése, ahol x1 és @y
akkor és csak akkor van ugyanabban a mellékosztalyban, ha x1 — x5 € C.

Ha a C kod k£ x n méretti G matrixszal generalhatd, akkor a mellékosztalyok szama
q"/q® = ¢" %, mivel (1.11) szerint minden mellékosztaly ugyanannyi elemet tartalmaz.
A mellékosztéalyok egyike maga a C' kod.

Adott C' C Z7' linedris kéd, H paritds-ellendrz6 matrix és tetszbleges x € Z;' pont esetén
az x pont szindroméjanak nevezziik a Hax? oszlopvektort. Az (1.9) formula alapjan
lathato, hogy minden kodszo szindroméja a zérd vektor, tovabba két vektor akkor és
csak akkor van ugyanabban a mellékosztalyban, ha szindroméajuk megegyezik.
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2. fejezet

A térlefedd koédok rovid torténete

Ebben a fejezetben a térlefed6 kodok teriiletén elért eredmények torténetét altalanosabb
vonasaiban ismertetjiik, ez azonban nem zarja ki egyes lényegesebb konkrét példak emli-
tését. Adott paraméter értékekhez tartozo optimalis vagy rekord-tarté kodok méretére,
ill. annak als6 és felsé korlatjara vonatkozo allandoéan fejléds, gyarapodd ismeretek tor-
ténetét a targyalasra keriils kod kategoriak korébe tartozo kodok attekintését szolgaltatod
részekben ismertetjiik. Igy binaris kodokra a 3.8, ternaris kodokra a 4.6, magasabb rendii
kodokra a 5.7-5.9, vegyes kddokra pedig a 6.6 szakasz is félig-meddig torténeti célzati,
de egyuttal konkrét egyedi kodok, kod-csoportok jellegzetességeinek egyes részleteit is
tartalmazza.

2.1. Kezdetek

A térlefedd kodok elmélete és modszerei a XX. szazad elsd felében, dontSen az alabbi
harom eredet mentén alakultak ki: 1. A hibajavitdé és hibafelismerd kodok kutatésa,
melynek els§ 1ényegesebb eredményei R. Hamming és M. Golay nevéhez ftizddnek. 2.
Algebrai kodelméleti kutatéasok és perfekt kdodokra vonatkozo tovabbi eredmények. 3.
Hatékony toto-kombinaciok vilagszerte kibontakozott kutatésa.

2.1.1. Hibajavité és hibafelismeré kédok kutatasa

A hibajavit6 kod és a hibafelismers kod kifejezés differencidltabban fejezi ki azt a fo-
galmat, amit az 1.1 szakaszban hibajavito kodként értelmeztiink. Ha a C kod dyyin (C)
kodtavolsaga paratlan, akkor barmely kodszot legfeljebb (duin(C) — 1)/2 hiba esetén
ki tudunk javitani, ha viszont paros, akkor barmely kodszot legfeljebb dpin(C)/2 hiba
esetén fel tudunk ismerni. Ezért a 2 kodtavolsagu kédokat 1-hibafelismers kodnak, a
3 kodtavolsagu kodokat 1-hibajavitd kodnak, a 4 kodtavolsagu kodokat 2-hibafelismerd
kodnak, az 5 kodtavolsagu kodokat 2-hibafelismerd kodnak nevezik stb.

A hibajavito és hibafelismer6 kodoknak fontos gyakorlati jelent&sége van a szamitdgép-
tudomanyban, a tavkozlésben és az informaciéelméletben, s igen nagy lokést adott ezek
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fejlsdésének, amikor Golay [4] 1949-ben, ill. Hamming [5] 1950-ben ismertette a késébb
az 6 neviikrél elnevezett kodok alkalmazésdnak modjat az emlitett szakteriileteken. Mi-
vel ezek mind perfekt kodok, kézenfekvs volt felismerni ezek alkalmazasanak lehet&ségét
térlefed6 kodok gyanant is. Az utébbiak irant is érdekl6ds kutatok ezt kdvetGen meg-
hataroztak més, késébb felfedezett hibajavitdo kodok elérési sugarat, és ezaltal tjabb
térlefeds kodokat teremtettek. Késébb azonban kideriilt, hogy a (nem perfekt) jo hiba-
javito kodok altalaban nem tul jok térlefedési célra (és ez forditva is fennall: a jo térlefedd
kodok altalaban nem tul jok hibajavitasi célra).

2.1.2. Algebrai koédelméleti kutatasok és tovabbi perfekt kédok
felfedezése

Egy érdekes lefedési problémat csoportelméleti megfogalmazasban vetett fel Taussky és
Todd [3] 1948-ban: Legyen G egy n béaziselemet tartalmazd Abel csoport, ahol minden
béaziselem rendje d. Jeldljiik S-sel a baziselemek n(d — 1) 4+ 1 kiilénb6z6 hatvanyanak
a halmazat. A szerzdk feltették azt a kérdést, hogy mennyi az a legkisebb o = o(n, d)
egész szam, melyre létezik G-nek o elembdl allo H részhalmaza tgy, hogy G = HS? (HS
alatt a {hs : h € H,s € S} halmaz értends.) Mindjart megmutattak egyebek koézott,
hogy 0(4,3) =9 és 0(7,2) = 16. Ebbdl a jelenleg hasznalt jelolésekkel az adodik, hogy
K3(4,1) =9 és K(7,1) = 16.

Az [3] cikkre reagalva, Mattioli [6] 1950-ben, ugyancsak algebrai megfogalmazasban,
bebizonyitotta, hogy ha p prim és k > 2 egész, akkor

Mattiolitol fiiggetleniil ugyanezt az eredményt talalta Mauldon [7]| szintén 1950-ben és
Zaremba [8] 1951-ben, amit aztin Zaremba [9] 1952-ben primrél primhatvanyra altala-
nositott. Az emlitett publikaciokban tehat a szerzdék felfedezték a tetszéleges prim, ill.
primhatvany alapszamu linearis perfekt kodokat.

Végiil itt emlitjiik meg Fontaine és Peterson [11] 1959-ben megjelent publikaciojat,
amelyben a szerzok linearis koddal bizonyitjak a K(14,3) < 64 fels¢ korlatot, amely
jelenleg is az ismert legjobb fels korlat.

2.1.3. Hatékony toto-kombinacidok kutatasa

Mivel a mai totéhoz hasonl6 sportfogadasokat mar a 19. szazadban is szerveztek, fel-
tételezhetd, bar nincs ra bizonyiték, hogy ugyanabban az id6szakban méar iigyes toto-
kombinaciok is késziiltek, amik egyuttal térlefedd kodokat valdsitottak meg. Az 1940-es
évektdl kezdve viszont mér totdé magazinok is kiadasra keriiltek a skandinav orszagok-
ban, Olaszorszagban, Gorogorszaghan és talan még méasutt is, melyekben sok érdekes
toto-kombinacios struktura kinyomtatasra keriilt, igy példaul binaris kodok esetére a
K(7,1) < 16 egyenldtlenséget bizonyité struktira (Hamming kod), amit [168] szerint
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egy bizonyos Ericson mar 1936-ban, tehat joval Hamming felfedezése el6tt ismert és al-
kalmazott. Ugyanezen forras szerint a K(5,1) < 7 és K(6,1) < 12 egyenl6tlenséget
bizonyité strukturat Di Nasso 1950-ben alkotta meg.

Ternéaris esetre pl. a K3(3,1) < 5 egyenlStlenséget bizonyito totd céla strukturat a dan
Weikel 1943-ban, a K3(6,2) < 17 egyenlStlenséget bizonyito strukturat ugyancsak Weikel
1960-ban, a K3(5,2) < 8 egyenlStlenséget bizonyito struktirat a svéd Himberg 1970-ben,
a K3(10,1) < 3645 egyenlStlenséget bizonyito strukturat egymaéastol fiiggetleniil az olasz
Cercone De Lucia 1962-ben és a finn Heikkonen 1967-ben talalta és ismertette. A felsorolt
esetekre vonatkozo felsé korlatoknal ma sem ismeriink jobbat.

A K3(11,2) < 729 egyenlStlenséget bizonyito, tehat a Golay koddal ekvivalens struk-
tarat a finn Virtakallio tot6-kombinacié formajaban mér 1947-ben publikalta, és igy
vitathatatlanul megel6zte Golay felfedezését, de nem gondolt arra, hogy e felfedezést
hibajavitasi célra is alkalmazni lehetne. Ugyanez a finn férfitt a binaris esetre vonatkozo
K(11,1) <192 egyenlStlenséget bizonyitod struktirat 1946-ban talalta.

Még tobb, mar az 1940-es, 1950-es években felfedezett totd célu strukturat lehetne fel-
sorolni a vegyes ternaris/binaris esetre. Csak néhanyat emlitve, a K(2,6;1) < 64 egyen-
16tlenséget bizonyito struktirat Stene 1947-ben, a K(1,4;1) < 8 és a K(2,2;1) < 6
egyenlStlenséget bizonyito struktturat Di Nasso 1950-ben, a K(6,4;1) < 864 egyenl6tlen-
séget bizonyit6 strukturat Cavallaro 1963-ban talalta.

A jelenlegi idGszakban is sziiletnek sportfogadési eredetii rekord-javité térlefedd kodok.
A legutobbiak kozé tartozd érdekesebb eredmények a Rivas Soriano éaltal 2009. januar
honapban készitett, a ternaris esetre a K3(13,4) < 340 egyenl6tlenséget, ill. a vegyes
ternaris/binaris esetre a K (9, 1;3) < 91 egyenl6tlenséget bizonyito kod, valamint a Ber-
tolo, Di Pasquale és Santisi altal 2008. december hénapban készitett, a K(9,3;2) < 1184
egyenlGtlenséget bizonyito kod.

2.2. 1967-1975 kozotti eredmények

2.2.1. Rodemich egyenlétlenségei

Ezekben az években tobb jelentés cikk jelent meg a térlefeds kodok témakorébdl. Ide kap-
csolhatd Golomb és Posner [15] cikke, amely ugyan valamivel korabban, 1964-ben jelent
meg, és amely a latin négyzeteknek a Hamming terekre val6 alkalmazhatosagat elemzi.
A [15] cikk hatassal volt Rodemich [24] munkajara, aki ebben az 1970-ben megjelent
cikkben tobb jelentds, ma is gyakran idézett altaldnos egyenlGséget és egyenlStlenséget
bizonyitott. Ilyenek az 5.5 szakasz (g) pontjaban felirt egyenldség, ill. az ugyanabban

a szakaszban felhasznalt K,(n,n —2) > nq—fl altalanos egyenlStlenség, valamint ennek

parja, a K,(n,1) > nTll altalanos egyenl6tlenség. Rodemich egyenl6tlenségeibdl adod-
nak konkrétan, egyebek kozott a [135] cikkben megadott K7(4,1) > 115, Kg(4,1) > 171,
Kg(4,2) > 13, K7(4,2) > 17, Kg(5,3) > 17, Ko(5,3) > 21 also korlatok, melyeket az
utobbi cikk megjelenésétsl (2005) méaig senkinek nem sikeriilt megjavitania.
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2.2.2. Kalbfleisch, Stanton és szerzétarsaik publikaciéi

Horton, Kalbfleisch, Stanton és Weiland 1969 és 1971 kozott tobb cikkben [17, 18, 19,
20, 21, 22, 25| foglalkoztak térlefedd kodok konstrukcidjaval, és egyuttal az also kor-

latokat is vizsgaltak. Bebizonyitottdk a K,(3,1) = [%W altalanos egyenlGséget, ehhez
elGszor 6k hasznaltak sziirjektiv kodok egyesitését térlefeds kodok konstrukcioja céljabol.
Megalkottak az adjungélt kodok modszerét, amit hatékonyan alkalmaztak elsGsorban 1
elérési sugaru perfekt kodokra, és 6k bizonyitottdk be el6szor, hogy K (6,1) = 12 és
K4(4,1) = 24. Az els6 publikalt klasszifikacios eredmények is t6litk szarmaznak, neve-
zetesen bebizonyitottak a K(5,1) = 7 és K3(4,1) = 9 egyenlséghez tartozo optimélis
térlefeds kod unicitasat, tovabba megadtak a K (4,1) = 4 egyenlséghez tartozo optima-
lis kodokat.

2.2.3. Kamps és van Lint publikaciéi

Kamps és van Lint két cikkben [16] és [23| foglalkozott térlefeds kodokkal. Az elsd,
1967-ben megjelent cikkben még csak egy konkrét esettel foglalkoztak és bebizonyitot-
tak a K3(5,1) = 27 egyenldséget, melynél a nehézséget annak bizonyitasa jelentette,
hogy K3(5,1) értéke nem lehet 27-nél kevesebb. A maésik, 1970-ben megjelent cikkiik-
ben bevezették az tn. matrix modszert, ami maig igen hatékony eljarasnak bizonyult —
viszonylag nagyobb méretek esetén is — térlefedé kdodok konstrukcidjara.

2.2.4. Helgert konstrukci6ja és Johnson egyenlétlensége a szfé-
rikus also korlat élesitésére (1972)

1972-bsl két publikaciot lehet emliteni, melyek egy-egy konkrét esettel foglalkoznak.
Helgert [28| cikke a K (14, 3) < 64 egyenl6tlenséget bizonyito kodra ad egy konstrukeiot.
(Igaz, hogy a mar emlitett [11] publikacioban lényegében ugyanez az eredmény mar ko-
rabban kozlésre keriilt.) Johnson [29] cikke also korlatokra vonatkozo formulédkat ad meg
ugyancsak a binaris esetre. Ezek egyikébdl, a paros n esetére bizonyitott K(n,1) > %
egyenlStlenséghdl, amely a szférikus alsd korlat egy specialis esetének élesitése, kovetke-
zik a K (2", 1) = 92" —h egyenldség. Ezeket az Osszefiiggéseket késGbb, nem ismerve a [29]
cikket, van Wee [52| gjra felfedezte ¢s kozolte.

2.2.5. Delsarte és Goethals, ill. Lindstrom eredményei perfekt
kodokra (1975)

1972 és 1983 kozott egy évtizednyi sziinet kovetkezett a kimondottan térlefedé kodok
témaban megjelent publikidciok kozlésében, viszont e témahoz is érdekes 1j ismerete-
ket szolgaltattak a perfekt kodokra vonatkozoé 1975-ben megjelent alabbi eredmények:
Delsarte és Goethals [36] bebizonyitottdk a 23 binaris koordinatat tartalmazo 3 elé-
rési sugara perfekt kod és a 11 ternaris koordinatat tartalmazo 2 elérési sugaru perfekt
kod unicitasat, vagyis azt, hogy minden ilyen kod ekvivalens a megfelel§ Golay koddal.
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Lindstrom [37] munkaja vegyes perfekt kodok konstrukcidjara ad egy csoportelméleten
alapulo érdekes modszert, és bar explicit médon nem mondja ki, mégis az altala adott
konstrukciobol kivetkezik egyebek kozott pl. a Ky o(1,4;1) =8 és a K, 5(1,12;1) = 1024
egyenlGség.

2.3. 1983-1990 kozotti eredmények

2.3.1. Weber, Fernandes és Rechtschaffen, Blokhuis és Lam,
Graham és Sloane, valamint Cohen, Lobstein és Sloane
eredményei

Weber [40], valamint Fernandes és Rechtschaffen [41] cikke (mindketts 1983-ban jelent
meg) ternaris térlefedd kod esetére kozol 0j eredményt, nevezetesen Weber cikke K3(6,1)
értékére, a kétszerzds cikk pedig K3(7,1) és K3(8,1) értékére adja az akkor aj 79, 225,
ill. 567 felsé korlatot az addig ismert legjobb 81, 243, ill. 729 felsé korlat helyett. Am ezt
kévetGen nagyon hamar még jobb korlatok bizonyitasara keriilt sor més szerzék altal.

Blokhuis és Lam 1984-ben megjelent [42] cikke djra térgyalja és magyarazza, példak-
kal illusztralja a [23] cikkben bevezetett matrix modszert, tovabba néhany érdekes, re-
kurziot eredményezs egyenldtlenséget bizonyit. Igy pl. a szerzék megmutatjak, hogy
Kiy(n,1) < t" 1K (n,1), és hogy itt egyenldség all fenn abban az esetben, ha ¢ prim
vagy primhatvany és n = ¢ + 1. Ekkor az egyenl&tlenségbdl egyenlGséggé valo képlet
jobb oldala a tig?~! kifejezéssé egyszertisodik.

Graham és Sloane 1985-ben megjelent [43| cikkének egyik érdeme, hogy a linearis binaris
térlefed6 kodok optimalis méretének korlataira komoly terjedelmi tablazatot is megad.
Eredményeik kozott jelenleg két olyan korlat van, amely a nemlinearis térlefedé kodok
korében is a jelenleg ismert legjobb korlat, nevezetesen K (13,2) < 128 és K (14,3) < 64.

Cohen, Lobstein és Sloane [46] cikke (1986) binaris térlefeds kodokkal foglalkozik, ezekre
nagyon érdekes egyedi kod-konstrukciokat ismertet, valamint igen sok 1j altalanos és
konkrét egyenlGséget, also és felsé korlatot bizonyit. A cikkben kozolt altalanos formulak
pl. a K(2R+ 2,R) = 4, K(2R + 3,R) = 7 egyenlGségek, valamint a 7 < K(2R +
4, R) < 12 egyenl6tlenség. Egy nagyon szép konstrukcio a K(11,1) < 192 fels6 korlat
bizonyitasara e cikkben megadott konstrukcio, amely az S(5,6,12) Steiner rendszeren
alapulé 6nkomplementer kod.

2.3.2. Wille, Honkala, Hamalainen, Chen, Laarhoven, Aarts, van
Lint és van Wee eredményei

Ebben az idGszakban és az ezt kovets évtizedekben a szerz6k mar szamitogépes modsze-
rek alkalmazaséat, valamint olyan heurisztikus modszerek alkalmazasat is emlitik, mint
a ,simulated annealing” és a ,tabu search” moédszer. Ma is igen gyakran e két modszer
valamelyikének segitségével késziilnek a rekord-javitod térlefedd kodok, elsGsorban R =1
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elérési sugar esetén. A  simulated annealing” eljarast dokumentaltan Wille alkalmazta
el6szor a [49] (1987) cikkben 6 ternéris koordinatat tartalmazo rekord-javito kod készi-
tésére, és ennek alapjan bebizonyitotta a K3(6,1) < 74 korlatot.

Honkala t6bb cikkében foglalkozik konstrukciokkal és als6 korlatok bizonyitasaval egy-
arant. A Hamaéldinennel kozos [51] (1988) cikkben egy 1j, kiilonleges modszert ismer-
tetnek, melynek alapjan 0j felsé korlatokat talalnak. A [50] cikkben a szerzé néhany
binéris also korlat javitdsat adja, am jelenleg mar azoknal jobb alsé korlatokat ismertink.
A Chen-nel kozo6s [57] (1990) cikkben néhéany viszonylag bonyolult formulat adnak meg
a nembindaris esetre a szférikus also korlatok javitédsara. Ezek alapjan igen sok konkrét
esetre — mind ternéris, mind magasabb alapszamu kodok (¢ = 4 és ¢ = 5) esetére —
kozoltek olyan also korlatot, amely jelenleg is a legjobb ismert alsoé korlat.

Ebbdl az iddszakbol szarmazo tovabbi érdekesebb cikkek fels6 korlatok javitasara vonat-
kozoan Laarhoven, Aarts, van Lint és Wille [54] (1989) és Wille [58] (1990) cikke, also
korlatok javitasara vonatkozoan pedig van Wee [52] (1988) cikke. Foglalkoznak méar a
szerz6k a normalitas témakorével is, lasd Lobstein és van Wee [55] (1989) cikkét.

Az ebben az idészakban megjelent cikkek egy részében a szerzék tablazatba gytjtik
K(n,R), ill. K3(n,R) addig ismert legjobb als6 és fels6 korlatjat. Cohen, Lobstein és
Sloane [46] (1986) cikke az 1 <n < 23, 1 < R < 4 tartoményra adta meg K (n, R) ismert
legjobb korlatait, van Wee [52] (1988) ezt kiterjesztette az 1 < n <33, 1 < R < 10
tartoményra, az altala talalt j korlatok megadésaval. Chen és Honkala [57] (1990)
cikke a ternaris esetre és tovabbi két alapszam esetére vonatkozo alsé és felsé korlatokat
gytjti Ossze, mégpedig K3(n, R) korlatait a 2 < n < 14, 1 < R < 9 tartomanyban,
Ky(n, R) korlatait a 2 <n < 10, 1 < R < 7 tartomanyban, K5(n, R) korlatait pedig a
2<n<9, 1< R <7 tartomanyban.

2.4. 1990-2000 kozotti eredmények

Az 1991-t61 kezddds évtizedben, az elézd évtizedekkel Osszehasonlitva, azokhoz képest
lényegesen tobb térlefedd kodokrol szolo cikk jelent meg, és ezek nagy része olyan nivos
folyoiratokban keriilt publikalasra, mint az IEEE Transactions on Information Theory
(|61, 62, 64, 65, 67, 70, 71, 80, 85, 90, 95, 103]), Journal of Combinatorial Theory,
Series A ([60, 63, 66, 77, 82, 87, 93, 96]), Designs, Codes and Cryptography (|74, 102,
114]), Journal of Combinatorial Designs (|75, 101, 118]). Ebben az id6szakban, 1997-ben
jelent meg ,Covering Codes” cimmel Cohen, Honkala, Litsyn és Lobstein 20 fejezetbdl
allo nagyszerd munkaja is, amely az elsé monografidja ebben a témaban. Errdl kiilon
szakaszban szolunk néhany sz6t az aldbbiakban.

2.4.1. Cohen, Honkala, Litsyn és Lobstein konyve

A konyv targyat elsGsorban a binaris térlefedd kodok képezik. Ezekre vonatkozoé konst-
rukciok, kiilon fejezetben a linearis konstrukciok, binaris kédokra vonatkozé normalitasi
kérdések, K(n, R) also, ill. fels6 korlatainak képzésére vonatkozo modszerek, aszimpto-
tikus korlatok vizsgalata, a hibajavito kodok teriiletérél ismert néhany kod tipus elérési
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sugardanak meghatarozasa stb. toltik ki a konyv elsé 14 fejezetét, bar a 6. fejezetben
mar nembinaris kodok vizsgalatara is sor keriil, és az e fejezet végén lévs — K, (n, R)
also, ill. fels§ korlataira vonatkozo — tablazatokat ¢ = 2,3, 4-re és b-re készitették el a
szerzOk. Két nembinaris also korlat: K3(6,3) > 6 és Ky4(4,2) > 7 els6 bizonyitéasa is
e konyvben taldlhato meg. A 15. fejezet vegyes ternaris/binaris kodokkal foglalkozik, a
hatralévs fejezetek pedig néhény specialis témaval, koztiik komplexitasi vizsgalatokkal
foglalkoznak.

2.4.2. Hamalainen és Rankinen ko6zos publikaciéban megjelent
eredményei

A két szerz6 [60] (1991) cikke az els6 olyan munka, amely egy meghatérozott tartomanyra
vonatkozoan teljeskoriien ismerteti a ¢ ternaris, b binaris koordinatat tartalmazo, R elé-
rési sugaru vegyes ternaris/binaris, optimalis, ill. a cikk készitésének id&szakaban rekord-
tarto térlefeds kodokat. Nyole kiilonb6zé modszert sorolnak fel (a)-tol (h)-ig cimkézve,
alkalmazzak — bar elméleti megalapozas nélkiil — a kés6bb ADS modszernek nevezett el-
jaras egyszertibb eseteit, és elkészitik a K (t, b; R) kifejezés fels§ korlatainak a tablazatat
al<t+0b<13, 0 < R <3 tartomanyban.

2.4.3. Honkala és szerzétarsai, valamint van Lint és van Wee
ajabb eredményei

Honkala ebben az idgszakban megjelent cikkei egyrészt also korlatokkal ([61] és [83]) és
a normalitas kérdésével foglalkoznak (a Haméldinennel kozosen készitett [62] cikk). Uj
konstrukcios modszereket targyal viszont Haméldinen, Honkala, Kaikkonen és Litsyn |74]
(1993) cikke.

Van Lint és van Wee az 1991-ben megjelent [63| cikkben parhuzamosan térgyalja és
tablazatba foglalja a vegyes ternaris/binaris hibajavito, ill. térlefed6 kodokat 1, 2 és 3
kitoltési sugar, ill. elérési sugér esetére. Van Wee [66] (1991) cikkében altaldnos also
korlatokat fogalmaz meg K, (n, 1)-re és K,(n, R)-re, majd késsbb a [80] (1993) cikkben
tovabbi hasonl6 korlatokat.

2.4.4. Ostergard kodelméleti tevékenysége

Ostergard tevékenysége kiilonosen kiemelkedd és akar kiilon fejezetet is érdemelhetne
a terlefedd kodok torténetének ismertetésében. A [64] (1991) cikkben a K(10,1) <
120 fels6 korlatot bizonyitja konstrukcioval. A [65] (1991) cikk a nembinaris esetekkel
foglalkozik, konstrukcidés modszereket targyal, a normalitas kérdését is érinti, és végiil
az altala kapott 0j eredmények beillesztésével felfrissiti az [57] (1990) cikkben talalhato
harom tablazatot. Ezeket az eredményeket egészitik ki a hasonld targya késsbbi [113]
(1999) cikk eredményei. A [86] (1994) cikkben néhany tételt fogalmaz meg az altalanos
vegyes térlefeds kodokra, és tobb modszert fejt ki ilyen kodok konstrukcidjara. Mellesleg
a bindris esetre és K,(n, R) néhany specialis esetére is kozol e cikkben 1j eredményeket,
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nevezetesen a K (12,2) < 78, K,(4,2) <4¢—9 (3 < ¢ <9), K,(5,3) <5q—16 (4 < ¢ <9)
fels6 korlatokat. A [87] (1994) cikkben Kj3(11,1)-re és K3(12,1)-re ad javitott felss
korlatot, a 93] cikkben pedig 0j bizonyitast K3(6,1) ismert felss korlatjara. A [101]
(1997) cikkben ,tabu search” heurisztika segitségével talal rekord-javité konstrukciot 9
ternaris koordinata és R = 1 esetére.

Cock és Ostergard [96] (1997) cikkében a mar [87]-ben is targyalt két esetre adnak a
szerz6k tjabb, hibajavitéo kodokon (ternaris BCH kodokon) alapuld konstrukeiot.

Kaikkonen és Ostergard [107] (1998) cikkében a szerzék dsszefoglaljék a binaris térlefeds
kodokra addig ismert eredmények jo részét, azokat sok 1j tovabbi eredménnyel egészitik
ki, és tablazatba gytjtik a K(n, R)-re vonatkozo akkor ismert legjobb fels§ korlatokat
egészen n < 64-ig.

Ostergard és Haméldinen [102] (1997) cikke a vegyes ternaris/binéris térlefedé kodokra
vonatkozo6 kordbbi és a szerzék altal talalt modszereknek és eredményeknek a komplex
osszefoglalasa tablazattal, valamint az optimalis és a cikk készitésének idején rekord-tarto
kodok jelentds részének az ismertetésével.

2.4.5. Alsé korlatokat targyald publikaciok

Ebben az idészakban nagyon intenzivvé valt az alsoé korlatok javitasara iranyulé modsze-
rek kutatésa. Zhang két, 1991-ben, ill. 1992-ben megjelent cikkében ([67, 71|, ezek koziil
a masodik Lo-val kozosen készitett cikk) a szerzék linearis egyenlStlenség-rendszerek
vizsgalata alapjan hataroznak meg 1j als6 korlatokat. Késébb azonban az e cikkekben
megadott konkrét also korlatok helyett masok kifinomultabb modszerekkel, vagy szami-
togép segitségével jobb also korlatokat bizonyitottak, egy kivétellel, mivel a Zhang és Lo
cikkében megadott K (12,3) > 18 als6 korlatnal ma sem ismeriink jobbat. Li és Chen
[85] (1994) szférikus alsod korlatokat javito ujabb formulakat ad meg. Az e formulédkbol
adodo konkrét K (13,3) > 28 és K (14, 3) > 44 korlatoknal jelenleg sem ismertink jobbat.
Habsieger [82] (1994), [91] (1996), [100], (1997), Habsieger és Plagne [116] (2000), vala-
mint Haas [117] (2000) cikke, valamint Blass és Litsyn 3 kozos cikke: [103, 104] (1998),
[110] (1999) is also korlatokkal foglalkozik.

Bhandari és Durairajan [90] (1996) munkéija @j konstrukciokat és uj also korlatokat is
kozol, elsGsorban ¢ = 5 esetére. Egyik észrevételiikre, az alapjaban véve egyszerd, és
mégis Otletes

K,(n1 + na, Ry + Ry + 1) > min(K,(nq, R1), K,(ng, R2))

egyenlGtlenségre késébb tobben is hivatkoztak. ADS konstrukcioval bizonyitottak egye-
bek kozott a K3(14,6) < 81, K5(8,3) < 325 fels6 korlatokat. Also korlatra vonatkozo
eredményeik koziil is csak néhanyat emlitiink; ilyenek a K3(6n,4n—1) > 6, K4(9,5) > 8,
K5(6,3) > 13 also korlatok.

2.4.6. Kolev és szerzdtarsai publikacioi

Kolev [75, 76] (1993), [88] (1995), [106] (1998), Kolev és Landgev [84] (1994), Kolev és
Hill [112] (1999) munkéinak f6bb eredményei: A K3(5,1) = 27 esethez tartozo optimalis
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térlefeds kodok karakterizélasa a [75] cikkben, lasd a 4.5 szakasz (e) esetére vonatkozo
magyarazatot. [84]-ben a szerzék bebizonyitottak, hogy altalanosan fennall K(2,2R —
I;R)=4, K(1,2R+1;R) =6, K(2,2R; R) = 6 és K(3,2R — 2; R) = 5. [76]-ben Kolev
hatarozta meg elszor a K(1,4;1) = 8 esethez tartozo inekvivalens optiméalis kodok
szamat. [88]-ben, szamitogépes program segitségét is igénybe véve, bebizonyitotta, hogy
K(4,2;1) = 36. [112]-ben a szerz6k K (9, 1) korabbi also korlatjat javitottak meg.

2.5. A 2000 utani eredmények osszefoglalasa

Az ezredfordulé utani fejlédésrdl és eredményekrdl csak globalisan és révidebben szolok
néhéany mondatot. Gyakran tgy ttinik, hogy minden olyan eredményt, ami latvanyosan
szép a térlefedd kodok elméletében, az el6z6 idGszakokban méar megtalaltak a kutatok.
Bizonyos mértékig valoban igy lehet, de ennek ellenére taladlhatdak olyan eredmények,
amelyek kissé racafolnak az el6z6 megallapitasra. Dejter és Phelps [120] (2001) egy ter-
naris Hamming kod alapjan nagyon szép konstrukciot ir le a 13 koordinéatat tartalmazo 1
elérési sugar binaris — jelenleg is rekord-tart6 — kodra 704 kodszoval. Di Pasquale és Os-
tergard [127] (2003), valamint Bertolo, Ostergard és Weakley [130] (2004) az ekvivalens
kodok automorfizmusainak vizsgalata alapjan nagyon érdekes 4j konstrukciés modsze-
reket vezet be ternaris és vegyes kodokra. Haas, Schlage-Puchta és Quistorff a [158]
(2009) cikkben particios matrixokat alkalmazva, Haas, Halupczok és Schlage-Puchta pe-
dig a [164] (2009) cikkben jatékelméleti megkozelitést alkalmazva, igen sok esetre nyer
az eddig ismertnél jobb als6 korlatot. Legyen szabad az utobbi évekbdl szarmazo szép
eredmények kozott emliteni még egy tarsszerzével elért sajat eredményt is, nevezetesen
az optimélis (2R + 3,7) R kodok klasszifikaciojat K. és Ostergard [139] (2006) cikkében.

A legutobbi iddszakot jellemzi, hogy a szamitogépes modszerek egyre jobban elterjednek.
A novekvs méreti esetek vizsgalata, diszkusszioja gyakorlatilag lehetetlen szamitogép
segitségének az igénybe vétele nélkiil. Sajnos, a folyodiratok szerkesztSinek és a cikkek
birdlatara felkért szakértSknek egy része a szamitogép segitségével kapott eredmények,
bizonyitasok értékét nem ismeri el. Az egyik szerz6t6l kapott informacioé szerint Bertolo
és szerzétarsai [130] cikke azért nem jelenhetett meg abban a folydiratban, ahova a
szerzOk elGszor elkiildték, mert sok szamitdogépes eredmény van benne. Pedig bonyolult
rendszer esetén a gép kevésbé siklik at olyan részleteken, amiken az emberi agy esetleg
konnyen atsiklik, kifelejt a gondolatmenetbdl. Jo példa erre, hogy a bevezets részben
ismertetett Berlekamp féle kapcsolotablés feladat megoldésat, amely egy nagyobb méretii
linearis kod elérési sugardnak a meghatarozéasat jelentette, Fishburn és Sloane egy 1989-
ben kozolt cikkben tévesen adtak meg, és ez csak 15 évvel késébb deriilt ki Carlson és
Stolarski [131] cikkébdl, melynek szerzsi szamitogép igénybevétele segitségével a helyes
megoldast hataroztak meg.

Az ezredfordulot kovetSen felgyorsult a klasszifikicios eredmények kozlése, lasd [118]
(2000), [126] (2002), [129] (2003) (K4(4,2) = 7 klasszifikicioja), [130] (2004) (K(9,2) =
16 klasszifikacioja), [138] (2006), [139] (2006), [145] (2006) (K (3,1;1) = 9 és K (6,1;3) =
9 klasszifikdcioja), [155] (2008), és végiil sok 1j klasszifikicios eredmény kozlése a [171]
web lapon és a jelen munkéban [167].
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3. fejezet

Binaris térleted6 kédok

3.1. Csak a 3. fejezetben hasznalt fogalmak

Onkomplementer kod

Egy binaris C' k6d 6nkomplementer, ha barmely ¢ € C' kodszd esetén ¢ komplemense
(c-bol a 0 és 1 értékek feleserélésével kapott binaris vektor) szintén kodszo.

Nyilvanval6an minden binaris 6nkomplementer kod kiegyensulyozott, melyben a kodsza-
vak szama paros.

Binaris sz6 stilya

Tetszleges © € Z§ esetén x sulyanak nevezziik és wt(x)-szel jeloljik = koordinatainak
Osszegét, vagyis az 1 értékl koordinatak szamat.

Hipergraf, fiiggetlen hipergraf

A hipergraf olyan (V, E') par, ahol V' bizonyos — cstcsoknak nevezett — elemek nem tires
halmaza, F pedig — hiperéleknek (vagy roviden éleknek) nevezett — elemek halmaza, ahol
a hiperélek V-nek egymaéstol kiilonb6z6 nem iires részhalmazai.

A (V, E) hipergraf fiiggetlen hipergraf, ha barmely két e;, ¢; € E él esetén az e;Ney, e;Nes,
e; Nej, ef N ej halmazok koziil ezek egyike sem tres, ahol e“vel az e él komplemensét
jeloljik, vagyis e =V \ e.

Hipergraf cstucsanak foka

Hipergrafban egy v csics fokédnak nevezziik és d(v)-vel jeloljiikk a v-t tartalmazo élek
szamat.

Uniform hipergraf, regularis hipergraf

Egy hipergraf k-uniform, ha minden él szamossaga azonosan k. Egy k-uniform (V) E)
hipergraf teljes, ha F tartalmazza V valamennyi k elemi részhalmazat. Egy hipergraf
t-regularis, ha minden cstcs foka azonosan t.
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Szakaszonként konstans silyt kéd

A C C Z3 kod szakaszonként konstans sulyu, ha C elsallithato C' = |C1]Cs] ... |Cyl
alakban ugy, hogy ha egy ¢ = |¢1|ca] . . . |cx| kodszo esetén wit(cy) = wy, wt(cy) = wa,. . .,
wt(cx) = wy, akkor C' kodszavai kozott az Gsszes tobbi ugyanilyen tulajdonsagi szo is
megtalalhato.

3.2. Egyszerl konstrukcidok

Az egyszeri jelz6t itt nem abban az értelemben hasznaljuk, hogy ezek minden esetben
kénnyen kictolhets konstrukciok, hanem inkabb abban az értelemben, hogy ezeket nem
mas kodok konstrukciojabol szarmaztatjuk.

3.2.1. Binaris ismétléses kodok

A 7% térben értelmezett binaris ismétléses kodok formaja:

C=1{(0,0,...,
(1,1,..., 1)},

és e C kod elérési sugara nyilvin R = |n/2] — v.6. (1.4). Konnyen lathato, hogy a
binéris ismétléses kod az el6bbi n, R paraméterekhez tartozé optimalis térlefedd kod,
tehat K(n, [n/2] = 2), vagyis az egész rész jelolés hasznalata nélkiili képletté atformalva

K(2R,R) = K(2R+1,R) = 2.

Az ilyen optimalis térlefedd kodok kiilonosen paratlan n esetén érdekesek, mivel a parat-
lan n-hez tartozo binaris ismétléses kodokra fennall (1.3), tehat ezek perfekt kodok.

3.2.2. Binaris Hamming kédok

Tetszoleges h > 2, egész és n = 2" — 1 esetén létezik a Z' térben perfekt lineéris kod,;
h = 2 esetén ez egy ismétléses kod, a kovetkezd legegyszertibb eset a h = 3-hoz tartozo
H; C ZI k6d, amely perfekt (7,16)1 kod és a kovetkezd négy kodszoval generdlhato:

hl =
ha
hs
hy =

)

Y

( 1,0)
( 1 )’
( 70 )’
( L1

Az Osszes kodszo a hy, ho, hs, hy generald kodszavak valamennyi lehetséges linearis kom-
binaciojat képezve adodik, és igy

H7 - { 07 h/17 hQa hl + h27 h?); hl + h37 h/2 + h3; hl + hQ + h37 h47h1 + h47 h2 + h47

1
By + o+ s his o+ ha, by + s + has b + s + by + ha + hs 4 had, 5D
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az Osszeadast az alaptest miiveleti szabalyai szerint értelmezve, ami binéris esetben mo-
dulo 2 értelmezett Gsszeadast jelent, tehat péros szamu 1-es Gsszege 0, paratlan szamu
1-es Osszege 1.

A H; Hamming kod létezésébdl, konstrukeiojabol adodik az alabbi egyenlGség:
K(7,1) = 16.

A nagyobb meéreti binaris Hamming kodok konstrukciojat illetGen lasd pl. [39] vagy [97].
Ilyen kodok létezésébdl kovetkezik altalanosan a

K(@2"—1,1)=2""",

konkrétan tehat a K (15,1) = 211, K(31,1) = 22° stb. egyenl6ség.

3.2.3. Egyéb konstrukciok linearis kédokkal

A térlefedd kodok lehetd legkisebb méretére vonatkozo elsé tablazatokban az ezeket tar-
talmazé publikiciok szerzéi linearis kodokra szoritkoztak. Ilyen tablazatok talalhatoak
Graham és Sloane [43|, kés6bb Cohen, Litsyn, Lobstein és Mattson [98] cikkében, az
utobbi azonban mar a nemlinearis térlefedé kodokra is kozol tablazatokat.

3.3. Folytatolagos konstrukciok és kapcsolatos egyen-
16tlenségek

Az itt targyalt konstrukciokat lehetne rogton altalanosan, tetszéleges ¢ alapszam esetére
ismertetni, azonban a bizonyitasok, a konstrukciok tulajdonsidgainak a megindoklasa a
binaris esetben sokkal kénnyebben fogalmazhat6 meg és ezért konnyebben is érthets. Az
ezekhez sziikséges gondolatmenetek 1ényege binaris, ternaris, ill. az altalanos esetben is
azonos, azonban altalanos ¢ alapszam esetén nehézkesebb a megfogalmazasuk. Ezért a
binaris kod-konstrukcidkat részletezziik b6vebben, a ternaris és magasabb rendd esetekre
vonatkozo6 analdg konstrukciokat pedig a megfelels fejezetekben réviden és bizonyitasok
nélkiil fogjuk targyalni.

A konstrukciok targyalédsa sordn az elérési sugar értékének vagy felsd korlatjanak megha-
tarozasan kiviil kitériink a normalités 6roklddésének a vizsgalatara is. Ez f6leg olyankor
érdekes, ha az elkészitett kodot Gjabb folytatolagos vagy Osszetételes konstrukeié kiindu-
lasi kodjaként kivanjuk hasznalni, mivel néhédny konstrukcié teljes bizonyossaggal csak
normél kodokra alkalmazhato.

A normalitas 6roklgdésére vonatkozo bizonyitasok esetén nem fogalmazom meg tételként
a bizonyitasra keriil6 allitdsokat, mivel ezek nem tekinthet6k tjaknak. Ezek mar korab-
ban meglévs ismeretek, melyeket sokan felhasznaltak, bizonyitasukat azonban sehol nem
lattam lefrva.
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3.3.1. 1-gyel novelt dimenzid és elérési sugar, valtozatlan méret

Legyen C' C Z} egy M kodszobol 4llo, R elérési sugara kod. Egészitsiik ki C' kodszavait
egy-egy tetszoleges értékd (n 4 1)-edik koordinatéval. Az eredményiil kapott C’ kod R’
elérési sugarara nyilvanvaloan fennall R < R’ < R+ 1, és kovetkezésképpen

K(n+1,R+1)< K(n,R) < K(n+1,R). (3.2)

Az R' > R egyenltlenség az Osszeftizéssel nyert kod elérési sugarara vonatkozo (1.7)
egyenl6tlenséghdl kovetkezik. R’ < R+ 1 bizonyitasédhoz legyen 2’ = |z|z,41| a Z5T tér
tetszoleges pontja. Ekkor van olyan ¢ € C kodszo, melyre d(z,c) < R, és igy tetszleges
Cny1 €rték esetén (1.6) szerint

d(|z|zpi1l, lelensa]) = d(x, ¢) + d(xpi1, cnr1) < d(z,¢) +1 < R+ 1.

A normalitas 6roklédésének a vizsgalatahoz tegyiik fel, hogy a C' kod normalis valamelyik
koordinataban, és az e koordinata szerinti felbontas C' = Cy U ;. Legyen a megnovelt
C" = |C|v| kod ennek megfelels felbontasa C" = C| U C], ahol C} = |Colvo|, C] = |Cy|vy]
és v = vy Uv, C Z,. C normalitésa miatt tetszéleges 2’ = |x|z,,1| € Z3 ™" esetén létezik
két olyan cy € Cy és ¢; € C kddszod, melyekkel fennéll

d(z,co) +d(z,x1) < 2R+ 1.

Mivel (1.6) szerint d(|x|zp 1], ¢f) < d(x, o)+ 1 és hasonléan d(|x|z, 1], ¢)) < d(x,c1)+1,
kovetkezésképpen
d(|z|xnil, ¢y) + d(Jx|xni], ) < 2R+ 3.

A kapott eredmény szerint kimondhatjuk, hogy ha C” elérési sugara R + 1 (és véletleniil
nem kisebb), akkor C” normaélis minden olyan koordinata szerint, amelyek szerint C'
normaélis.

3.3.2. 1-gyel novelt dimenzio, valtozatlan elérési sugar, kétszeres
méret

Legyen C C Z} egy M kodszobdl allo, R elérési sugara kod. Egészitsiik ki C' kodszavait
el6szor 0 értékd, majd 1 értékd (n + 1)-edik koordinataval. Az eredményiil kapott

C"={le|0] : ce CYU{|c|1] : c € C}
kod elérési sugara megegyezik C' elérési sugaraval, és kovetkezésképpen
Kn+1,R) <2K(n,R). (3.3)

A konstrukei6 eredményeként kapott kod C” = |Clvg| U |C|vy| alakban is irhato, ahol vy
csupa 0-bol, v; pedig csupa 1-esbdl tevédik Gssze. Ekkor tetszéleges 2 = |z|z,1| € Z5!
esetén d(z”,|Clvg]) = d(z,C), ha z,41 = 0 és d(2”,|Clvi|) = d(z,C), ha x,.1 = 1,
kovetkezésképpen mindkét esetben d(z”, C”) < R. Ez bizonyitja, hogy C” elérési sugara
legfeljebb R. Az viszont, hogy R-nél kisebb nem lehet az elérési sugér, legegyszertibben
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tgy bizonyithato, hogy a |Clvg| U |Clvq| egyesitést egyetlen konkatenacionak tekintve,
alkalmazzuk ra az (1.7) egyenl&tlenséget.

A normalitas oroklédésének a vizsgalatahoz tegyiik fel megint, hogy a C koéd normalis
valamelyik koordinataban, és az e koordinata szerinti felbontas C' = Cy U C. Legyen a
megnovelt kod ennek megfelels felbontasa C” = Cff U CY, ahol CJ = |Colvge| U |Colvo|
és CY = |C1|vio] U |Ch|v11], tovabba vgg és vy csupa 0-bol, vy és vy pedig csupa 1-esbél
tevédik Ossze.

Tetszoleges 2" = |z|xpy1| € Z57, co € Cy, 1 € C) esetén
d(z",|colzni1]) = d(x,co) és d(x”,|ci|rni]|) = d(z, c1), (3.4)

és kovetkezésképpen C” is normalis ugyanazokban a koordindtakban, mint amelyekben
C'. Ehhez most az elérési sugarra vonatkozo plusz feltételre sincs sziikség, mivel C' és C”
elérési sugara mindig megegyezik. Az (3.4) egyenlségekkel az is bizonyithato, hogy ha
valamely koordinataban C' nem normalis, akkor C” sem.

A konstrukei6 minden esetben normalis kodot eredményez az (n + 1)-edik koordinatéara
nézve. Legyen ugyanis ismét 2" = |x|x,4,| € Zy tetszéleges pont, ekkor pl. 2,41 = 0
esetén d(z”, |Clvg|) < R és d(2”,|Cln]) < R+ 1.

E konstrukeié alkalmazasaval jon létre pl. a 3.8.1 szakaszban a K (3,1) = 2 esetre meg-
adott optimalis kodbol az ugyanott a K(4,1) = 4 esetre megadott (1) jeld optimaélis
kod.

3.3.3. 2-vel novelt dimenzi6, 1-gyel novelt elérési sugar, valto-
zatlan méret

Legyen C' C Z7 egy M kodszobol allo, R elérési sugart, az utolsé koordinataban nor-
maélis kod. Bontsuk fel C-t két kod, Cy és C egyesitésére tgy, hogy C, tartalmazza
C-nek azokat a kodszavait, melyeknek az utolsé koordinataja 0, C; pedig C-nek azokat
a kodszavait, melyeknek az utols6 koordinataja 1. Egészitsiik ki Cyp minden koédszavat
két tovabbi 0 értékd koordinataval, C; minden kodszavat pedig két tovabbi 1 értéki
koordinataval. Az igy létrehozott

C ={||00| : ¢ € Co} U{|e|11] : c € Oy}
kod elérési sugara legfeljebb R + 1.

Legyen Cy = {|c|00] : ¢ € Cy} és Cp = {|c[11]| : ¢ € C1}. Megmutatjuk, hogy tetszdleges
T € Z)"? esetén B B
d(z,Cy) +d(z,C1) < 2R+ 3; (3.5)

ebbdl az elgbbi allitas mar kovetkezik.
A két utolso koordinata értékétdl fiiggen T = |x|00| vagy T = |z|01] vagy T = |z|10|
vagy T = |z|11]. Mivel C-r6l feltételeztiik, hogy az utols6 koordinata szerint normaélis,

van olyan ¢y € Cy, ill. ¢; € C) kodszo, melyekre d(x,cy) + d(z,c1) < 2R + 1. Ekkor
az T pontnak a kibévitett kod ¢ = |co|00|, €1 = |e1]11] kddszavaitol valo tavolsaga a
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két utolsd koordinata értékétsl fliggSen d(T, ) = d(w, o), d(z, o) + 1, d(z,co) + 1, ill.
d(z,co) +2 6s d(T,¢1) = d(z,c1) + 2, d(z, 1) + 1, d(x,cq) + 1, ill. d(z, ¢1). Ezekbdl az
osszefiiggésekbdl mind a négy esetben megkapjuk a (3.5) egyenlStlenséget, melybdl az
C kod elérési sugarara vonatkozé allitdson til az is kovetkezik, hogy ha a C kod elérési
sugara pontosan R + 1, akkor ez a kdd normélis a harom azonos utolsé koordinataban.

A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy ha létezik ZJ-ben M kodszobol allo, R elérési sugara
normaélis kod, akkor K(n+2, R+ 1) < M.

Az e pontban targyalt konstrukci6 alkalmazéaséaval jon létre pl. a 3.8.1 szakaszban a
K(5,1) = 7 esetre megadott optimélis kodbol a K (7,2) = 7 esethez tartozo (1) jeld opti-
malis kod, azzal az eltéréssel, hogy nem az utolsd, hanem az elsé koordinatat ismételtiik
haromszor minden koédszoéban.

3.4. Osszetételes konstrukciok és kapcsolatos egyenl6t-
lenségek

Az el6z6 szakasz bevezetésében mondottak az itt ismertetésre keriil6 konstrukcidkra is
érvényesek, tehat mindaz, amit a binaris esetre megfogalmazunk, analég médon megfo-
galmazhato tetszéleges ¢ alapszam esetére is.

3.4.1. Két kod direkt 6sszege (DS konstrukcio)

Legyenek C' C Z3*' és D C Z3y? tetsz6leges kodok, jelolje ezek kodszavainak szamat M,
ill. My, elérési sugarat Ry, ill. Ry. Képezziik a megadott két kod szavaibol a

CeD=A{|cd| :ceC,de D}
kodot.

Ekkor tetszbleges x € Zi',y € Zj? esetén valamely ¢, € C, ¢o € D kodszavakra
d(z,c1) < Ry, d(z,c2) < Ry, és ennélfogva

d(|z|y|, |er]ca|) = d(x, ¢1) + d(y, c2) < Ry + Ro.

Az Ssszetétel eredményeként kapott, M; M, kodszobol allo, C @ D C Z3 ™2 kod elérési
sugara tehat legfeljebb Ry + Ry, és kovetkezésképpen

K(m —|—n2,R1 +R2> S K(nl,Rl)K(ng,Rz). (36)

A normalitas 6roklédésének kérdéséhez tegyiik fel megint, hogy a C' kod normélis valame-
lyik koordinatéaban, és az e koordinata szerinti felbontas C' = Cy U C. Ekkor tetszéleges
r € Zy', y € Zy? esetén talalhatoak ¢y € Cy, ¢ € Cy, ill. co € D kddszavak ugy, hogy
d(z,co) +d(z,c1) < 2Ry + 1, d(z, c2) < Ry, és ennélfogva

d(lzlyl, |colcal) + d([xlyl, |erleal) = d(w, co) + d(w, 1) + 2d(y, ¢o) < (2R1 +1) + 2Ry,

Eszerint, ha C'@® D elérési sugara pontosan R; + R,, akkor C'@® D normélis mindazokban
a koordinatédkban, amelyek szerint C' (és hasonléan: amelyek szerint D) normalis.
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3.4.2. Amalgam direkt 6sszeg (ADS konstrukcio)

Az el6z6 pontban targyalt direkt 6sszeghez valamelyest hasonldan jarunk el, két 1ényeges
eltéréssel.

Legyenek C' C Z3*' és D C Zj* megint egyeldre tetsz6leges kodok Ry, ill. Ry elérési
sugarral; bontsuk fel ket a kodszavak utolsdé koordinatainak értéke szerint a Cy és Cf,
ill. Dy és Dy kodok egyesitésére. Tekintsiik most kiilon-kiilon a Cy® Dy és C1 @ D direkt
osszegeket. Hagyjuk el ezutdn Dy-bol és D1-bél a kodszavak utolsé koordinatait, hiszen
azok a direkt Osszegben ismétlést eredményeznének. Az igy keletkezd D{ és Dj kodok
hasznalataval ad6do

C* = (Co® Dy) U (C1 @ Dy)

kodra bizonyos feltételek fennéllasa esetén teljesiil, hogy elérési sugara legfeljebb R; + Rs.
Ennek elégséges — de nem sziikséges — feltétele, hogy C' és D mindegyike az utolso
koordinatdban normaélis kod legyen.

Bizonyitds. A C® kod a Zy* "1 tér részhalmaza. E tér tetszoleges vektora |z|y|0| vagy
|z|y|1] alaku, ahol z € Z3* ™' ésy € Z5>~'. C és D normalitasa miatt létezik ¢, ca, dy, dy
gy, hogy
d(|z[0], co) + d(|z]0],¢1) < 2Ry + 1,
(3.7)

Vezessiik be a ¢;, d; szavakbol az utols6 koordinata elhagyasaval keletkez6 részre a c; , d;
jeloléseket. Ekkor
d([]0], co) = d(z, i),

d(|]0], e1) = d(, ;) + 1,

(3.8)
d<|y|0’7 dO) = d(y7 d6)7
d(|yl0], dy) = d(y,dy) + 1.
Az (1.6) egyenl6ség tobbszoros alkalmazéasaval kapjuk, hogy
d(|z[yl0l, [cq dy [0) = d(z, ¢g) + d(y, dy ),
(3.9)
d(|=[ylOl, [ey |y [1) = d(z, ¢y) + d(y, dy) + 1.
Veégil, a (3.7)-(3.9) relaciokbol kovetkezik, hogy
d(|z|y[0], |eq |dq [0) + d(lz|y[O], ey |dy [1) < 2Ry + 2Ry + 1, (3.10)

tehat a bal oldalon 4ll6 6sszeg legalabb egyik tagja kisebb vagy egyenlé mint Ry 4+ Ry. A
hasonlé gondolatmenetet az |z|y|1| alaka vektorokra is elvégezve, arra a kévetkeztetésre
jutunk, hogy C° elérési sugara legfeljebb R; + Ry. Ha az elérési sugar pontosan
Ry + Rs, akkor az (3.10) egyenlStlenség azt is mutatja, hogy C® normalis kod arra a
koordinata-helyre nézve, amelyen a C' és D kodokat 6sszekapcsoltuk. U

Megjegyezziik, hogy az ADS konstrukci6 egy specialis eseteként, D-nek a 3 dimenzios
binaris ismétléses kodot vélasztva, a 3.3.3 pontban targyalt méretnovels konstrukcidohoz
jutunk.

37



3.4.3. Blokk direkt 6sszeg (BDS konstrukcio)

Hasonld, mint az amalgam direkt 6sszeg konstrukcio. Az eltérés csak annyi, hogy C' és
D kozil az egyik vagy mindkét kodot nem valamelyik koordinata értéke alapjan, hanem
més modon bontjuk fel két kod egyesitésére.

3.5. Binaris térlefedd kodok mérete

Az optimaélis binaris térlefedd kodok pontos méretét, azaz K(n, R) értékét az alabbi
esetekben ismerjiik:

(a) R =0 esetén;

(b) n =2" —1 és n = 2" mindkét esetben R = 1, ahol h > 3, egész;
() n =23, R = 3 esetén;

(d) R> 0, n < 2R+ 3 fennallasa esetén;

() n < 9 esetén;

(f) n =10, R = 3 esetén.

A 3.1. tablazatban e jelek mutatjak az optimélis binaris térlefed6 kodok méretének ismert
eseteit a 2 < n < 33, 1 < R < 9 tartoményban. Az értelmezhetetlen mezGket o
jellel lattuk el, és ezaltal az iiresen hagyott mezGk szemléletesen mutatjak a megoldatlan
eseteket.

Megjegyezziik, hogy (a), (b), (c), (d) és (f) egymaést kizaro feltételek, az (e) eset feltétele
viszont teljesiilhet az (a), (b), ill. (d) feltétel teljesiilésével egyidejileg. Az (a) esetben
nyilvanvalo, hogy

K(n,0)=2",

ugyanis 0 sugaru térlefedé kodnak a tér minden pontjat tartalmaznia kell.

A (b) és (c) esetekhez tartozo optimalis kodok a binaris Hamming kodok, valamint ezek-
bél szarmaztatott térlefeds kodok, ill. a binaris Golay kod, melyek méretei ismeretének
alapjan kapjuk az

() K(2" —1,1) =271 (i) K(2", 1) < 2¥"", (i) K(23,3) = 4096

egyenlgségeket, ill. egyenlStlenséget. Az (i) és (iii) esetben az optimalis kodok perfektek,
a (ii) esetben nem, ezért az optimalis kodok konstrukcioja alapjan erre az esetre csak a
fenti felss korlatot lehet bizonyitani. Viszont a szférikus also korlat élesitésébdl (|29, 52])
adodoan ebben az esetben is fennall az egyenlGség, lasd 2.2.4. szakasz.

A (d) esetben K (n, R) értéke 1, 2, 4 vagy 7 lehet, mégpedig K (n, R) = 1,2,4, ill. 7 akkor
és csak akkor, han =R, R<n <2R+2,n=2R+2,ill. n=2R+ 3.
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3.1. tablazat. Optimalis binaris térlefedd kodok megoldott esetei

Itt az 1 méretd kdédokra vonatkozod allitas trivialis, hiszen egyetlen kodszobol allo kod
elérési sugara a tér dimenzidjaval, n-nel egyenld, és forditva, R = n sugarral torténd
fedés a tér egyetlen (tetszSleges) pontjaval megvalosithatd. A 2 és 4 méretre vonatkozo
allitasokat Chen és Honkala [57], ill. Cohen, Lobstein és Sloane [46] bizonyitotta. Az
utobbi cikk szerzéi arra is rAmutattak, hogy 3, 5 vagy 6 kddszobol allé binéaris optimalis
térlefeds kod nem létezik. Bebizonyitottéak tovabba, hogy K(n, R) =7, han = 2R+ 3 és
R pozitiv egész. Azonban akkor még nyitott kérdés maradt, hogy van-e ezenkiviil més
olyan eset, melyre K(n, R) = 7. Erre a kérdésre a [145] cikk adta meg a valaszt.

Az (e) feltételnek megfelels, de az (a), (b) vagy (d) feltételek egyikének sem megfelels
esetek az alabbiak:

K(6,1)=12, K(8,2)=12, K(9,1)=62,  K(9,2) = 16.

Az utébbi 4 egyenlGség bizonyitasa Stanton és Kalbfleisch [18], Blass és Litsyn [110],
Ostergard és Weakley [118], ill. Ostergard és Blass [121] publikaci6jaban talalhato. A
kisebb vagy egyenld relaciot — sok méas esethez hasonléan — ezekben az esetekben is mar
joval régebben ismert toto-kombinaciok bizonyitotték, példaul a K (6,1) < 12 egyenl6t-
lenséget bizonyité konstrukeio [168] szerint Di Nasso (1950), a K(9,1) < 62 egyenl6t-
lenséget bizonyito konstrukei6 Fagioli (1984) nevéhez kapcsolhato. (Sok hasonlo, régota
ismert konstrukeci6 szerzéje homélyban maradt, példaul [168] szerint a K (8,2) < 12 és
a K(9,2) < 16 egyenl6tlenséget bizonyité konstrukeié szerzéje ismeretlen. Mas esetek-
ben a prioritas eldontése problematikus, ezért el6fordul, hogy ugyanarra a konstrukciora
vonatkozoan az olasz kiadvanyok olasz szerz6t, a skandinav kiadvanyok pedig skandinéav
szerz6t jelolnek meg.)
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Az (f) esetre vonatkozo
K(10,3) = 12

allitasnak a kisebb vagy egyenld részét Rankinen (1975) konstrukcioval igazolta. A 12
also korlatot és egyuttal a pontos értéket szamitogépes modszerrel Ostergarddal kiilon-
kiilon bizonyitottuk, és az eredményt kézosen publikaltuk a [155] cikkben.

A binaris térlefeds kodok korében ezzel az egyetlen esettel tudtuk kib&viteni az optimélis
térlefed6 kodok pontos méretére méar korabban is ismert eseteket. Az alsé korlatot még
egy konkrét binaris esetben tudtuk bizonyitani szintén szamitogép segitségével, és ezzel a
K (11, 3) korabban ismert legjobb als6 korlatjat az ismert fels§ korlattol egy egységnyire
kozelitettilk meg. Megjegyzem, hogy a térlefeds kodok kategoriai koziil hagyomanyosan
a binaris kodok alkotjdk a legintenzivebben kutatott kategoriat, igy ezekre ma joval
nehezebb 1j eredményeket talalni és bizonyitani, mint mas kéd kategoriakra.

Egy &ltalanosabb esetben, a K(n, R) = 7 egyenlGséget kielégité optimalis kodok prob-
léméajara vonatkozoan Ostergarddal kozosen végzett kutatasunk soran nemcsak azt mu-
tattuk meg, hogy nincs més tovabbi eset azokon kiviil, amelyeket Cohen és szerzétarsai
[46]-ben megadtak, hanem azt is, hogy a trivialis K(3,0) = 8 eseten kiviil nincs mas 8
méreti binéris optimalis térlefedd kod sem. Ehhez a K (n, R) fliggvény monotonitasa mi-
att azt kellett mar csak bizonyitani, hogy K(2R+4, R) > 9, ha R > 1. A bizonyitashoz
szitkség volt a 8 kodszobol allo binaris 2-sziirjektiv kodok attekintésére és elérési suga-
ruk kiszamitasara 35 dimenzioig. A vizsgalt inekvivalens kodok milliés nagysagrendje
miatt ezt csak szamitogép segitségével lehetett elvégezni. A bizonyitashoz felhasznaltuk
a K,(n,R) ¢s a g,(n,s) figgvények monotonitasara vonatkozo, az elérési sugar, ill. a
sziirjektiv kod definicioja alapjan nyilvanvalo

K,(n,R+1) < K,(n,R) (3.11)

és
g.(n+1,5) > o,(n,s) (3.12)

egyenlStlenségeket, az ezekkel rokon (3.2) egyenldtlenség-part, valamint a kévetkezs lem-
méat és annak kovetkezményeit:

3.1. Lemma. (K. és Ostergdrd [155], Theorem 12)

Ha C bindris kod, melynek elérési sugara R, és C' nem 2-szirjektiv, akkor a 00, 01, 10,
11 értékparok mindegyikét nem tartalmazo barmely két koordindta torlésével olyan kodhoz
Jutunk, melynek elérési sugara legfeljebb R — 1.

Bizonyitds. A koordinatak permutécioja utan, C' = |C1|Csy| konkatenécioként irhato fel,
ahol (5 a kodszavak 2 torolt koordinatajabol allo kod, C4 pedig a torlés altal adodo
kod. Legyen C1, ill. Cy elérési sugara Ry, ill. Ry. A torolt koordinatak valasztésa folytan
Ry > 1, ésigy az (1.7) egyenlStlenséget is alkalmazva kapjuk, hogy Ry < R— Ry < R—1.

O
A 3.1. lemmaban foglalt allitds sok esetben meggyorsitja az elérési sugar szamitogép
segitségével végzett meghatarozasanak iddigényes miveletét; olyan esetekben, amikor
szamitogép nélkiili modszer alkalmazéasa teljesen reménytelennek latszik.

Bizonyos esetekben kozvetlenebbiil alkalmazhatok a 3.1. lemma alabbi kdvetkezményei:
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3.2. Kovetkezmény. (Cohen és szerzétdrsai [46] Theorem 5, K. és Ostergdird [155],
Theorem 11)

Bdarmely az M < K(n,R) egyenldtlenséget kielégité bindris (n + 2, M)R + 1 kod 2-
szurjektiv.

3.3. Kovetkezmény.

Han>3, R>1és K(n,R) < K(n—2,R—1), akkor az n, R paraméterekhez tartozo
barmely optimdlis térlefedd kod bindris 2-sziirjektiv kod.

Az utébbi allitasbol viszont kdvetkezik a csupan egy képletbdl allo kovetkezs formas

3.4. Kovetkezmény. (K. és Ostergard [129], Theorem 2 specidlis esete)
K(n,R) > min{oy(n,2), K(n —2, R — 1)}.

Mivel oy(n, 2)-re ismert a

Jg(n,Q):min{M:nS (L(J\iw—;)l/?J)} (3.13)

formula (lasd [27, 30, 31, 32|), ezt az el6z6 képletbe behelyettesitve egy tjabb forméat
kaphatnank, amely azonban a két — raadasul kiilonb6z6 médon hasznalt — 'min' fliggvény
egymasba agyazasa miatt eléggé attekinthetetlen lenne. Ez a probléma athidalhato a
kovetkezd tjabb atfogalmazassal:

3.5. Kovetkezmény.

Ha K(n—2,R—1)> M és o9(n,2) > M, akkor K(n,R) > M.

Viszont a o9(n,2) értékeire felirt formula szerint o9(n,2) > M akkor és csak akkor all

fenn, ha n > (L( Ay_ _2)1 /o J)' Ily m6don megkapjuk az alabbi allitast:

3.6. Kovetkezmény.
Ha K(n —2,R—1)> M, ahol n > ({475 ), akkor K (n, R) > M.
Visszatérve a K(2R + 4, R) > 9 also korlat kérdésére, kimondjuk a kovetkezd tételt,

amelyben megadott altalanos fels§ korlat bizonyitasa [46]-ben, az &ltalanos also korlat
bizonyitasa pedig [145]-ben kertiilt kozlésre.

3.7. Tétel. (felsé korldt Cohen és szerzétirsai [46] (33), alsé korlit K. és Ostergdrd
[145], Theorem 8)

9 < K2R +4,R) <12 fenndll tetszdleges pozitiv egész R esetén.
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Bizonyitds. A fels6 korlat régota ismert, ezért itt csak az alsd korlat bizonyitésaval
foglalkozunk. Az als6 korlatra megadott egyenlGtlenség R = 0 esetén is nyilvanvaloan
fennall, ugyanis K(4,0) = 16. (Tudjuk azt is — de nem hasznaljuk fel a bizonyitéshoz
— hogy K(6,1) = K(8,2) = 12.) Indukcioval, indirekt lépésekkel bizonyitjuk, hogy a
tétel allitasa fennall minden pozitiv egész R esetén is. Tegyiik fel, hogy igaz az allitas
valamely (R — 1)-re, de nem igaz R-re, azaz K(2R+2,R—1) >9,de K(2R+4,R) =7
vagy K(2R+4,R) = 8. (Hiszen K (2R + 3, R) = 7, és ennél kisebb K (2R + 4, R) sem
lehet.) Ekkor a 3.2. kévetkezmény szerint a K (2R + 4, R) értékét meghatarozo, 7 vagy 8
kodszobol allo barmely optimalis kod 2-sziirjektiv.

A (3.13) formula szerint o9(n,2) > 9 ha n > 36, ilyen n-ek esetén tehat 9-nél kevesebb
kodszobol allo 2-sziirjektiv kod egyaltalan nem létezik. A 2 < n < 35 intervallumban
a 7, ill. 8 kodszobol allo binaris 2-sziirjektiv kodok Osszegytjtése és elérési sugaruk
kiszamitasa folytan pedig bebizonyosodott, hogy 2-sziirjektiv (2R + 4, M)R kod nem
letezik, ha M € {7,8} és 0 < R < 15, ezaltal ellentmondashoz jutunk az indukcios
gondolatmenetben. (A 2-sziirjektiv kodok Osszegytijtése és vizsgalata soran megengedtiik
ugyanannak a kodszonak az ismétlgdését az egyes kodokban.) A 7, ill. 8 kodszobol
allo binaris 2-sziirjektiv kodok lehetséges elérési sugarainak a tablazatat a [145] cikk
tartalmazza, ezt terjedelmi okbol az értekezésbe teljes egészében nem mésoltam at,
azonban az n > 16 esetére ezeket az adatokat a Fiiggelék A.2 tablazata mutatja. U

A 3.7. tétel egyenl6tlenség-parjaval a [46]-ben megadott hasonlo egyenlétlenség-par (lasd
2.3.1 szakasz) also egyenlStlenségében 2 egységnyit javitottunk.

A (d) esetre vonatkozo korabbi, az elgbb targyalt ismeretek alapjan a legfeljebb 6 kod-
szOobol allo optimalis térlefeds kodok méretét a kovetkezSképpen foglalhatjuk Ossze:

3.8. Allitas.

Ky(n, R) = 2 akkor és csak akkor dll fenn, ha R <n < 2R+ 2;
Ky(n, R) = 3 nem lehetséges;

Ky(n, R) = 4 akkor és csak akkor dll fenn, ha n = 2R + 2;
Ky(n, R) =5 nem lehetséges;

Ky(n, R) = 6 nem lehetséges.

Lattuk, hogy Ky(n, R) < 7 minden olyan esetben, amikor n < 2R + 3. Ha ezt az
ismeretet kombinaljuk a 3.7. tétel allitasaval, akkor megkapjuk a 3.8. allitds 8 kodszoig
torténd kiterjesztését eredményezd kovetkezs tételt.

3.9. Tétel. (K. és Ostergdrd [145])
Ks(n, R) =7 akkor és csak akkor dll fenn, ha R >0 ésn =2R+ 3;

Ks(n, R) = 8 akkor és csak akkor dll fenn, ha R =0 és n = 3.
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3.6. Klasszifikaciés eredmények binaris térlefedé ko-
dokra

Klasszifikicio alatt adott paraméterekkel biré matematikai objektumok izomorfia-
osztalyai egy-egy reprezentansanak a megadasat értjiikk. Az adott objektum-tipustol
fiiggGen sok esetben az ekvivalencia-osztalyok markansabb tulajdonsigai alapjéan tor-
ténd csoportositast is érdemes elvégezni, de ezt a teendét eleve nem értjiik bele a klasszi-
fikacio fogalméba. (Az izomorfia és ekvivalencia szavakat itt egymas szinonimajaként
hasznaljuk.)

ElGszor roviden Osszefoglaljuk az optimélis binaris térlefedé kodokra vonatkozo klasszi-
fikacios eredményeket.

(a) Tetsz6leges n pozitiv egész és R = 0 esetén az inekvivalens optimalis térlefeds kodok
szama 1.

(b)) n=2"—1, R=1, h =3, ill. h = 4 esetén az inekvivalens optimalis térlefeds kodok
szama 1, ill. 5983, a 4-nél nagyobb h esetére vonatkozo hasonld kérdés megoldatlan, nehéz
probléma, h = 4-re is csak nemrég sikeriilt Ostergardnak és Pottonennek megadnia a
valaszt.

(by) n=2" R =1, h = 3 esetén az inekvivalens optimélis térlefeds kodok szdma 10, a
3-nal nagyobb h esetére vonatkoz6 hasonl6 kérdés megoldatlan probléma.

(c) n =23, R = 3 esetén az inekvivalens optimalis térlefeds kodok szédma 1.

(dy) Minden olyan esetben, amikor K(n,R) = 2, az inekvivalens optimalis térlefedd
kodok széma 2R —n + 2.

(dy) Minden olyan esetben, amikor K (n,R) = 4, az inekvivalens optimalis térlefeds
kodok szama [ (£ + 1)2].

(d3) Minden olyan esetben, amikor K (n, R) = 7, az inckvivalens optimaélis térlefeds ko-
dok szamat megadja az 1/((1—xz)?(1—2%)?(1—2?)) kifejezés végtelen polinom kifejtésében
zf~1 egyiitthatoja.

(e) A K(6,1) =12, K(8,2) = 12 esetekhez tartozo inekvivalens optimalis térlefeds kodok
szama 2, ill. 277. A K(9,2) = 16 esethez tartozo inekvivalens optimalis térlefedd kodok
szama 4. Az optimélis kodok szamanak kérdése az n =9, R = 1 esetben megoldatlan.

(f) A K(10,3) = 12 egyenlSségnek megfelels inekvivalens optimaélis térlefedd kodok
szama 1148]1.

Folytatjuk a felsorolt esetek részletesebb kifejtésével. Az (a) esethez nincs mit hozzétenni.
Egy zéro elérési sugart kod a Hamming tér osszes pontjat tartalmazza, amibdl az ilyen
koédok unicitasa is kovetkezik.

A (b)) esetben n = 7, R = 1, K(n,R) = 16, amely a Hamming koddal megvalosit-
hat6. Az optimalis kod unicitésat els6ként Zaremba [9] bizonyitotta, késébb még sokan
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megerdsitették. A K(15,1) = 2048 egyenlséghez tartozo inekvivalens perfekt optimalis
kodok szamanak meghatarozasarol a [157] cikk szamol be.

A 4-nél nagyobb h értékekhez tartozé n = 2" — 1 dimenziés R = 1 elérési sugarii per-
fekt optimalis kodokrol annyit tudunk, hogy h novelésével ezek szama robbanasszerden
novekszik. Ide vonatkozo részeredmények Weakley [141] munkajaban talalhatok.

A (by) esetben n = 8, R = 1, K(n,R) = 32, az ezen értékeknek megfelels optimalis
térlefeds kodok szama 10, leirasuk megtalalhato a [118] publikdcioban. A 10 optimalis
kéd mindegyike 2-sziirjektiv, 4 koziiliik onkomplementer.

Az n = 2" dimenziés, R = 1 elérési sugart optimalis kodok szamat h > 3 esetén nem
ismerjiik.

(c) n =23, R = 3 esetén az egyetlen optimalis térlefedd kod a binaris Golay kod. Az uni-

citas elsd bizonyitasa Snover [33] PhD disszertaciojaban talalhato, folyoiratban megjelent
egyszertibb bizonyitast adott ra Delsarte és Goethals [36].

(dy) Lattuk, hogy K(n,R) = 2 akkor és csak akkor all fenn, ha R < n < 2R+ 2. A
megfelel§ inekvivalens kodok szama 2R — n + 2 (lasd [118]), ezek ugy képezhetdk, hogy
legfeljebb 2R —n+1 koordinatahelyen a két kodszoban azonos, a toébbi koordinatahelyen
a két kodszoban kiilonb6z6 értéket helyeziink el.

(d2) Minden olyan esetben, amikor K (n,R) = 4, az inekvivalens optimaélis térlefeds
kodok szama [ (£ + 1)2| (ismét lasd [118]).

Az optimalis (2R + 2,4)R kodok vélfajainak bemutatasara egy olyan konstrukciot al-
kalmazunk, melyhez hasonlé konstrukciot a (2R + 3,7)R, (2R +4,12)R, (2R +5,16)R
kodokra is alkalmazni fogunk, a két utobbi esetben azonban nem tudjuk ily médon az
Osszes inekvivalens kodot elgallitani, tovabba a két utobbi eset annyiban is eltér az elsé
kettstsl, hogy a K(2R + 2,R) = 4 és K(2R + 3, R) = 7 egyenl6ségek bizonyitottan
fennallnak minden pozitiv egész R esetén, a K(2R+ 4,R) = 12 és K(2R+5,R) = 16
egyenl@ségek altaldnos érvénytiségének a kérdése viszont jelenleg még nyitott probléma.

A konstrukcié bemutatasahoz a kodokra sematikus, tablazatos jelolést alkalmazunk, ahol
minden oszlophoz egy-egy kodszo és a kddszavak minden koordinatajahoz egy-egy oszlop
tartozik. A szerkezet szemléltetésének kedvéért a tablazatban esetleg vizszintes és/vagy
fiiggsleges valasztd vonalakat helyeziink el. Eleinte hasznélni fogjuk a tablézatos jelolés
mellett a hagyomanyos, kdédszavak halmazaként megadott jelolést is, amelynél az egy-
szertiség kedvéért a kodszavak befoglald zardjeleit elhagyjuk, és a koordinatakat szokoz
vagy més szeparator nélkiil soroljuk fel.

A 4 sz6bol allo optimalis kodok targyalasahoz induljunk ki a K(2,0) = 4 egyenlGséghez
tartozo

_ = O O

0
(1) — {00,01, 10,11}
1
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optimalis térlefeds kodbol, amely a Z2 térben egy (2,4)0 kod. Kovetkezs lépésként
egészitsiik ki e kod szavait egy paritas bittel. Ezaltal a

= {000,011, 101, 110}

_ =0 O
—_— O = O
O = = O

kodhoz jutunk. Végiil tekintsiik azokat a C'(ny, ng,n3) kodokat, amelyeket tgy kapunk,
hogy a fenti, paritas bittel kiegészitett, kod oszlopait rendre nq, no, ns-szor megismétel-
jiuk. A nq, no, ng értékek kozott a 0-t is megengedjiik. Ekkor a kovetkezot allitjuk:

3.10. Allitas.

C(ny1,n2,n3) akkor és csak akkor optimdlis térlefedd kod, ha az ny, ng, ng nemnegativ
egészek kozott pontosan eqy pdros értékid fordul eld. Tovdabbd: barmely (2R + 2,4)R kod
ekvivalens egy, az el6zd feltételt teljesitd C(ny, ng, ng) koddal.

A 3.10. allitas (mas megfogalmazasban), és annak bizonyitasa megtalalhato a [118] publi-
kacioban. Ezért a bizonyitast nem ismertetem, hanem csak annyit szeretnék megjegyezni,
hogy tetszdleges n-re az inekvivalens kodok képzéséhez tekinthetjiik az n = 2R + 2 péros
egész azon ni + ng + ng = n particidit, melyekre ny > no, mindketté paratlan, ng pedig
paros. A két legegyszeriibb eset a kovetkezd:

n =2, R =0 esetén egyetlen ilyen partici6 van: n; = ny = 1,n3 = 0. (Ebben az esetben
visszajutottunk ahhoz a kodhoz, amibdl kiindultunk.)

n =4, R =1 esetén a megfelels particiok szdma 2: nqy = 3,ny = 1,n3 =0, ill. n; =ny =
]_, Nng = 2.

Az n + 2-h6z tartozé megfelel§ particiokat megkaphatjuk ugy, hogy az n-re méar Gssze-
gytjtott particiok mindegyikében ng értékét 2-vel megnoveljiik és az igy kapott halmazt
kibévitjiik az ng = 0 rogzitésével képezhets megfelels particiokkal.

(d3) A K(n,R) = 7 egyenl6séghez tartozo inekvivalens optimalis térlefedd kodok képzé-
séhez az el6z6hoz hasonld konstrukeiot lehet alkalmazni. Az erre az esetre vonatkozo,
a kovetkez6kben megfogalmazott allitasokat és bizonyitasokat lényegesebb valtoztatas
nélkil a [139] cikkbdl vettem at.

Ezuttal induljunk ki a K(5,1) = 7 egyenlGséghez tartozo

e el e N e R e}
el e =N == ]
— =00 OO
_ O O = = O
O~ O H= = O
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optimalis térlefedd kodbol. Megint a tablazat sorai alkotjak a kodszavakat, de itt és a
tovabbiakban mar nem irjuk fel azokat explicit médon. Ezt megint — az el6z6 konstruk-
cibhoz hasonléan — paritas bittel kiegészitve a kovetkezd kodot kapjuk:

el L= e R
— = RO~ oo
= =O O =IO
— O Ol = =IO
O = Ol = =IO
O O R~ = RO

Ez a kod ugyan nem optimalis térlefed6 kod, de — mint lathato — szép szimmetrikus struk-
taraval rendelkezik, és hamarosan ki fog deriilni, hogy segitségével az Osszes hét szobol
allo optimalis térlefeds kod leirhato. Jeldljiik az egyes oszlopok altal meghatarozott 1
dimenzios kodokat Cj-vel (i = 1,2,...,6), vagyis legyen

¢, = {0,0,0,1,1,1,1},

¢, = {0,0,1,0,1,1,1},
¢y = {0,1,0,0,1,1,1},
¢, = {0,1,1,1,0,0,1},
Cs = {0,1,1,1,0,1,0},
Ce = {0,1,1,1,1,0,0}.

Az el6bbi esethez hasonloan bevezetjik a C(ny,ng, n3, ng, ns,ng) kodokat is, melye-
ket megint gy kapunk, hogy a paritas bittel kiegészitett kod oszlopait ny,no, ..., ng-
szor ismételjiikk. Ekkor C'(1,1,1,1,1,0) visszaadja a kiindulasi kodot, C'(3,1,1,1,1,0),
C(1,1,1,3,1,0) és C(1,1,1,1,1,2) pedig elallitja a K(7,2) = 7 egyenl&séghez tartozo
3 inekvivalens optimalis kodot. Ezekre a legegyszertibb 7 szavas optimélis kodokra,
n=>5R=1il. n =7 R = 2 esetére vonatkozo6 klasszifikiciés eredmény Stanton és
Kalbfleisch [18], ill. Ostergard és Weakley [118] munkéajaban taldlhato.

Ugyanezek a kodok az elemi C; kodokkal a kovetkezSképpen fejezhetdk ki: Az egyetlen
(5,7)1 kod a |C1]|Cs|C3]Cy|Cs| koéd, a harom inekvivalens (7,7)2 kod pedig az el6bbihez
a |C1|Cy], |C4|Cyl, ill. |Cg|Cy| kodot hozzafizve adodik. Az (5,7)1 és (7,7)2 kodok
szerkezetének ismeretében egyszertien adodik a kovetkezs allitas:

3.11. Allitas. (K. és Ostergard [139], Corollary 2.1)

Bdarmely a csupa 0-bol dllé kdodszot tartalmazd és |Cy|Co|Cs|Cy|Cs|D| alakban felirt (7,7)2
kod esetén D = |C;|Cy|, ahol i = j, vagy i = 6, vagy j = 6.

Az altalanos esetre bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

3.12. Tétel. (K. és Ostergird [139], Theorem 2.2)

C = C(ni,ng,n3,ng,ns,ng) akkor és csak akkor optimdlis térlefedd kod, ha az
ni, N, ...,Ng nemnegativ egészek kozott pontosan eqy pdros értékid fordul eld. To-

vabba: bdrmely optimdlis (2R + 3,7)R kdd ekvivalens eqy, az elézd feltételt teljesitd
C(n1,ng, ng, ng, ns, ng) koddal.
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Bizonyitds. Tudjuk, hogy K (n, R) = 7 akkor és csak akkor all fenn, ha n = 2R+3. Ezért
a tétel elsg allitasat gy is fogalmazhatjuk, hogy C' elérési sugara akkor és csak akkor
(n—3)/2, aholn = Z?:l n;, ha az ni,na, ..., ng nemnegativ egészek kozott pontosan egy
paros értékd van. Ennek bizonyitasdhoz tegytik fel el6szor, hogy pontosan egy péros érték
fordul el6. Szimmetria miatt elég azt az egy esetet vizsgalni, amikor nq,no,ns, ng, ns
paratlan, ng pedig péaros. Legyen x = |z1|xs|xs|zy|zs|xs| a bindris ZF Hamming tér
tetszdleges pontja, ahol x; € Z3" és x; a C(ny,ng, ng,ny, ns, ng) kod szerkezete szerint
particionalt. Jeldlje ¢; e kod i-edik szavat, w; pedig az x; vektor silyat, vagyis a benne
szerepld 1 értékd komponensek szamét. Ekkor

d(z,c1) = wy + wy + w3 + wy + ws + we,

d(x,co) = wi +wy + (n3 — w3) + (ng — wa) + (n5 — ws) + (ng — w),
d(z,c3) = wy + (ng — we) + w3 + (ng — wy) + (ns — ws) + (ng w6),
d(z,cq) = (m —wi) + wz + w3 + (ng — wa) + (n5 — ws) + (16 — we),
d([E, 05) = (n1 —w1)+(n2 w2)+(n3— 3)+w4+w5—|—( )
d(l‘, 06) = (n1 — U}l) + (ng — UJQ) + (713 — w3) + wy + (715 w5) + We,
d(ﬂ?, C7) = (n1 — wl) + (Tlg — wg) + (n3 — wg) + (714 — U}4) + Wy + We,

és kovetkezésképpen

d([L‘,C) S 2d(xacl) + 821’:2 d(l’,Cl) _ 42728:1 T — n/2

Tegyiik fel, hogy d(z,C) > (n — 3)/2. Ekkor d(z,C) = (n — 1)/2 (mivel n parat-
lan és d(z,C) < n/2). Az n;-k paritasara tett feltételbsl kovetkezik, hogy d(z,c),
d(x,cg), d(z, c7) paritasa azonos, és hasonloan d(z, ¢3), d(x, c3), d(x,¢4), d(z, c5) paritasa
is azonos, de az el6z8 harom paritastol eltérd. A d(z,cy), d(z, o), ..., d(x,cr) tavolsa-
gokat tekintve, koziiliik az els6t kétszer véve lattuk, hogy e nyolc tavolsag Osszege 4n, s
tudjuk, hogy mindegyik legalabb (n — 1)/2, tovabba négy-négy téavolsag péros, ill. pa-
ratlan egész. Ez csak gy lehetséges, ha koziiliik négynek az értéke (n — 1)/2, szintén
négynek az értéke pedig (n + 1)/2. Mindezek alapjan d(z,¢;) = d(z,c6) = d(z,c7) és
d(x,co) = d(z,c3) = d(z,cq) = d(x,c5). Ekkor

3n = d(x,c1)+2d(x,cq) + d(z,c5) + d(z, c6) + d(x, c7)
5711 - 4101 + 3712 + 3713 + 3714 + 3715 + 3%6
= 3n+ (2ny — 4wy),

amibdl az adodna, hogy ny paros. Mivel kiindulasképpen feltettiik, hogy paratlan, el-
lentmondashoz jutottunk, amibdl kovetkezik, hogy tetszbleges © € ZI' esetén d(x,C') <

(n—3)/2.

Egy olyan x vektort véve, melyre w; = (%w valamennyi ¢+ = 1,2,...,6 indexre, révid
szamolassal azt kapjuk, hogy d(z,C) = (n — 3)/2, tehéat a vizsgélt kod elérési sugara
pontosan (n — 3)/2.

A sziikségesség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy C(nq, na, ng, ng, ns, ng) optimalis térlefeds
kod, melyre a paros n;-k szama 1-nél nagyobb. Tudjuk, hogy K(n, R) = 7 csak paratlan
n esetén lehetséges, ezért csak azzal a két esettel kell foglalkoznunk, amikor a péros
n;-k szama 3 vagy 5. Szimmetria miatt elég a két esetnek azokat a rész-eseteit nézni
amikor ny, no, ng, vagy ni, No, Ny, vagy ni, No, N3, N4, N5 paratlan, a hatralévé n;-k
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pedig péarosak. Minden ilyen esetben legyen w; = L%J, hai=1,2,3,5, és w; = (%L ha
i = 4,6, ahol w;, mint kordbban is, z; stlyat jelenti egy tetsz6leges x = |x1|xa|rs|zs|Ts| 26
vektor esetén. Mindegyik esetben azt kapjuk, hogy d(z,C) > (n — 1)/2, tehat a C' kod
elérési sugara nem lehet (n — 3)/2.

A 3.12. tétel masodik allitasanak a bizonyitasahoz legyen C' = C®) egy tetszéleges
(2R + 3,7)R kod, ahol R > 1. R = 1 esetén egyetlen (5,7)1 kod létezik (lasd [18]),
ez sziikségképpen ekvivalens azzal a koddal, melybdl a C = C(nq, ng, n3, ng, ns, ng) kod
konstrukciéjahoz kiindultunk. R > 2 esetén a C") kod nem lehet 2-sziirjektiv (lasd [31]
az R > 6 esetre, ill. [145], Table 1 az R < 6 esetre), ezért O = |CH-D|X|, ahol C(F~1)
dimenzidja 2R + 1, X dimenzidja pedig 2, és az utodbbi elérési sugara 0-nal nagyobb.
Mivel egy particionalt kod elérési sugara nem lehet kisebb, mint a rész-kédok elérési
sugarainak az Gsszege, lasd (1.7), ezért a CF~1) kod elérési sugara R — 1, az X kod
elérési sugara pedig 1. A gondolatmenet ismételt alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

C’(R) = |C(1)|X(1)’X(2)| o |X(R_1)|7

ahol CW egy (5,7)1 kod, |CM| XY pedig egy (7,7)2 kod. Mivel a CH) kodot az X @
kodok tetszblegesen permutalt sorrendjében képezhetjiik a rekurzié sorén, ezért minden
egyes |CW|X®| kod szintén (7,7)2 kod.

A CW kéd valaszthaté tgy, hogy azonos legyen a |C1|Cy|Cs|Cy|Cs|, vagyis a
C(1,1,1,1,1,0) koddal, ennek megfelelGen sziikség esetén az X kodokban is permu-
talva a sorokat, majd ezt kdvetSen, ugyancsak sziikség esetén, oszlopok komplementalé-
séval elérhet, hogy az elsé kodszo csupa 0-bol alljon. Ezéltal olyan, az X koédokkal
ekvivalens Y kodokhoz jutunk, melyekkel fennall

R = |C(1)|Y(1)|Y(2)| o |Y(R‘1)|7

ahol |[CW|Y@D| egy (7,7)2 kod minden i-re, tovabbd az Osszeftizott
|ICOY Dy @)|...|yE=D]| kod is tartalmazza a csupa zérobol allo kodszot. Ekkor pedig
a 3.11. allitas szerint Y azonos egy |C;|Cy| koddal, tehat CH = C(ny,ng,ng, ng, N5, ng)
az n; nemnegativ egészek valamely értékrendszerével. Mivel ez a kod optimalis, az
ni, no, N3, Ny, Ny, Ng egészek kozott pontosan egy paros értékd van. 0]

Az inekvivalens optimalis kodok szdmaéra a kovetkezs formula adhato:

3.13. Tétel. (K. és Ostergard [139], Theorem 3.3)

Tetszbleges pozitiv R esetén az inekvivalens (2R + 3,7)R kddok szimdt megadja xf=*

egytitthatoja az
1

(1= oy (-1 o)

fiigguény kifejtésében.

Az egylitthatok sorozatat a The on-line encyclopedia of integer sequences [175] A002625
sorszammal tartalmazza; a sorozat els6 tiz eleme 1,3,8,17,33, 58,97, 153,233, 342.
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Bizonyitds. A 3.12. tétel és az el6z6 szakasz eredményei szerint egy 7 kodszobol allo
binéris kod akkor és csak optimélis térlefeds kod, ha ekvivalens egy

C(2my +1,2mq + 1,2mg + 1,2myg + 1,2ms + 1, 2mg)

alaktu koddal, ahol my, mo, ms, my, ms, mg nemnegativ egészek és Z?:1 m; = R—1. Egy
ilyen kod viszont akkor és csak akkor ekvivalens egy masik, ugyanilyen alakban irhato

C(2my +1,2mg + 1,2m5 + 1,2m) + 1,2mz + 1, 2myg)

koddal, ha {m, mq, mg} = {m}, mh, mi}, {mg, ms} = {m/, mi} és mg = mg. Az utobbi
allitas helyessége a szoban forgd kodok szerkezetébdl latszik. Eszerint az inekvivalens
optimalis (2R + 3,7)R kodok Q(R) szamat megadja az

m1+m2+m3+m4+m5+m6:R—1,
my > my > mz 2> 0,

my 2 ms 2 0,

m620

feltételrendszer kiilonb6z6 egészértéki megoldasainak a szama. A [38]-ban alkalmazott
modszertant kdvetve azt kapjuk, hogy

Q(R) = > P(Ny,1)P(Ny,2)P(Ns, 3),
Ni+No+N3=R—-1
N1, Ny, Ns >0

ahol P(N,t) az N egész legfeljebb t pozitiv tagbdl allo particidinak a szamaét jeloli, melyre
a

o] t 1
> PN, )2 = H —
N=0 Jj=1

formula ismeretes. Az utébbi két képletbdl kovetkezik, hogy

- LT 1
Z Q(R) (1 —2)3(1 — 22)2(1 — 23)

R=1

g

A (2R + 4,12)R kodok vizsgalatara ratérve, el6szor Osszefoglaljuk az R < 3 esetre vo-
natkozo ismereteket. Ezekben az esetekben tudjuk, hogy K(2R + 4, R) = 12.

3.14. Allitas.

A K(6,1) = 12 egyenldséghez tartozo inekvivalens optimdlis kédok szama 2, mindkettd
kiegyensilyozott és 2-sziirjektiv. A két optimdlis kod kézil az eqyik ezenkivil énkomple-
menter és 3-szirjektiv.

A K(8,2) = 12 egyenldséghez tartozo inekvivalens optimdlis kédok szama 277, ezek koziil
kiegyensilyozott 155 kod, onkomplementer minddssze 1 kod. A 155 kiegyensilyozott op-
timdlis kod kézil 2-sziirjektiv 137 kod, a 122 kiegyensilyozatlan optimdlis kod kozil pedig
2-sziirjektiv 113 kod.
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A fenti két esetre az egyenldséget Stanton és Kalbfleisch [18], ill. Blass és Litsyn [110]
bizonyitottak, az inekvivalens optimalis kodok szaméanak meghatérozasa mindkét esetre
Ostergard és Weakley [118] eredménye. Az optimalis kodok kiegyenstlyozottsag és sziir-
jektivitas szerinti megoszlasat mar én tettem hozza.

A kovetkezd tételben megfogalmazott esetre az egyenlGség bizonyitasa és a klasszifikicios
eredmény egyarant K. és Ostergard [155] eredménye.

3.15. Tétel. (K. és Ostergard [155], Theorem 6)

K(10,3) = 12 és az ehhez az esethez tartozo inekvivalens optimdlis kodok szama 11481,
melyek kozil kiegyensilyozott 5543 kod, onkomplementer 3 kod. Az 5543 kiegyensilyozott
optimadlis kod kozil 2-sziirjektiv 1490 kod, az 5938 kiegyensilyozatlan optimadlis kod kézil
pedig 2-sziirjektiv 1589 kod.

Bizonyitds. Szamitogéppel végzett klasszifikacio. O

A (2R+4, 12) R kodokat atfogobban vizsgélva azt tapasztaljuk, hogy a viszonylag egysze-
riibb (2R+2,4)R, (2R+3,7)R kodok esetére alkalmazott modszerrel az Gsszes inekviva-
lens optimalis kodot nem tudjuk ugyan elgallitani, de olyan konstrukciot tudunk talalni,
melynek segitségével szamos (2R + 4, 12) R kod elGallithato.

Az egyik optimalis (6,12)1 kodbol kiindulva, azt paritas bittel kiegészitve, az aldbbi
tablazattal megadott kddhoz jutunk:

— _ OlRr Rk R, OO OO
—_ ORI~ ) RO, O OO
O = k== R=)OoOoOFEOOO
O OO =IO OO = =

OO O, R O, R RFIREFk OO
O OO, O R MFE R ORFRO
O O OO R IR MR OO

A korabbi esetekhez hasonléo modon bevezetett C(nq,ng,ns, ng, ns, ng,ny) kodra n =
ST, n; jeloléssel a kovetkezot lehet allftani:

3.16. Tétel.

Han > 6 és azny,ng, ..., ny nemnegaliv egészek kiézdtt pontosan eqy pdaros értéki van,
n—4

akkor a C(ny,ng,n3,ny, ns,ng, n7) kod elérési sugara "3=.
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Bizonyitds. A 3.12. tétel bizonyitasahoz hasonlé moédon indulunk el, az ott bevezetett
jeloléseket alkalmazva. Legyen x = |xq|za|xs|ry|zs|ze|er| a ZF tér tetszbleges pontja.
Irjuk fel megint ennek a particionalt formaban megadott  pontnak a kodszavaktol valo
tavolsagat.

+ (ng —ws) + (ng — ws) + wa + (ns ws) + (ne — we) + (n7 — wr),
+ (ne — we) + (n3 — w3) + (ng — wy) + w5 + (ng — we) + (N7 — wr),
+ (712 — wg) (n3 — U}g) (714 — w4) + (715 — w5) + we + (n7 — w7),
— wa) + (n3 — w3) + wy + ws + we + wr,
= (n1—wl)+w2+(n3—w3)+w4+w5+w6+w7,
T, c12) = (N1 — wy) + (g — wa) + w3 + Wy + W5 + we + wr,

8
o
o0

d(x,c1) = wy + wy + w3 + wy + ws + (ng — wg) + (N7 — wy),
T, Co) = wy + wy + w3 + wy + (n5 — ws) + we + (n7 — wr),
93,63)—w1+w2+w3+(n4—w4)+w5—|—w6+(n7—w7),
x,c4):w1+w2+(n3—w3)+(n4—w4)—|—( )+(n6—w6)+w7,
$,05) :w1+(n2 w2)+w3+(n4—w4)+( )+(n6—w6)+w7,
z,c6) = (ng — wy) + we + w3 + (ng — wy) + (N5 — ws) + (ng — wg) + wr,
)
)
)

8 8 8
OO O
)
N
|
g
=
_|_
—~
3
[N}

QAU QUL UL QL QL
SO SS OSSOSO SS SN OSSN oSS oSS oSN oSS o=
\'Q
5

és ennélfogva

S2od(x,e) 63
d(z.C) < &= = 22uim s
(@,C) < 12 12 n/

Tegyiik fel, hogy d(x,C) > (n—4)/2. Ekkor d(z, ¢;) > (n—2)/2 minden kodszora, mivel
n most paros. Ebbdl az y; = 2w; — n,; valtozok bevezetésével a kovetkezd egyenlGtlenség-
rendszert kapjuk:

yio + y2 + Y3 + ya + Y5 — Y6 — yr + 2 = 0
o+ Yo + yz + ya — ys + y¢ — yr + 2 = 0
yio+ Y2+ Y3 — ya + ys + y¢ — yr + 2 =20
Y1t Yo — Y3 — Y4 — Y5 — Y + yr + 2 =0
yio — Y2 + Y3 — ys — Y5 — Y + yr + 2 =0
-yt Yy + Y3 — Y4 — Y5 — Y + yr + 2 =0
- Y1 — Y2 — Y3 t Y — Y5 — Y6 — yr + 2 =0
-y — Y2 — Y3 — Y + Y5 — Y6 — yr + 2 =20
- Y1 — Y2 — Y3 — Ys — Y5 + ¥y — yr + 2 =0
yio— Yo — Yz + ya + Y5 + y¢ + yr + 2 = 0
-y t+ Yy — Y3 + e + ys + Yo + yr + 2 =0
- % — Yy t+ Y3 + ys + ys + ¥y + yr + 2 =20

Az y; valtozo paritasa n; paritasaval azonos, tehat kozottiik egy és csak egy a paros értéki
egész, viszont az y;-k negativ értékiek is lehetnek. Megmutatjuk, hogy az egyenl&tlenség-
rendszer feltételi halmaza korlatos, mégpedig |y;| < 2 minden lehetséges ¢ index esetén.
Legegyszertibben y; korlatossaga bizonyithato, ugyanis

n;Q < d(z.C) < d(m,cl);—d(:p,cg) _ n+n72— 2w7’
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amibdl y; < 2, és hasonloan

n;2 <d(z,C) < d(@,cq) +d(z, c12) _ n+21§7 .

amibdl y; > —2. A t6bbi y; korlatossaganak bizonyitdsahoz kicsit csinyabb sulyozott
atlagra van sziikség, példaul

5 <d(z,C) <

< 3d(z,c1) + d(x, c2) + d(x, c3) + 2d(x, ca) + 2d(z, c5) + 2d(x, cg) + 3d(x, c10)

- 14 B
B ™ + 10wy — 5ny

N 14 ’

amibdl y; > —2. A hatralévs y; <2és —2 <y, <2 (i =2,3,...,6) korlat igazolasahoz
elég az egyenlGtlenség-rendszer szimmetriajara hivatkozni.

Ismerve az |y;| < 2 korlatokat, most mar nagyon egyszert szamitogépes vizsgalattal
megmutathato, hogy az y;-kre felirt egyenlétlenség-rendszernek nincs olyan egész értékd
megoldésa, melyre valamelyik, de csak az egyik y; paros, az 0sszes tobbi pedig paratlan.
Ezzel bizonyitast nyer, hogy d(x,C) < (n —4)/2.

A forditott d(x,C') > (n — 4)/2 egyenl6tlenség bizonyitasahoz most valaszthatunk akar

olyan = vektort, melyre w; = L% minden ¢ = 1,2,...,7 indexre, akar olyat, melyre
w; = [%] minden i-re. Mindkét esetben azt kapjuk, hogy d(z,C) = (n — 4)/2, tehat a
vizsgalt kod elérési sugara pontosan (n — 4)/2. O

Megmutathato, hogy R =1,2,3,4, n = 2R+4 esetén a 3.16. tétel alapjan konstrualhato
inekvivalens kodok szama 2, 6, 17, 39, tovabba tetszsleges R esetén az ilyen inekvivalens
kodok szamat megadja %! egyiitthatoja a

2+ 322 + 223 + 32 + 22° + a6 + 27
(1 —2)3(1 —22)(1 —23)(1 — 2*)(1 — a9)

fliggvény kifejtésében. Ebbgl az 6nkomplementer (n; = 0) kodok szdma az

1—2+a2*+2*
(1 —2)%(1 —2?)(1 —23)(1 —2*)(1 — %)

fiiggvény kifejtése alapjan, a nem énkomplementer kodok szama péros értékd pozitiv n;

esetén az
(1 — x4+ 2% + 2?)

(1 —2)3(1 = 2?)(1 = 2%)(1 — 2)(1 — 2°)

fiiggvény, paratlan értékd n; esetén az

1
(1 =) (1 —22)*(1 - 2?)
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fiiggvény kifejtése alapjan adodik a particidkra vonatkozé formulakbol levezetve.

Tudjuk, hogy az inekvivalens (6,12)1 kodok szama 2. Ezeket még maradéktalanul meg-
adja a 3.16. tétel konstrukcidja. Konnyen belathato, hogy ezek éppen a 3.16. tételben
szereplé C(1,1,1,1,1,1,0) és C(1,1,1,1,1,0, 1) kodok. Viszont R = 2 és R = 3 esetén
nem kapjuk meg az Gsszes optimalis (2R + 4,12) R kodot ezzel a konstrukcioval, hiszen
ezek szama 277, ill. 11481, tehéat joval tobb, mint a 3.16. tétel konstrukcidja szerint adodo
6, ill. 17 kod. Ha pedig R > 4, akkor méar K (12,4) pontos értékét sem ismerjiik.

A vizsgalt kérdéskor nehézségére utal a talalt inekvivalens kddok szamanak gyors néveke-
dése mellett az is, hogy a 2-sziirjektiv (8, 12)2 kodok koziil 24 kod a két optimalis (6,12)1
kod kiterjesztése, 226 kod viszont nem kaphato meg ezek kiterjesztéseként, tovabba, hogy
az optimalis (2R + 4, 12) R térlefeds kodok kézott R = 2-t61 mar kiegyensulyozatlan ko-
dok is megjelennek. Az énkomplementer kédokra szoritkozva viszont azt talaltuk, hogy
egyetlen 6nkomplementer (8, 12)2 kod és 3 6nkomplementer (10, 12)3 kod van, tehat nincs
mas ilyen kod, mint a 3.16. tétel konstrukcioja alapjan is megkaphato C'(3,1,1,1,1,1,0),
ill. ¢(5,1,1,1,1,1,0), C(3,3,1,1,1,1,0), C(3,1,1,3,1,1,0) kodok.

Ezzel az (e) és (f) esetekhez tartozo optimalis kodok attekintésével majdnem végeztiink,
mar csak (e)-bél a K(9,2) = 16 eset van hatra. Ismét altalanosabban a (2R + 5,16)R
kodokat tanulmanyozzuk, ennek megfelelen a (7,16)1 Hamming kodbol indulunk el,
annak kodszavait kib&vitjlik egy paritas bittel. A korabbi esetekhez hasonlé téblazatos
jelolést alkalmazzuk, de linearis kodrol 1évén szo, csak annyi sort vesziink fel a tablazatba,
amennyi a general6 kodszavak szadma, vagyis négyet.

A parités bittel kib&vitett kod generald kddszavai ekkor a kovetkezd tablazattal adhatok
meg:

0 001 01 11
0 01 01 0 1 1
01 00 1 1 01
1 0 0 061 1 1 0

Fiiggobleges iranyu elvalaszto vonalat itt azért nem alkalmazunk, mert — mint ismeretes — a
paritas bittel kib&vitett (8, 16)2 Hamming kod mind a nyolc koordinataban szimmetrikus.

A korabbi esetekhez hasonloan értelmezziik a C(ny, ng, ng, ng, ns, ng, n7, ng) kodot, melyet
a generald kodszavak koordinatainak tobbszorézésével képeziink. Ez szintén linearis kod,
négy generald kodszoval. Legyen n = 28 ekkor a kovetkezdt allitjuk:

=1

3.17. Tétel.

Han > 7 és az ny,ng,...,ng nemnegativ egészek kozott pontosan eqy pdaros értékid van

(kovetkezésképpen n pdratlan), akkor a C(ny,na,ng,ny, ns,ng,ny,ng) kod elérési sugara
n—>5
5

Bizonyitds. Az x = |xi|xe|xs|Tys|ws|z6|27|28| Particionalt formaban megadott pontnak a
kodszavaktol vald tavolsagat a szokasos modon felirva, majd az y; = 2w; — n; valtozokat
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bevezetve, a 3.16. tétel bizonyitasahoz analdég gondolatmenet szerint elég azt belatni,
hogy az

yi + y2 + y3s + ya + Y5 + w6 + yr + yg + 3 = 0
v+ yv2 + Y3 — Ya + Y5 — Y6 — Yr — yg + 3 =0
Yo + Y2 — Ys + Y4 — Y5 + Y6 — Yz — ys + 3 = 0
i+ Y2 — Y3z — Ys — Y5 — Y + yr + yg + 3 = 0
yi — Y2+ ys + Y4 — Y5 — Y6 + yr — ys + 3 = 0
yio — Y2 + Y3 — ya — Ys + w6 — Y7z + yg + 3 = 0
v — Y2 — Ys + Ya + Y5 — Y6 — Yyr + yg + 3 = 0
Yo — Y2 — Ys — Yo + Y5 + Y6 + yr — ys + 3 = 0
- % + y2 + Y3 + Y4 — Y5 — Y6 — yr + ys + 3 = 0
-y + Yyt ys — Ya — Y5 + Y6 + yr — ys + 3 = 0
-y + y2 — y3s + Ya t+ Y5 — Y6 + yr — ys + 3 = 0
- % + Yy — Y3 — v+ t+ ys + ¥v6 — yr + ys + 3 = 0
-y — Y+ ys + Y+ Yy + Y — yr — ys + 3 = 0
- % — Y2+ Y3 — Y+ t+ Y5 — Y6 + yr + ys + 3 = 0
- Y% — Y2 — Y35 + Y+ — Y5 + Y6 + yr + ys + 3 = 0
-y — Y2 — Y3 — Ya — Y5 — Y6 — Yyr — ys + 3 = 0

egyenlStlenség-rendszernek nincs olyan egész értéki megoldasa, melyben az y; véaltozok
értéke kozott pontosan egy paros érték van.

Ennek bizonyitasat ismét kézi szamolassal kezdjiik és szamitogéppel fejezziik be. A kézi
szamolas most abbol all, hogy megmutatjuk az |y;| < 3 egyedi korlatok teljesiilését.
Valéban, az egyenl6tlenség-rendszer fels6 nyolc, ill. alsé nyolc sorat Gsszegezve kapjuk,
hogy |y1| < 3, a tobbi valtozéra vonatkozo hasonld egyenlétlenség pedig kovetkezik a
valtozok szimmetridjabol.

A d(z,C) > (n — 5)/2 egyenlStlenség bizonyitasédhoz tekintsiink egy olyan x vektort,
melyre w; = [%] egyetlen ¢ indexre (amelyhez tartozo n; paratlan értékd) és w; = | % |
az Osszes tObbi i indexre. Akar kézi, akar gépi szamitassal megmutathatd, hogy egy

ilyen x vektorra d(z,C) = (n — 5)/2, tehat a vizsgalt kod elérési sugara (n —5)/2. O

Ismét alkalmazva a particios modszertant, megkapjuk, hogy a 3.17. tétel alapjan konst-
rudlhato inekvivalens kédok szama az
1 JR—
(1—2)2(1—2?)(1 —2%)(1 —2*)(1 - 2®)(1 - 2)(1 —a7)

1+ 2%+ 42% + 72° + 122 +192° + . ..

fiiggvény kifejtésében zf~1 egyiitthatéja. Eszerint R = 2 esetén két kiilonbozd linea-
ris (9,16)2 kodot kapunk, melyek C'(3,1,1,1,1,1,1,0) és C(1,1,1,1,1,1,1,2). Bertolo
és szerzdtarsai [130] publikaciojabol kideriil, hogy a linearis kodok korében nincs més
(9,16)2 kod, mint az el6bbi kettd, azonban létezik két nemlinearis (9,16)2 kod is. A 4
inekvivalens (9,16)2 kodra [130]-ben ismertetett konstrukcié adja azt az otletet, hogy
tekintsiink inkabb C'(ny, ng, ng, ng, ns, ng, n7, ng, ng) alakban particionalt kodokat. Mivel
ekkor mar nemcsak linearis kodokrol lesz szo, ezuttal nem spérolhatjuk meg mind a 16
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kodszo megadasat a séma felirasakor, amely most az

0 000 0 0 0 0 |0
0 001 01 1 1 |0
0 01 01 0 1 110
0 01 1.1 1 0 0 |1
01 0 0 1 1 0 1 |0
01 01 1 0 1 0 |1
01 1 0 0 1 1 0 |1
011 1 0 0 0 1 |1
1 0 0 01 1 1 0 |1
100 1 1 0 0 1 |1
101 0 0 1 0 1 |1
101 1 0 0 1 0 |0
110 00 0 1 1 |1
1 1.0 1 0 1 0 0 |0
1 1.1 0 1 0 0 0 |O
1 1.1 1 1 1 1 1 |0

alakot Olti. A fliggSleges vonal itt a linearis részt valasztja el a nemlinearitast eredmé-
nyezG6 utolsd koordinatatol.

Bebizonyithat6 a kovetkezé tétel allitasa.

3.18. Tétel.

Ha n > 7 és az ny,ng,...,ng nemnegativ egészek wvalamennyien pdratlan érté-
kiek, vagy pedig pontosan két pdros értékid van kozottik, és ezek egyike ng, akkor a
C(nq,n2, N3, ng, ns, ng, N7, Ng, Ng) kdd elérési sugara ”7_5

Bizonyitds. Az el6z6 tétel bizonyitasahoz hasonléan jarunk el. A fenti kodséma egytttal
megadja az aktudlis egyenl6tlenség-rendszerben az y; valtozok egyiitthatoinak a séma-
jat. Ez mindossze abban kiilonbozik a 3.17. tétel bizonyitasaban felirt egyenlGtlenség-
rendszertsl, hogy minden egyes sor kiegésziil egy tovabbi, az yg valtozot +1 vagy —1
egyiitthatoval tartalmazo taggal, rendre +, +, +, —, +, —, —, —, —, —, —, +, —, +, +,
+ elGjellel.

Az el6z6 (8 valtozot tartalmazo) egyenlStlenség-rendszerhez hasonloan adodik, hogy
ly;| < 3 fennéll valamennyi valtozora, de itt mar nem elég ezt egy ¢ indexre belatni.
Ez a tulajdonsag azon mulik, hogy az egyenl6tlenség-rendszer matrixdban barmely két
oszlopot kivalasztva, a kivdlasztott két oszlopban az elGjelek lehetséges (+,+), (+,—),

.....

A bizonyitas folytatasa az el6z6 tétel bizonyitasaval analég modon géppel végzett
szamitason alapul. O

Az ezzel a konstrukcioval felépithets kodok szamanak meghatarozasidhoz a particios mod-
szertant kovetve elGszor kiszamitjuk a csupa paratlan n;-hez tartozo inekvivalens kédok
szaméat, amire azt kapjuk, hogy megegyezik 2! egyiitthatojaval az
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(1—2)2(1 —22)(1 — 23)(1 — 2M)(1 — 25)(1 — 28)(1 — 27)(1 — 28)

4227 + 423 + Tt + 1227 + ...
fiiggvény kifejtésében. Hasonléan, a paros tagokat is tartalmazé kédok szama xf—!

egyiitthatoja az
1 J—
(1—2)3(1 —22)(1 —23)(1 —24)(1 — 25)(1 — 26)(1 — 27)

14 3z 4+ 72% + 14a® + 262* + 4525 + . ..

fiiggvény kifejtésében. Az utobbi két kifejezés Osszege adja végeredményként az

v+ (1—28)/(1 —x) _
(1—2)2(1 —22)(1 — 23)(1 — 2*)(1 — 2°)(1 — 28)(1 — 27)(1 — 28)

1+ 4z + 922 + 182% + 33zt + 5725 + . ..

fiiggvényt. A felirt tagok egyiitthatoibol latszik, hogy a 3.18. tétel konstrukciojaval
n = 9-re megkapjuk mind a négy inekvivalens optimalis (9, 16)2 kodot, n = 11-re pedig
9 inekvivalens (11, 16)3 kodot kapunk, melyek koziil négy kod linearis, 6t pedig nem. Az
n = 11 esetre kapott kodokrol viszont egyelére nem tudjuk, hogy optimalisak-e, mivel
K(11,3) pontos értéke jelenleg még nem ismeretes. Az inekvivalens (11,16)3 kodok
klasszifikacioja is megoldatlan, mert jelenleg nem tudjuk, hogy nincs-e mas ilyen kod
azokon kiviil, amelyek a 3.18. tétel konstrukcidjaval megkaphatok.

3.7. Extrém binaris 2-sziirjektiv k6édok elérési sugara

A 049(n, 2) értékét meghatéarozo (3.13) képlet allitasa ugy is megfogalmazhato, hogy ha az
n; (i = 4,5,...) sorozat elemeit az n; = (L(Zl—_Q)l /2 j) binomiélis egyiitthatokkal értelmezziik,
akkor az i szdmu kodszoval megadhato lehetd leghosszabb binaris 2-sziirjektiv kodok
hossza (dimenzi6ja, vagyis a kodszavak koordinatainak a szama) legfeljebb n; lehet. Ezért
az ilyen ¢ kodszobol allo n; dimenzids binaris 2-sziirjektiv kodokra az extrém jelzdvel
utalhatunk.

A 3.7. tételben a 9 alsd korlat bizonyitasdhoz az adott méretekhez tartozé binéris 2-
sziirjektiv kodok lehetséges elérési sugarara kapott adatokat hasznaltuk. Ezeket az ada-
tokat 8 kodszoig és ng = 35 dimenzi6ig tudtuk kiszamitani. K (2R + 4, R) pontos ér-
tékének a meghatarozasa vagy akar az altalanos érvényt 9 also korlat tovabbi javitasa
nagyon nehéz problémanak latszik. Talan kicsit kozelebb visz a megoldas felé, de ettdl
fiiggetleniil is érdekes lehet, ha legalabb az extrém binéris 2-sziirjektiv kodokra ki tud-
juk szamitani azok lehetséges elérési sugarat tetszéleges i szami kodszo és a megfeleld
dimenzidk n; sorozatdnak minden esetére. Segiti a szamitast és a bizonyitast a binaris
kodok hipergraf reprezentaciojanak a hasznélata.

Egy C binaris koédhoz — bizonyos megkotések mellett — természetes moédon hozzarendel-
hetd egy (V, E) hipergraf, és forditva, hipergrathoz is hozzarendelhets binaris kod oly

o6



modon, hogy a C kddszavaibol 4ll6 matrix a (V, E') hipergraf incidencia matrixa legyen.
Mas szavakkal: a C' kod i-edik kodszavaban a j-edik koordinata értéke akkor és csak
akkor legyen 1, ha v; € e;. A megkotés az, hogy a kodszavakbol all6 métrixban ne
legyen csupa azonos értékbdl (csupa 0-bol vagy csupa 1-bdl) allé oszlop, és e matrixnak
ne legyen két azonos oszlopa. (Binéris 2-sziirjektiv kodokra ez sziikségszertien teljestil.)

A megfeleltetésbdl nyilvanvald, hogy binaris 2-sziirjektiv C' kodnak fiiggetlen (V, E) hi-
pergraf felel meg, és a forditott irdnyd hasonlé kovetkeztetés is igaz.

Tetsz6leges m > 2 és 1 < k < m esetén jelolje g,(j”) az m csticsot tartalmazo teljes

m)

k-uniform hipergrafot, B; annak incidencia matrixat, D pedlg azt a binaris kodot,

(m)

melynek kodszavai a B, matrix sorai.

Tovabbi vizsgalatunk targya az a g,(j”)-bo'l szarmaztatott (k+ 1) umform fk i ) hiperg-
raf, melynek A,(:rfl incidencia matrixat ugy kapjuk, hogy a B ) matrixot megtoldjuk

egy csupa l-esbdl allo sorral. Ezéltal a (k + 1)-uniform .7:,C hlpergrafnak egy olyan

C,Sj:f Y kod felel meg, melynek kddszavai a megtoldott Ak”ﬂrl) méatrix sorai.

Szogezziik le, hogy az fk hlpergrafnak m+1 cstcsa és ( ) éle, az Ak 1 Y métrixnak

m + 1 sora és (’z) oszlopa van, a Cka C ZQ( ‘) kod pedig m + 1 kodszobol all. A

fenti konstrukciobol az is eléggé nyilvanvaloan kovetkezik, hogy k = |(m — 1)/2] esetén

C,Sj:f extrém 2-sziirjektiv kod. A tovabbiakban csak ilyen esetekkel foglalkozunk, és

célul tiizziik ki ezekben az esetekben a C’ (D) kod R(C’,gf:;r ) elérési sugardnak meg-
hatarozasat. A [27, 30, 31, 32| cikkek lenyegeben ezzel a konstrukcioval bizonyitjak a
(3.13) formula fennallasat. A [31] cikkben adott bizonyitasb(’)l az is kideriil, hogy tet-
sz6leges i > 4 egész esetén az i kodszobol allo n; = (L( 2)/2 j) dimenzids extrém binaris
2-szirjektiv kod ekvivalenciatol eltekintve egyértelmii.

A célul kitiizott R(C’krffl)) elérési sugar meghatarozasara két kiilonb6z6 megoldast ta-
laltam. Az els6ként talalt megoldas Baranyai [-faktorizacids tételét hasznalja. A ké-
s6bb talalt méasodik bizonyitast hasznélva altaldnosabban, tetszéleges m,k parra — a
k = [(m—1)/2] megkétés nélkiill — meghatarozhato a fenti alaka kodok elérési su-
gara. Ehhez a bizonyitashoz Billington [45] cikkének egyik allitdsaban megadott for-
muléat hasznéljuk, amely az adott fokszam-sorozattal rendelkezd k-uniform hipergrafok
rekurziv kezelését teszi lehetévé. Mivel a [154] cikk az utobbi bizonyitéast tartalmazza,
azért itt a Baranyai-tételen alapuld eddig még nem publikalt bizonyitést ismertetem. A
Baranyai-tétel megfogalmazasaval kezdem, majd egy tobb részbdl allo egyszertibb alli-
tassal, tovabbé egy regularis hipergrafra vonatkozo egzisztencia tétel megfogalmazéaséival
és bizonyitasaval folytatom az elérési sugar meghatarozasanak az el6készitését.

Baranyai [-faktorizacios tétele. Legyen m >3, 1 < k <m ésl = (kLm), ahol (k,m)
a legnagyobb kozos osztot jelenti. Ekkor

I N _
k m GSZ k‘—l EJESZER,

a teljes k-uniform g,gm) = (V, E) hipergrdf pedig l-faktorizdlhato, ami alatt azt értjik,
hogy létezik az E élhalmaznak % . (?:11) szami paronként diszjunkt E; halmazra torténd
felbontdsa, amely csupa l-reguldris (V, E;) hipergrifot eredményez.
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3.19. Allitas.

(i) (21,,2?_1) pdros minden p > 2 esetén;

(i) (L2, (21?:__12) és (yo 1 2,) pdratlan minden p > 2 esetén;

(iii) (2,3:_33) pdratlan minden p > 3 esetén;

(iv) ( (m—1 /2J) pdros minden m > 3 esetén, kivéve, ha m = 2P — 1 vagy m = 2P — 2 alaki;
(v) ( (i 3)/2J) pdros minden m > 3 esetén, az eldbbi, valamint az m = 2P kivételekkel;

(vi) ( ) pdros minden pozitiv j-re;

(vii) (2]]) akkor és csak akkor oszthato 4-gyel, ha 7 nem 2 hatvdny.
A felsorolt allitasok elemi titon bizonyithatoak.

3.20. Tétel.

Legyen m > 3, k = LTAJ ,

(()-m
s ha m =2P wvagy m=2P —1,
i = (JT—% ha m =27 —2, (3.14)
L @ egyébkeént,
legyen tovdbbd t = %, | = W Ekkor i, t ést/l egészek és létezik m csicsbdl dllo és i

élt tartalmazo k- umform t-requldris G* hipergrdf.

Bizonyitds. A 3.19. allités sorai segitségével mutathaté meg, hogy ¢ minden esetben egész.
Hasonlbéan adodik, hogy ¢ is minden esetben egész, de ehhez el6bb azt kell észrevenni,
hogy t-re a (3.14) formula sorainak megfelelGen a kovetkezs képlet érvényes:

/ m—1\__
()-* ha m = 2P vagy m = 2P — 1,

t = (”z:l;)—% ha m =2 —2 (3.15)

(5 egyébként.

Ratértink [ és t/l vizsgalatara. Mivel paros m-re m = 2k + 2, paratlan m-re pedig
m = 2k + 1, ezért csak (k,m) = 2 vagy (k,m) = 1 lehetséges attol fiiggen, hogy m = 2
(mod 4) vagy sem, és kovetkezésképpen

k- ha m#2 (mod 4),
= —— = (3.16)
k/2 ha m =2 (mod 4).
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A folytatas soran intenziven hasznéljuk a binomiélis egyiitthatoknak — a Baranyai tétel-
ben is megfogalmazott — ismert tulajdonsagat, hogy

(k,m) (m—1\ (k,m) (m
k Ek-1)  m k
mindig egész, ha m > k > 1. Mindezek alapjan mar viszonylag egyszertien kovetkezik

t/l egészértékiisége, ami az egyes esetekre a kovetkezSképpen lathato be:

(a) Legyen m = 2P vagy m = 2°—1. Ekkor k = 2P"1—1,1 = k, és igy a 3.19. allit4s szerint
(mfl) = ( mol ) paratlan egész. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy (ksm) (mfl) =1. (mfl)

k-1 212 k k—1 ko \k—1
is paratlan egész, amibdl pedig végiil az adodik, hogy % = % . % . (7,;‘:11) — % egész.
(b) Legyen m = 2P — 2, ekkor (7:11) = (;fig) paratlan, [ = k/2 = 22 — 1 paratlan,
és kovetkezésképpen @ . (7:__11) = ﬁ (’,Z__ll) szintén paratlan, amibdl kovetkezik, hogy
t 1 m—1 1 4
1 =5 (i0) — 5 egész.

(c) Legyen m = 2k + 1, ahol m # 2P — 1. Ekkor [ = k, és igy a 3.19. allitas szerint
@ : (7,:__11) = % : (,f_kl) =3 ﬁ . (2::12) paros egész, amibdl kovetkezik, hogy ¢/l egész.

(d) Legyen m = 2k + 2, ahol k paratlan és m # 2P. Ekkor | = k, és igy a 3.19. allitas

szerint (I“Tm) . (7:11) — 1. (Zkkjll) _ 1. 1 (2kk++12

= =5 'm3" ) paros egész, amibdl ismét kovetkezik,
hogy t/l egész.

(e) Legyen m = 2k + 2, ahol k paros és m # 2¢ — 2. Ekkor [ = k/2 és &) . (m)) =

k k—1
1 2k+1\ _ 1 1 (2k+4 L , , . 3
ek (kfl) =3 %3 (k+2) péros egész, tehat ¢/l ebben az esetben is egész.

A t/l hanyados egész értékiiségének ismeretében most mar a Baranyai-tétel alkalmazésa-
val kozvetleniil adodik a 3.20. tétel allitasa szerinti G* hipergraf létezésének bizonyitasa.
Legyen ugyanis E* a Baranyai-tétel szerint garantalt paronként diszjunkt F; élhalmazok
koziil tetsz6leges t/l szamu élhalmaz egyesitése. Ekkor (V) E*) k-uniform t-regularis
hipergraf. O

Most n = (7:) jeloléssel legyenek i = 0,1, ..., n-re
Wy ={xeZ": wt(z) =i}
a /% Hamming tér azonos silyt pontjaibol 4ll6 halmazok.

Tekintsiik ismét a ngm) = (V, E) teljes k-uniform hipergrafot abban a specialis esetben, ha
k= [(m—1)/2]. Legyen n = (), tovabba V = {v1,vs,..., 0} és E = {e1,€2,...,€,}.

Legyen ezutan i € {0,1,...,m}, =z € W,, E(z) = {e, € E : x, = 1}, g,gm)(a:) =
(V,E(x)), és jelolje 6;(x) a v; cstcs fokat a Q,(Cm)(m) hipergrafban.

Tekintsiik azt az esetet, amikor i azonos a 3.20. tételben megadott értékkel, g,gm) (x)
pedig az ugyanott megadott G* hipergraffal. (Az utobbi el6iras persze sziikiti x lehetsé-

ges értékeit a W; halmazon beliil.) Ekkor a G* hipergraf regularitdsa miatt tetszéleges
cstucsanak a foka a 3.20. tételben megadott t értékkel azonos.
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A hipergrafoknak megfeleltetett kodok terminologidjaban kifejezve §;(x) azoknak a
koordinata-helyeknek a szama, ahol z-ben is, valamint a d; kodszoban is egyarant 1-es
all. Kovetkezésképpen azoknak a koordinata-helyeknek a szama, ahol x és d; kiilonbozik
egymastol
m—1 _

d(z,d;) = (k—l) +1i—20;(x). (3.17)
Jelolje x* azt a Wi-beli vektort, melyre g,(cm)(x*) = G*. A (3.17) kifejezés jobb olda-
lara a 3.20. tételben megadott i érték és G* hipergraf esetére (amikor is j valasztasatol
fliggetlenill 6;(z*) =t = ik/m), elemi szamitasi miveletekkel adodik, hogy

(o 22 ha m=2°, k=2""1-1,

@_m—Qk:

2 2

2l ha m=20—1, k=20"1—-1,
d(z”, dj) = (™) (3.18)

AL _me2h —nol ha =20 —2, k=201 -2

() _n egyebkent

\ 5 5 egyebkent.

A tovabbiakban bebizonyitjuk, hogy a (3.18) soraiban all6 kifejezések a CIETIF Y kod elérési
sugarat is mindig megadjék, tehat R (C’,S:f”) = d(z*, d;).

A (3.18) formulabol lathato, hogy minden esetben d(z*,d;) < n/2. A C’,ET;’D kod a d;
kodszavakon kiviil még a csupa 1-esbdl allo kodszot tartalmazza, amelytsl az x* vektor
(3.14) szerint legalabb n/2 tavolsagra van. Koévetkezésképpen d(z*, C,i’fj 1)) = d(z*, d;).
Ebbdl viszont kévetkezik, hogy

m+1 *
RCY) 2 d(a*.dy).
A forditott egyenl&tlenség bizonyitdsahoz megmutatjuk, hogy tetszéleges x € Z esetén

d(w, Oy < d(a*, dy). (3.19)

Tetsz6leges i sily és © € W; vektor esetén, mivel (3.17) valtozatlanul érvényes, a

m

> oi(x) =ik (3.20)
Osszeg értéke pedig nem fiigg attol, hogy melyik x vektort valasztottuk W;-bél, ezért

mx 002 |

1<j<m m
tehat -
min d(e,d;) < (Z?:f) Y2 %W ,
és igy .
d(z,C" ™) < min ((72__11) +i—2- [% , @) —i) .
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Rogzitett m és k= |(m —1)/2] esetén az U; = (7)) +i—2- [£] és Vi = () — i véges
(i =0,1,...,m) sorozatok elemzésével adodik, hogy valoban fennall (3.19). Megkonnyiti
az elemzést, ami ezaltal elemi modszerekkel elvégezhets, ha észrevessziik, hogy az U;
sorozatnak kiilon a paros és kiilon a paratlan sorszdmu elemei monoton nemcsokkend
részsorozatot képeznek, V;-r6l pedig ranézésre latszik, hogy monoton csékkend sorozat.
Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

3.21. Tétel. (K. [15}], Theorem 6)

Legyen m > 3, tovdbbd k = L’”T_lj és n = (7:) E jelolésekkel a C’kar1 kod elérési
sugardra fenndll

n/2—1 ha m=2° (p egész),
R(ciV) = (3.21)
In/2|  egyébként.

3.8. A binaris térlefed6 kédok Attekintése

Ebben a szakaszban egyenként bemutatjuk, az ismeretek fejlédését kovetve, a binaris
térlefedd kodok leginkabb vizsgalt konkrét eseteire (n < 14, R < 3) vonatkozo6 ismeret-
anyagot. Mivel a 3-nal nagyobb elérési sugart nem-trivialis binéris optimalis, ill. rekord-
tarto kodok n < 14-ig 3 elérési sugart hasonlé kédokbol szarmaztathatoak, ezért binaris
kodok esetén megallunk az R = 3 elérési sugarnal. Minden egyes konkrét esetben K (n, R)
értékének, annak ismerete hidnyaban pedig az ismert legjobb alsé és felsé korlatjanak a
megadaséaval kezdjiik. Amennyiben az optimalis kodok széma ismert, akkor azok szamat
(értsd: az inekvivalens optimalis kodok szamat) is mindjart itt adjuk meg. Ezt kévet&en
— altalaban csak legfeljebb hét szavas optimélis kodok esetében — az el6z6 szakaszban
adott altalanos leirasok alapjan felsoroljuk az adott esethez tartozd optimalis kodokat.
A hét szénal hosszabb optimalis, ill. rekord-tarté kodoknak a konkrét esettdl fliggéen egy,
néhany vagy sszes valtozatat a mellékelt CD lemezen adjuk meg. Ugyanitt megtalalhato
az optimalis (8,4)3 és (9, 7)3 kodok listaja is.

Minden egyes esetre — a trivialis kétszavas optimalis kodok (n < 2R + 1) esetei kivé-
telével — megadunk egy-egy prompt (azaz konnyen verifikalhato) also és fels§ korlatot.
A prompt alsé korldt kifejezést szinonimaként hasznéljuk a kordbban mar értelmezett
szférikus korldttal azonos értelemben. A prompt felsd korlatokat a (3.3) Gsszefliggésnek
az ismétléses kodokra és a Hamming kodra vald alkalmazasaval, ill. néhany esetben egy
normalis (n, M) R kod ismerete esetén fennallo K(n+2, R+1) < K(n, R) egyenl6tlenség
(lasd 3.3.3 szakasz) alkalmazéaséaval kapjuk, nevezetesen:

K(3,1)=2adjaa K(4,1) <4, K(5,1) <8 és K(6,1) < 16 prompt felsé korlatokat;
K(5,2) =2 adjaa K(6,2) <4, K(7,2) <8 és K(8,2) < 16 prompt felsé korlatokat;
K(7,3) =2 adjaa K(8,3) <4, K(9,3) <8 és K(10,3) < 16 prompt fels§ korlatokat;

(7,1) 6 adja a K(8,1) < 32, K(9,1) < 64, K(10,1) < 128, K(11,1) < 256,

K =1
K(12,1) <512, K(13,1) < 1024 és K(14,1) < 2048 prompt fels§ korlatokat;
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K(7,1) =16 adja a K(9,2) < 16, és K(11,3) < 16 prompt fels§ korlatokat;

K(9,2) < 16 adja a K(10,2) < 32, K(11,2) < 64, K(12,2) < 128, K(13,2) < 256, és
K(14,2) < 512 prompt felss korlatokat;

K(11,3) < 16 adja a K(12,3) < 32, K(13,3) < 64 és K(14,3) < 128 prompt felss
korlatokat.

A prompt also, ill. felsé korlat megadasat kdvetGen nyomon kovetjiik ezek fokozatos javi-
tasanak a menetét, ami adltalaban néhany évtized hosszusagu idGtartam alatt ment végbe.
Itt adjuk meg — amennyiben megfelel6 adat rendelkezésre all — az adott esethez tartozd
valamely koddal ekvivalens, de kifejezetten toto-kombinécio céljara készitett konstrukeiod
szerzGjének a nevét és a konstrukeio felfedezésének a tényleges vagy valoszind évszamat.
Ezekre a tovabbiakban réviden, a totdkdd megjeloléssel utalunk. (Bizonyos esetekben az
ilyen totokodok szerzének csak az alnevét ismerjiik, mint ,ARIC”, ,SEPPQO” stb.) Az
ide vonatkoz6, néha homalyos vagy pontatlan informaciokat javarészt az [168] hivatko-
zési web laprol, kisebb arédnyban az [60] publikaciobol vettem, ezeket tgy adom tovéabb,
ahogy ott is megtalalhatoak, és e forrasadatokat nem Ohajtom magyarazni vagy kritika
ald vonni. A forrasok szerint el6fordul, hogy a matematikai szakirodalomban tobb év-
vel késébb keriil ismertetésre a korabban mas személy, ill. néha ugyanazon szerzé altal
totokodként kozolt konstrukcid. Az is érdekes, hogy sok esetben az eredetileg — gyak-
ran mar évtizedekkel ezel6tt — toto-kombinacionak késziilt kod ma is a legjobb ismert
térlefeds kod, bar ez nem annyira a binaris, mint inkabb a ternaris és vegyes kodok ese-
tében figyelheté meg. Ha ismert a lap neve, amelynek valamelyik szamaban az idézett
toto-konstrukeio megjelent, akkor a lap megnevezését szogletes zardjelben adom meg.

Minden elemzett és a mellékelt lemezen talalhato kod esetén ellendriztem (de erre a
szovegezésben csak néhany esetben utalok), hogy nincsenek-e a kodszavak kozott elemi
négyzetek, vagyis olyan négyes kodszo-csoportok, amelyek csak két koordindta-helyen
kiilonboznek, de ott mind a 4 variacio eléfordul. E tulajdonsagnak toto céla alkalmazas-
nal van jelentGsége, ilyen konstrukciok esetén ugyanis a tippek egy részét vagy egészét
kombinacios szelvényeken Gsszevontan meg lehet adni.

A kovetkez6 harom szakaszban és kés6bb a tovabbi fejezetekben sorra keriils, a ter-
naris, magasabb rendi és vegyes optimaélis és rekord-tarté6 koédokra vonatkozé hasonld
részletezés soran az ismertetett jellegzetességek (kiegyensilyozottsag vagy kiegyensulyo-
zatlansag, binéaris kodok esetén onkomplementaritas, nembinaris kodok esetén normali-
tas) altalaban a mellékelt lemezen megadott kodokra vonatkoznak. Tovabbi optimaélis
(rekord-tarto) kodok létezése esetén azok tulajdonsagai eltérhetnek a megadott kodok
jellegzetességeitsl. A normalitasi tulajdonsagot minden targyalasra keriils térlefeds kod
esetén koordinatanként is meghataroztam, de ebben az anyagban mindig csak a globa-
lis normalitast adom meg, vagyis azt, hogy a targyalt optimalis, ill. rekord-tarté kodok
normalisak vagy abnormaélisak-e. A binaris esetben ettdl is eltekintiink, mivel kideriilt,
hogy a konkrétan targyalt binaris kodok valamennyien normaélisak (és tobbségiik minden
koordinatdban normalis).

62



3.8.1. R =1 elérési sugari kédokra vonatkoz6 eredmények

K(2,1) = 2 és az alabbi 2 optimalis kod létezik, melyek koziil az els§ Snkomplementer.
00 0
11 1

& @

K (3,1) = 2 és egyetlen optimalis kod létezik (énkomplementer).

000
<1>111

K(4,1) = 4 és az alabbi 2 optimalis kod létezik. Prompt also és felss korlat: egyarant
4. Pontos érték igazolasa: [3, 46, 52|. Klasszifikacio: [18]. Az els6 kod énkomplementer,
a masodik csak kiegyensilyozott.

0000 0000
0001 0011
(1) 1110 (2) 1101
1111 1 110

K(5,1) = 7 és az aldbbi egyetlen optimalis kod létezik (amely kiegyenstlyozott és
2-sziirjektiv). Prompt also és fels§ korlat: 6, ill. 8. Pontos érték igazolasa: [3, 76].
Klasszifikacio (ami itt az unicitas bizonyitasat jelenti): [18]. Totokod 7 kodszoval: Di
Nasso R. (1950).

— == O OO
_ == 0O = OO
—_ == 0O O = O
—_ OO~k K~ O
O O~ P, O

K (6, 1) = 12 ¢és 2 optimalis kod létezik, egyikiik énkomplementer és 3-sziirjektiv,
a maésik csak kiegyensulyozott és 2-sziirjektiv. Prompt als6 és fels§ korlat: 10, ill. 16.
Pontos érték igazolasa: [18]. Klasszifikacio: [118]. Totokod 12 kodszoval: Di Nasso R.
(1950).

K(7,1) = 16 és egyetlen optimalis kod létezik. Prompt also és fels6 korlat: egyarant
16 (perfekt kod). Pontos érték igazolasa: [3, 5, 6, 7, 8. Klasszifikicié (ami itt az unicités
bizonyitasat jelenti): [9]. Totokod 16 kodszoval: Ericson A. J ARIC” (1936). Az optimaélis
kod lineéris, perfekt, onkomplementer és 2-sziirjektiv.
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K (8,1) = 32 &s 10 optimalis kod létezik. Prompt als6 és felss korlat: 29, ill. 32. Az
also korlat javitasa 31-re [18], 32-re [22]. Klasszifikacio: [118]. Totokod 32 kodszoval:
Ericson A. ,ARIC” (1936). Valamennyi optimélis kod kiegyensilyozott, de koziiliik csak
4 onkomplementer, és valamennyien 2-sziirjektivek.

K (9,1) = 62. Prompt felss korlat 64. A felss korlat javitasa 62-re [78, 95]. Prompt
also korlat: 52. Az also korlat javitasa 54-re [18, 46], 55-re [82], 56-ra [112], 57-re [103], 62-
re [121]. Klasszifikdcio: Megoldatlan (nehéz) probléma. Totokod 62 kodszoval: Fagioli C.
(1984). Mindkét ismert konstrukeio kiegyensulyozatlan (és 2-sziirjektiv). Kiilon emlitést
érdemel a Wille-féle konstrukcionak (|95]) az a jellegzetessége, hogy a kodszavak kozott
talalhatok olyan 4-es csoportok, amelyek a binaris Hamming térben elemi négyzetet
képeznek, azaz két koordinata kivételével azonosak, a két kivételes koordinata-helyen
pedig mind a 4 variacio6 eléfordul. Ilyen elemi négyzetet alkotnak a szoban forgd kodban
pl. a

¢ = (000001010)
¢ = (000101010)
¢ = (001001010)
c3 = (001101010)

koédszavak.

107 < K(10,1) < 120. Prompt felss korlat 128. A felss korlat javitéasa 120-ra
[58, 64]. Prompt also korlat: 94. Az alsé korlat javitasa 96-ra [18], 97-re [46], 103-ra
[52], 105-re [67], 107-re [130]. Totokod 120 kodszoval: Fagioli C. (1975). Az ismert

rekord-tarto konstrukcié kiegyensulyozatlan (és 2-sziirjektiv).

180 < K(11,1) < 192. Prompt felss korlat 256. A felss korlat javitdsa 224-re [42],
192-re [46]. Prompt also korlat: 171. Az also korlat javitasa 174-re [46], 176-ra [52],
177-re [80, 85], 178-ra [83, 97, 100], 180-ra [103]. Totékod 192 kédszoval: Virtakallio J.
(1946). Az ismert rekord-tarté konstrukecié 6nkomplementer és 2-sziirjektiv.

342 < K(12,1) < 380. Prompt felss korlat 512. A felsG korlat javitasa 448-ra [42],
384-re [46, 60|, 380-ra Exoo, lasd [78|, valamint [95, 102]. Prompt alsé korlat: 316. Az
also korlat javitasa 342-re [52]|. Totokod 382 kodszoval: ismeretlen szerzs [Vi Tippal, 380
kodszoval: Fagioli C. (1977). Mindkeét ismert rekord-tarté konstrukeio kiegyensulyozott,
2-sziirjektiv, egyikiik énkomplementer, a mésik nem.

598 < K(13,1) < 704. Prompt felss korlat 1024. A felss korlat javitasa 768-ra [46],
a 750 kodszavas toto-konstrukeios megoldast ismerteti [60], javitas 736-ra [102], 704-re
[114, 120]. Prompt als6 korlat: 586. Az als6 korlat javitasa 598-ra [46]. Totokod 750
kodszoval: Haméldinen H. [Veikkaus-Lotto| (1986), 704 kodszéval: Ostergard P. (1996).
Az ismert rekord-tart6é konstrukci6 onkomplementer és 2-sziirjektiv.

1172 < K(14,1) < 1408. Prompt felss korlat 2048. A felss korlat javitasa 1536-ra
[46], 1460-ra Haméildinen és Rankinen (1991), amit azonban nem publikaltak, 1408-ra
[102, 113, 120]. Prompt als6 korlat: 1093. Az alsé korlat javitasa 1171-re [52], 1172-re
[100]. Totokod 1408 kodszoval: Ostergard P. (1996). Mindkét ismertetett rekord-tarto
konstrukci6 onkomplementer és 2-sziirjektiv.
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3.8.2. R =2 elérési sugari kédokra vonatkoz6 eredmények

K(3,2) = 2 &s 3 optimalis kod létezik:

000 000 000
(1) 1 11 (2) 011 (3) 0 0 1
K(4, 2) = 2 és 2 optimalis kod létezik:
0000 0000
(1) 1 1 11 (2) 01 11
K (5,2) = 2 és egyetlen optimalis kod létezik:
00000
(1) 11111

K (6, 2) = 4 és az alabbi 4 optimalis kod létezik. Prompt also és felsé korlat: 3,
ill. 4. Az also6 korlat javitasa 4-re, azaz a pontos érték igazolasa: [46]. Klasszifikacio:
[118]. Totokod 4 kodszoval: [ ARIC” v. Weikel (1947). Mind a négy optimaélis kod
kiegyenstlyozott, (1) és (3) énkomplementer, (2) és (4) nem.

000O0O0O©O 000O0O0O0
000O0O0°1 000O0T11
(1) 111110 (2) 111101
111111 111110
000O0O0O 000O0O0O0
000111 000111
(3) 111000 (4) 111001
111111 111110

K(7,2) = 7 és az alabbi 3 optimalis kod létezik. Prompt also és felss korlat: 5, ill.
8. Pontos érték igazolasa: [46]. Klasszifikacio: [118]. Totokod 7 kodszoval: ,ARIC” v.
Weikel (1947). Mindharom optimalis kod kiegyensilyozott.

0000000 0000000 0000000
0000T1T1°1 0000T1T1°1 0001111
00010711 0001111 0010111
M) 1110011 (2 1110111 B3 1100111
1111100 1111001 1111001
1111101 1111010 1111010
1111110 1111100 1111100



K (8,2) = 12 és 277 optimalis kod létezik. Prompt felss korlat 16. A fels korlat
javitasa 12-re [46]. Prompt also korlat: 7. Az also korlat javitasa 9-re [46], 10-re [50],
11-re [67], 12-re [110]. Klasszifikicio: [118]. Totokod 12 kodszoval: ,ARIC” v. Weikel
(1947).

K (9,2) = 16 és 4 optimalis kod létezik. Prompt also és fels6 korlat 12, ill. 16. Az also
korlat javitésa 13-ra [46], 14-re [52], 15-re [85], 16-ra [118]. Klasszifikacio: [130]. Totokod
16 kodszoval: | ARIC” v. Weikel (1940). Valamennyi optimalis kod kiegyensulyozott,
ketts koziiliik onkomplementer, egyikiik 2-sziirjektiv.

24 < K(10,2) < 30. Prompt felss korlat 32. A fels6 korlat javitasa 30-ra [60].
Prompt also korlat: 19. Az also korlat javitasa 20-ra [46], 21-re [52], 22-re [61], 23-ra
[67], 24-re [116]. Totokod 30 kodszoval: Hamélainen H. [Veikkaus-Lotto] (1989). Az
ismert rekord-tarté konstrukcio kiegyenstulyozatlan, 2-sziirjektiv kod.

37 < K(11,2) < 44. Prompt felss korlat 64. A felss korlat javitésa 56-ra [46], 44-re
[51]. Prompt als6 korlat: 31. Az also korlat javitasa 35-re [61], 36-ra [67], 37-re [116].
Totokod 44 kodszoval: Weikel (1959) és ismeretlen szerzé [Valiosysteemit] (1970). Az
ismert rekord-tart6 konstrukcié énkomplementer, 2-sziirjektiv kod.

62 < K(12,2) < 78. Prompt felss korlat 128. A felss korlat javitdsa 96-ra [46],
88-ra [51], 80-ra [60], 78-ra [86]. Prompt alsé korlat: 52. Az als6 korlat javitdsa 61-re
[52], 62-re [116]. Totokod 80 kodszoval: ismeretlen szerzs |Valiosysteemit| (1970), 78
kodszoval Ostergard P. (1990). Az ismert rekord-tarté konstrukcié kiegyenstlyozatlan,
2-sziirjektiv kod.

97 < K(13,2) < 128. Prompt felss korlat 256. A fels korlat javitasa 128-ra [43].
Prompt als6 korlat: 90. Az als6 korlat javitasa 91-re [46], 96-ra [52], 97-re [61]. Totokod
128 kodszoval: ,SEPPO” (1967). Az ismert rekord-tart6 konstrukcié énkomplementer,
2-sziirjektiv kod.

159 < K(14,2) < 248. Prompt felss korlat 512. A fels korlat javitasa 256-ra [43],
248-ra (totokod gyanant) Bertolo R., Di Pasquale F. és Santisi F. (2006). Prompt also
korlat: 155. Az alsé korlat javitasa 157-re [46], 159-re [156]. Az ismert rekord-tartod
konstrukcié kiegyensulyozatlan, 2-sziirjektiv kod.

3.8.3. R = 3 elérési sugart kédokra vonatkoz6 eredmények

K (4,3) = 2 &s 4 optimalis kod létezik:

0000 0000 0000 0000
W 90010 @ o111 ® 9011 W 5001
K(5,3) =2 és 3 optimalis kod létezik:
00000 00000 00000
W vy 010 @ o110 110 ® 90111



K (6,3) =2 és 2 optimalis kod létezik:

000 O0O0O0 00 0O0O0O
(1) 111111 (2) 011111
K(7,3) =2 &s egyetlen optimalis kod létezik:
00 0O0O0O0OT©
(1) 1111111

K (8, 3) = 4 ¢és 6 optimalis kod létezik. Prompt also és felss korlat: 3, ill. 4. Az also
korlat javitésa 4-re, azaz a pontos érték igazolasa: [46]|. Klasszifikacio: [118]. Totokod
4 kodszoval: ismeretlen szerzé (1963). Mind a hat optimaélis kod kiegyensulyozott, ketts
koziiliik 6nkomplementer.

K(9, 3) = 7 és 8 optimalis kod létezik. Prompt also és felss korlat: 4, ill. 8. A pontos
érték igazolasa: [46]. Klasszifikacio: [138]. Totokod 7 kodszoval: Weikel (1974). Mind a
8 optimalis kod kiegyensulyozott.

K (10,3) = 12 és 11481 optimalis kod létezik. Prompt felss korlat 16. A felss korlat
javitasa 12-re [46]. Prompt also korlat: 6. Az also korlat javitasa 9-re [67], 11-re [130],
12-re [155]. Klasszifikacio: [155]. Totokod 12 kodszoval: Rankinen S. (1975).

15 < K(11,3) < 16. Prompt also és felss korlat 9, ill. 16. Az als6 korlat javitasa 10-
re [46], 11-re [50], 12-re [67], 14-re [130], 15-re [155]. Totokod 16 kodszoval: ismeretlen
szerz6 (1954). Az ismertetett rekord-tartd konstrukciok mindegyike kiegyenstlyozott,
néhény koziiliik 6nkomplementer.

18 < K(12,3) < 28. Prompt felss korlat 32. A felss korlat javitasa 30-ra [60], 28-ra
[74], valamint Exoo, lasd [107]. Prompt als6 korlat: 14. Az alsé korlat javitasa 15-re
[46], 16-ra [50], 17-re [52], 18-ra [71]. Totokod 28 kodszoval: Hamélainen H. (1990). Az

ismert rekord-tarté konstrukcié énkomplementer, 2-sziirjektiv kod.

28 < K(13,3) < 42. Prompt felss korlat 64. A felss korlat javitdsa 56-ra [46], 44-re
[51], 42-re [74]. Prompt also korlat: 22. Az also korlat javitasa 25-re [52], 26-ra [61], 27-re
[71], 28-ra [85]. Totokod 42 kodszoval: Hamaéldinen H. (1990). Az ismert rekord-tarto
konstrukcié kiegyensilyozatlan, 2-sziirjektiv kod.

44 < K(14, 3) < 64. Prompt felsé korlat 128. A felss korlat javitasa 64-re [11, 28, 43].
Prompt also korlat: 35. Az also korlat javitasa 36-ra [46], 38-ra [52|, 42-re |61], 44-re
[85]. A rekord-tart6 konstrukeio linearis kod, amely figyelemre méltéan szép strukturaval
rendelkezik. A [43] hivatkozas e kodot az alabbi generator matrixszal adja meg,.

01/00 100 1001|001
1 0/01 0{0 1 0j0 1 O0j0 10
1 1j]0 0 0j0 0 O0]0O O Of1 1 1
1 10 0 0j]0O O Oj1 1 1(0 0 O
1 10 0 0j1 1 1{0 0 O[O0 O O
1 1/111{0 0 0j0 0 0]0 0 O
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4. fejezet

Ternaris térlefedd kodok

4.1. Egyszert konstrukciék

4.1.1. Ternaris ismétléses kodok

Az n dimenzios
(0,0,...,0),
(L1,...,1),
(2,2,...,2)

I

{
}

ternaris ismétléses kod elérési sugara (1.4) szerint R = |2n/3|. A binaris esethez ha-
sonloan a ternaris ismétléses kodok is optimalis n dimenziés kodok. (Lasd a 4.4 szakasz
(dy) allitasat vagy az altalanosabban megfogalmazott 4.9. allitast.) Kovetkezésképpen

Ks(n, [2n/3] = 3), 1gy pl.

)

K3(3R+1,2R) = 3.

A binéaris esettdl eltérGen a ternaris ismétléses kodok kozott nincsenek perfekt kodok,
mivel 2R+ 1 =2+ |2n/3| + 1 mindig nagyobb a d,,;, = n kodtavolsagnal.

4.1.2. Ternaris Hamming k6édok

A binaris Hamming kédokkal analég modon tetszéleges h > 2 egész és n = % esetére

talalhatoak ternaris perfekt kodok. Ezek k6zott vannak a ternaris Hamming kodok: Hy,
Hi3, Hy, ... Megadjuk a két legkisebb méreti ilyen linearis kodnak egy-egy lehetséges
generator rendszerét. Hy esetén generald kodszavaknak vélaszthatjuk a

hl = (0717171)7
1,0,1,2)

h2 = ( )
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kodszavakat, Hiz esetén pedig a

hy = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1),
hy = (0,0,0,0,0,0,0,0,1,2,0,2,1),
hs = (0,0,0,0,0,0,0,1,0,2,0,1,2),
hy = (0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1),
hs = (0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,2,2),
h¢ = (0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,2,0),
h; = (0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,1),
hg (0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,2),
hyg (0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,2),
hvo = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0)

kodszavakat.

4.1.3. A ternaris Golay kod

A ternéris Golay kod perfekt linearis kod a Zi' térben, melynek 2 az elérési sugara, és
ennek megfelelGen 5 a kodtavolsdga. Generédld kodszavaknak valaszthatjuk az alabbiakat:

g = (0,0,0,0,0,1,0,1,2,2,1),
¢ = (0,0,0,0,1,0,1,0,1,2,2),
g5 = (0,0,0,1,0,0,2,1,0,1,2),
gs = (0,0,1,0,0,0,2,2,1,0,1),
g5 = (0,1,0,0,0,0,1,2,2,1,0),
g = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1).

4.1.4. Mellékosztalyok modszere (matrix modszer)

Kamps és van Lint |23] alkalmazta el@szor a kés6bb méatrix modszernek elnevezett konst-
rukciot, amely a mellékosztélyok hasznélatéval roviden a kovetkezképpen fogalmazhato
meg:

Ha C C Z% linearis kod, x1,29,...,2, € Z§ pedig C kiilénb6z6 mellékosztalyaihoz
tartozo pontok, akkor az x; pontok tligyes valasztasa esetén az altaluk definialt mellé-
kosztalyok egyesitése jo térlefeds kodot eredményezhet.

Blokhuis és Lam [42] (Theorem 2.1) elégséges feltételt adtak arra, hogy a konstrukecio
R = 1 elérési sugaru kodot eredményezzen. A tételt tetszéleges g alapszamra fogalmaztak
meg. Masok ezt kés6bb &ltalanositottak 1-nél nagyobb elérési sugar, ill. vegyes kod
esetére. A bizonyitasokra és a modszer alkalmazasaira vonatkozoan ldsd még Laarhoven
és szerzGtarsai [54], Ostergard (és Hamaélidinen) [86, 87, 102], Davies és Royle [99] cikkét.
A novekvs méretekre valo alkalmazasok mar szamitogép hasznalatat igényelték, melynek
soran a rekord-tartd kodok méretének csokkentéséhez a szerzdk ,simulated annealing”, ill.
ybabu search” heurisztikat alkalmaztak a C' kod és az x; vektorok minél jobb valasztasanak
a megtalalasara.
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4.2. Folytatélagos konstrukcidk és kapcsolatos egyen-
16tlenségek

Az itt targyalt konstrukciok teljes mértékben a binaris esettel analég modon targyal-
hatok, ezért a bizonyitasokat mellzziik. A normalitds oroklGdésére is minden esetben
érvényes a hasonl6 binéris konstrukcionak megfelel§ analog allitas. Ismét hangstlyozzuk
azonban azt a lényeges kiilonbséget, hogy a ternéris esetben az optimalis és rekord-tarto
kodok kozott sokkal kisebb a normélis kodok arédnya, mint a binaris esetben.

4.2.1. 1-gyel novelt dimenzid és elérési sugar, valtozatlan méret

Legyen C' C Z} egy M kodszobol allo, R elérési sugara kod. Egészitsiik ki C' kodszavait
egy-egy tetszoleges értékd (n + 1)-edik koordinatéval. Az eredményiil kapott C” kod R’
elérési sugarara nyilvanvaloan fennall R < R’ < R + 1, és kovetkezésképpen

Ks(n+1,R+1) < K3(n,R) < Ks(n+1,R). (4.1)

4.2.2. 1-gyel novelt dimenzid, valtozatlan elérési sugar, harom-
szoros méret

Legyen C C Z7 egy M kodszobol allo, R elérési sugaria kod. Egészitsiik ki C' kodsza-
vait elszor 0 értékd, majd 1 értékd, és végiil 2 értékd (n + 1)-edik koordinataval. Az
eredményiil kapott

C"={|c|0] : ce CU{|c|]1| : c € C}U{|c|2] : c € C}
kod elérési sugara megegyezik C' elérési sugaraval, és kovetkezésképpen

Ks3(n+1,R) <3K3(n, R). (4.2)

4.2.3. 3-mal novelt dimenzid, 2-vel novelt elérési sugar, valtozat-
lan méret

Legyen C' C Z¥ egy M kodszobol allo, R elérési sugart, az utolsé koordindtaban normalis
kod. Bontsuk fel C-t a C; (1 = 0,1,2) kodok egyesitésére tugy, hogy C; tartalmazza C-
nek azokat a kodszavait, melyeknek az utolsé koordinatija i. Egészitsiik ki mindegyik
C; minden koédszavat harom tovabbi ¢ értéki koordinataval. A kapott

C = {[c|000] : ¢ € Co} U{le|]111] : ¢ € Cy U {[c|222] : ¢ € C5}
kod elérési sugara legfeljebb R + 2.
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n \ R|1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 e ¢ 0 0 0 O O O o©
3 e ¢ ¢ 0O 0O O O O ©
4 e ©¢ ¢ ¢ 0 O O O ©
15) e ©¢ ¢ ¢ ¢ O O O ©
6 e ©¢ ¢ ¢ O O O
7 e ¢ ¢ o O O
8 e o o o o O
9 e o o o o
10 e o o o
11 ° e o o o
12 e o o
13 ° o o
14 o o

4.1. tablazat. Optimalis ternaris térlefedé kodok megoldott esetei

4.3. Osszetételes konstrukciok

A binéaris kodok targyalasa soran mar emlitett DS, ADS és BDS konstrukcidéhoz analog
modon targyalhatoak és lényeges véaltoztatasok nélkiil atvihet6k a binaris esetre megfo-
galmazott allitasok, tulajdonsagok és bizonyitasok.

4.4. Ternaris térlefedé k6dok meérete

A ternaris optimalis térlefed6 kodok pontos méretét, azaz Ks(n, R) értékét az alabbi
esetekben ismerjiik:

(a) R =0 esetén;

(b) n = % és R =1 esetén, ahol h > 2, egész;

(¢) n =11, R = 2 esetén;

(d) R>0,n < |2EH] fennallasa esetén;

(e) n <5 esetén.
A felsorolasban, amennyire lehetett, a binaris kodokra koréabban felirt esetek menetét
kovettitk. Megint (a), (b), (c) és (d) egymast kizaro feltételek, de ezek nem zéarjak ki az
(e) feltétel egyidejii fennallasat.

A binéaris esethez hasonlé sematikus 4.1. tablazattal szemléltetjiikk — de mar csak a 2 <
n < 14 intervallumban — a megoldott (e jellel jelolt), értelmezhetetlen (o jellel jelolt), ill.
megoldatlan (iiresen hagyott mezskhoz tartozo) esetek tartomanyat. Az (a) esetben a
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binéris kddok hasonlo esetével analog
K. 3 (n, O) = 3".

egyenlGség érvényes. A (b) és (c) esetekhez tartozo optimalis kodok a ternaris Hamming
kodok, ill. a ternaris Golay kod, melyek ismeretével kapjuk a

sho1_

Ky(¥1 1) =3"5 "0 Ky(11,2) = 729

egyenlGségeket.
A (d) esetben K3(n, R) értéke 1, 3, 5, 6, 8 vagy 9 lehet.

Ezek koziil a két legkisebb méret esetére nyilvanvalé a kovetkezs allitas.

4.1. Allitas.
Ks3(n, R) = 1 akkor és csak akkor, han = R;
K3(n, R) = 2 nem lehetséges;

Ks(n, R) = 3 akkor és csak akkor, ha R < n < 3£t

A 3-nal nagyobb méretek vizsgalatdhoz sziikségilink van a binaris esetre vonatkozo 3.3. ko-
vetkezményben megfogalmazott allitas analogjara, amit ugyanazzal az erével lehet rog-
ton altalanosan, tetszéleges ¢ alapszamra bizonyitani. Az allitast a kovetkezd lemméban
mondjuk ki.

4.2. Lemma.

Han>s+1, R>r+1és K (n,R) < K,(n—s, R—r—1), akkor azn, R paraméterekhez
tartozo barmely q alapszami optimalis térlefedd kod s-szirjektiv r sugdrral.

Bizonyitds. Tegylik fel indirekten, hogy valamely M kodszobol allo és R elérési sugara
optimalis C' C Z;' kod nem s-sziirjektiv r sugéarral. Ekkor, esetleg a koordinatéak permu-
tacioja utan, C' = |C|Cy| konkatenacioként irhato fel, ahol Cy egy (n—s, M), Ry kod, Cy
pedig egy (s, M), Ry kod, és Ry > r+1. Mivel C elérési sugara nem lehet C és Cy elérési
sugarai 0sszegénél kisebb, vagyis R; + Ry < R, ezért Ry < R— Ry < R—r—1, amibdl vi-
szont kovetkezik, hogy K,(n—s, R—r—1) < M, tehat K,(n, R) > K,(n—s, R—r—1). O

Megfogalmazzuk még a bebizonyitott lemménak egy kozvetleniil adodo kovetkezményét,
majd annak egy specialis esetét.
4.3. Kovetkezmény. (K. és Ostergird [129], Theorem 2)

Ho Kyn—s,R—r —1) > M és oy(n,s;r) > M, akkor K,(n,R) > M. Ennélfogua
fenndll
K,(n,R) > min{o,(n, s;r), K,(n —s,R —r —1)}. (4.3)
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Az s = q, r = q — 2 specialis esetre megfogalmazva:

4.4. Kovetkezmény. Ha K,(n —q,R —q+ 1) > M és o,(n,q;q —2) > M, akkor
K,(n,R) > M. Ennélfogua fenndll

Ky(n, R) > min{oy(n,q;q — 2), Ky(n — ¢, R — ¢+ 1)}.
Ebbdl a ternaris esetre specifikdlva kapjuk a kovetkezs allitast.

4.5. Kovetkezmény.
Ha K3(n—3,R—2) > M éso3(n,3;1) > M, akkor K3(n,R) > M. Ennélfogva fenndll
K3(n, R) > min{o3(n, 3;1), K3(n — 3, R — 2)}. (4.4)

A tovabbiakban a (4.4) egyenl6tlenséget sorozatosan felhasznéaljuk a 4.1. allitas folytatéa-
sat szolgélo tételek bizonyitasara.

4.6. Tétel. (K. és Ostergdird [129], Theorem 11 és [145] Theorem 8, 5 és 10)

K3 = 4 nem lehetséges;

Z

=5 akkor és csak akkor, han =3 és R=1;

n,

Z

2

(n,R) =
(n, R) =
(n, R) = 6 akkor és csak akkor, ha R > 3, pdratlan és n = 38R+3 .
(n,R) =

Ks3(n, R) =7 nem lehetséges.

Bizonyitds. A tételben foglalt allitasok egyes részletei korabbrol ismertek. A K3(3,1) =5
egyenl@séget elszor Taussky és Todd [3| bizonyitottak, késébb Blokhuis és Lam [42]

altalanositottak tetszéleges ¢ esetére, bebizonyitva, hogy K,(3,1) = [g-‘
Az R > 3, paratlan, n = 2£53 esetre vonatkoz6 K3(n, R) < 6 egyenlétlenséget Ostergard
[65] bizonyitotta, a forditott egyenlGtlenséget az Ostergarddal kozosen irt [129] cikkben
bizonyitottuk. Az utobbi bizonyitas lényege, hogy K3(6,3) = 6 (lasd Cohen, és szerzétar-
sai [97], Example 6.7.5) és 03(4,3;1) = 6 (lasd [129], Theorem 7) ismeretében ismételten
alkalmazzuk a (4.4) egyenlGtlenséget.

A tétel allitasai sziikségességének a bizonyitasahoz abbol indulunk ki, hogy a 4.1. alli-
tasbol kovetkezben n < 2EE3 esetén Ksz(n, R) értéke nem lehet 3-nél nagyobb. Most
tekintsiik at rendre az n = 3RT+3, n = % stb. eseteket, minden 1épés sordn a jobb

oldalon 1év§ tort értékét %—del novelve.

Ha n = ?’R—+3, akkor R sziikségképpen paratlan, és igy éppen a 4.6. tételben szerepls

esetekhez jutunk.

Az n = 3R2—+4 esetre bebizonyitjuk, hogy ilyenkor K3(n, R) > 8. Ennek bizonyitésa-
hoz (amikor is R sziikségképpen péros), mar szamitogép segitségére volt sziikségiink.
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Gépi programmal végzett vizsgalatokkal [145]-ben megmutattuk, hogy K3(8,4) = 9 és
03(11,3;1) = 8. (Az utobbi adat a Fiiggelek A.6 tablazatabol, vagy a CD mellékleten
a o3(n, s;r) korlataira megadott tablazatbol is kiolvashato.) Most a (4.4) egyenl6tlen-
ség ismételt alkalmazéasaval adodik, hogy Ks(n, R) > 8, ha R > 4, péaros és n = %.
R = 2-re viszont nagyon rég o6ta ismert a K3(5,2) = 8 egyenldség.

Azn = % esetre vonatkozoan (amikor is R sziikségképpen paratlan) elég a nyilvanvalo
K,(n,R) > K,(n+ 1, R+ 1) egyenl6tlenségre hivatkozni, melynek alapjan azt kapjuk,
hogy K3(3Et2 R) > K3(3EE R+ 1) = K3(23H,5), ahol S = R+ 1.

Itt megéllhatunk, mivel n értékének tovabbi novelésével, valtozatlanul hagyott R érték
mellett nyilvan még inkabb legalabb 8 adodik K, (n, R) értékeként. O

4.7. Tétel. (K. és Ostergird [145], Theorem 10)

Ks(n, R) = 8 akkor és csak akkor, han =5 és R = 2.

Bizonyitds. A feltétel elégségességét, vagyis a K3(5,2) = 8 egyenlSséget Ostergard és
Hémaéldinen |78, 102], valamint tdliik fiiggetleniil Kolev és Landgev [84] bizonyitottak.

A sziikségesség bizonyitasat az aldbbi észrevétellel kezdjiik: A 4.1. allitas és a 4.6. tétel
egyesitése mutatja, hogy n < % esetén K3(n, R) értéke nem lehet 6-nal nagyobb.

Ha n = 28 akkor az R = 2 esetre mar tudjuk, hogy K3(5,2) = 8.

Ha n = ?’RTH és R > 4, paros, akkor minden ilyen esetre bebizonyitjuk, hogy

Ks3(n,R) > 9. Ehhez ismét sziikségiink van az el6z6 tétel bizonyitasahoz is felhasz-
nalt K3(8,4) = 9 egyenlGség ismeretére, valamint az 1 sugéarral 3-sziirjektiv kodokra
vonatkozo, a [145] cikkben elvégzett klasszifikacio eredményére, melynek soran gépi pro-
grammal az Osszes ilyen kod elérési sugarat is kiszamitottuk. Az emlitett cikkbdl atvett,
az értekezés fiiggelékében taldlhato A.6 tablazat alapjan megéllapithato, hogy nincs sem
olyan (11,8)36 kod, sem olyan (14, 8)38 kod, amely 3-sziirjektiv 1 sugarral.

Ha tehat feltessziik, hogy K3(11,6) = 8, akkor a 4.2. lemmat n = 11, R =6,s = 3,r = 1-
re alkalmazva, K3(8,4) = 9 ismeretében arra kovetkeztethetiink, hogy a feltételezett 8
szavas optimalis (11,8)36 kodok 3-sziirjektivek 1 sugarral. Az el6bb viszont megéllapi-
tottuk, hogy ilyen kod nem létezik. Kovetkezésképpen K3(11,6) > 9. A gondolatmenet
megismétlésével adodik, hogy K3(14,8) > 9. Idaig eljutva, a folytatéshoz lehet méar a
4.5. kovetkezményt alkalmazni, mely szerint

K5(17,10) > min{o3(17,3; 1), K3(14,8)} > 9.

Ezzel eljutottunk annak bizonyitasaig, hogy Ks3(n,R) > 9, ha 4 < R < 10, R péaros és
_ 3R44

A 4.5. kévetkezmény ismételt alkalmazaséaval kapjuk, hogy innentél kezdve a 9 also korlat
oroklédik minden olyan n, R parra, amelyre R > 12, R paros és n = SR2—+4 és R> 12

Ha n — 3B+5
2

K3(4,1) = 9 egyenlséget. Ha viszont n =

, akkor R = 1 esetén K3(4,1) = 9 a ternaris Hamming kod bizonyitja a

3RT+5 és R > 3, paratlan, akkor majdnem
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szorol szora megismételhetjiik az el6z6 tétel bizonyitasanak két utolsd bekezdését ugy,
hogy a 8 szdmot 9-re cseréljiik a bizonyitas végén. U

4.8. Tétel. (K. és Ostergdrd [145], Theorem 9)

K3(n,R) =9, han=4, R=1, vagy pedig R > 4, pdros és n = 3RT+4.

Bizonyitds. Az elss esetet a mar az el6z6 tétel bizonyitdsaban is emlitett Hamming kod
bizonyitja, a masodik esetként megfogalmazott kod csalddra pedig az el6z6 bizonyitas-
ban méar megmutattuk, hogy Ks3(n,R) > 9. A forditott egyenlétlenség viszont nagyon
egyszertien kovetkezik a 4.1. allitasbol adodo K3(3E2 R) < 3 egyenl6tlenségbdl és a

2
(4.2) 6sszefiiggéshol. O

Sziikséges és elégséges feltételt 9 kodszo esetére nem tudunk bizonyitani, de a 4.8. tétel-
ben megadott feltételek sziikségessége nagyon valoszintinek latszik. Ahhoz ugyanis, hogy
az ott megadott eseteken kiviil legyen még mas olyan eset, melyre K3(n, R) =9, egyen-
16séggel kellene teljesiilnie a K3(n + 1, R + 1) < Kj(n, R) egyenl6tlenségnek valamely
paratlan R és n = 3RT+5 esetén.

Végiil az egyetlen hatralévs, eddig még nem magyarazott (e) esetben egyetlen olyan
értékpar van, amelyet még nem targyaltunk: n =5, R = 1. Ebben az esetben K3(5,1) =
27, melynek bizonyitasa Kamps és van Lint [16] cikkében talalhato.

4.5. Klasszifikaciés eredmények ternaris térlefedé ko-
dokra

Klasszifikicios eredményrél a kovetkezd esetekben tudunk beszémolni:

(a) Tetszbleges n pozitiv egész és R = 0 esetén az inekvivalens optimalis térlefeds kodok
szama 1.

(b) n = 3h2_ L R =1 ¢és h = 2 esetén az inekvivalens optimalis térlefeds kodok szama 1.

(2-nél nagyobb h esetére nincs klasszifikacios eredmény.)

(¢) n =11, R = 2 esetén az inekvivalens optimalis térlefeds kodok széma 1.

A (dy) eset érdektelen, mivel barmely két 1-szavas kod ekvivalens egymassal.

(dy) Minden olyan esetben, amikor K3(n, R) = 3, az inekvivalens optimalis térlefedd ko-
dok szamat megadja az 1/((1—x)3(1—2?)(1—12%)) kifejezés végtelen polinom kifejtésében
32+ 2 egviitthatoja.

(d3) n =3, R =1 esetén az inekvivalens optimalis térlefeds kodok szama 1.

(dy) n =6, R = 3 esetén az inekvivalens optimalis térlefeds kodok szama 28.
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(ds) n =5, R = 2 esetén az inekvivalens optimaélis térlefeds kodok szama 1.
(e) n="5,R =1 esetén az inekvivalens optimalis térlefedd kodok szama 17.
Részletek.

Az (a) esetben az egyetlen optimaélis kod az egész tér.

A(b) K3(4,1) =9, (c) K5(11,2) = 729, (d3) K3(3,1) = 5, 1lL. (d5) K3(5,2) = 8 esetekre az
optimalis kod unicitasat Kalbfleisch és Stanton [17], Delsarte és Goethals [36], Ostergard
[94], ill. Bertolo és szerzétarsai [130] bizonyitottak.

A (dy) esetre vonatkozo klasszifikaciot latszolag konnyt feladatnak gondolhatnank, azon-
ban az eddigi szakirodalombol nem ismeriink erre az esetre klasszifikacios eredményt.
Kivétel ez alol az n = 2 eset, amelyre vonatkozo6 eredmény kovetkezik egy, a K,(2,1) = ¢
egyenl@séget teljesité optimélis térlefedé kodokra megfogalmazott altalanosabb klasszifi-
kacios eredménybdl, lasd Kaski és Ostergard [138], Theorem 7.32.

A tetsz6leges n értékre vonatkozo klasszifikicios tételhez (4.10. tétel) sziikségiink van
a 3 kodszobol allo optimélis térlefedé kodok karakterizalaséra, amit altalanosabban, g-
adrendi kodabécé és g kodszo esetére kovetkezd allitasban fogalmazunk meg.

4.9. Allitas.

K,(n,R) = q akkor és csak akkor, ha R < n < %. Az adott egyenldtlenség-pdr
fenndlldsa esetén az optimdlis kodok azok €és csak azok a q szobdl dllo kodok, melyek
kodszavaiban legalabb q(n — R — 1) + 1 koordindta-helyen a 0,1,...,q — 1 szimbolumok
mindegyike eldfordul.

Megjegyezziik, hogy bizonyos esetekben jobban hasznilhaté az allitasban szerepld
egyenlGtlenség-parnak olyan atalakitasa, ahol R értékét szoritjuk két kifejezés kozé:

K,(n,R) = q akkor és csak akkor dll fenn, ha W < R<n.

Bizonyitds. Az allitas els6 fele kozismert, bizonyitasa a skatulya elven alapul. Az allitas
mésodik felének bizonyitasédhoz elészor tegyiik fel, hogy egy ¢ kodszobdl allo C C Z7
kod szavaiban legalabb g(n — R — 1) + 1 koordinata-helyen fordul el§ a 0,1,...,¢ — 1
szimbolumok mindegyike. Tekintsiik C-nek a koordinaték szerinti |C}|Cs| felbontésat,
ahol C az elgbbi ¢(n— R—1)+1 koordinéata-helyhez, Cy pedig a tovabbi n—g(n—R—1)—1
koordinata-helyhez tartozé kod. Ekkor C egy ismétléses koddal ekvivalens, tehat elérési

sugara L(q("_R_lq)H)(q_l)J =(n—R—-1)(¢q—1). E kédot tovabbi n —g(n — R—1) — 1
koordinatéaval kibovitve, az elérési sugar is legfeljebb n—q(n— R—1) — 1-gyel névekedhet,

tehat nem lehet nagyobb, mint (n — R—1)(¢—1)+n—g(n—R—-1)—-1=R.

Forditva, tegyiik fel, hogy egy ¢ kodszobol allo €' C Z] kod szavaiban legfeljebb
g(n — R — 1) koordinata-helyen fordul el6 a 0,1,...,¢ — 1 szimbo6lumok mindegyike.
Tekintsitk megint C-nek a koordinatak szerinti |C|Csy| felbontasat, ahol C) dimenzioja
most g(n — R — 1), Cy-¢ pedig n — q¢(n — R — 1). Ekkor () elérési sugara legalabb
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akkora, mint a vele azonos dimenzios ismétléses kod elérési sugara, vagyis legalabb
(n—R—1)(¢—1), Cy elérési sugara n—q(n— R—1), igy a kett Osszeftizésével képzett C
kod elérési sugara legalabb (n—R—1)(¢—1)+n—g(n—R—1) = R+1, tehat nem R. 0O

4.10. Tétel.

Minden olyan esetben, amikor Ks(n,R) = 3 — tehdit R < n < % — az inekvivalens
optimdlis térlefedd kodok szdmdt megadja az

1

=143z + 7a% + 1423 + 252% + 412° + . ..
(1—95)3(1—3:2)(1—:1:3) + 3z + 7x° + 14x° + 252 + 41x° +

3R—2n+2

kifejezés végtelen polinom kifejtésében x eqyiitthatoja.

E polinom egyiitthatoinak sorozata a The on-line encyclopedia of integer sequences [175]
osszeallitdsban A057524 azonositéval jelolt sorozat.

Bizonyitds. A 4.9. allitast ¢ = 3-ra specifikalva, optimalis kédok azok a 3 szavas kddok,
melyek kodszavaiban legaldbb 3n — 3R — 2 koordinata-helyen eléfordul a 0, 1,2 szimbo-
lumok mindegyike. Ez azt jelenti, hogy a kod 3n — 3R — 2 koordinatat tartalmazo része
ekvivalenciatol eltekintve kotott, ekvivalens egy ismétléses koddal, a tovabbi 3R —2n + 2
koordinata-helyen pedig barmi allhat a kodszavakban. Ebb6l mar latszik, hogy az inek-
vivalens optimalis kodok szama csak 3R — 2n + 2 értékétdl fiigg. Csoportositsuk a nem
kotott koordinatakat aszerint, hogy az el6forduld kiilonb6zé szimbolumok szama 1, 2,
vagy 3. Harom azonos szimbolum esetén feltehetjiik, hogy azonosan 0-k; két kiilonbozé
szimbo6lum esetén feltehetjiik, hogy két kodszéban fordul el a 0, egy kodszoban az 1-
es, de mindharom lehetséges sorrendet figyelembe kell venni; végiil hdrom kiilonbozé
szimbo6lum esetén feltehetjiik, hogy ezek mindig 0, 1, 2 sorrendben kdvetkeznek a harom
kodszoban. A kérdés tehat ugy is feltehets, hogy az 1 dimenzios

C; = {0,0,0},
Cy = {ana 1}a
CS = {07 170}7
Cy = {1,0,0},
Cs = {0,1,2}

kodokbol ismétlést is megengedd Osszeftizéssel hany N = 3R —2n+ 2 dimenziés inekviva-
lens kodot tudunk felépiteni. Jeloljiik n;-vel a C; kod ismétléseinek szaméat. Mivel Cy, Cs
és () felépitése a kodszavak sorrendjétdl eltekintve megegyezik, ezért a célbol, hogy csak
inekvivalens kodokat vegyiink figyelembe, feltessziik, hogy ns > ns > ny. Igy tehat az N
egész olyan 5 nemnegativ egész tagbol allo particidinak a szdmat kell meghataroznunk,
melyekre

ni+ng+n3+ng+n5 =N,

ny 2> 0,

ng > ng > ny > 0,

N5 Z 0.

Ebbdl a korabbi hasonlo jellegi particiokra alkalmazott modszerrel adodik, hogy a
particiok szamat zV egyiitthatéoja mutatja a tétel allitasaban megadott fiiggvény
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polinom kifejtésében. O

A (dy) K3(6,3) = 6 esetre szamitogép segitségével, a 9. fejezetben ismertetésre keriils
algoritmus és program alkalmazaséval kaptam a kovetkez§ klasszifikicios eredményt.

4.11. Tétel.

A K3(6,3) = 6 egyenldséghez tartozo inekvivalens optimdlis térlefedd kodok szama 28.

Megjegyzés. A klasszifikacios eredmények felhasznalési lehetfségére mutatunk ré az
alabbi gondolatmenettel. A 4.11. tétel esetéhez tartoz6 inekvivalens optimélis kodok
ismerete alapjan nem nehéz olyan altalanositott sziirjektiv kodot talalni, amely bizo-
nyitja, hogy 03(7,6;3) = 6. Ha mind a hét inekvivalens ilyen kodot Gsszegytijtjiik, akkor
pedig ezek vizsgélata alapjan megmutathato, hogy o03(8,6;3) = 7. Mindez szamitogép
nélkiil elvégezhets, azonban gépi program hasznélataval kényelmesebben lehet ezeket a
kovetkeztetéseket is levonni.

Az (e) K3(5,1) = 27 esetre vonatkozoan Kolev [75] meghatarozta az optimalis kodok
szerkezetét, megmutatva, hogy minden optimalis kod elgallithato tgy, hogy harom (nem
feltétleniil kiilonbozs), a (4,9)31 Hamming koddal ekvivalens, perfekt kod egyikének
minden kodszavat 0-val, a méasiknak minden kodszavat 1-essel, a harmadiknak minden
kodszavat 2-essel megtoldjuk. Az optimalis (5,27)31 térlefedd kodok e tulajdonséga-
nak ismeretében Ostergard és Weakley [126] leirta az inekvivalens optimalis kodokat,
megmutatva, hogy ezek szdma 17.

4.6. A ternaris térlefed kodok attekintése

A binaris kodokra 6sszeallitott 3.8 szakaszhoz hasonléan jarunk el, azonban most 3-nél
nagyobb elérési sugarhoz tartozo eseteket is vizsgalunk, és ennélfogva azn < 14, R < 7
tartoményra ismertetjiik a rendelkezésre all6 eredményeket és egyéb kozolni valokat.
Megint csak néhény esetben adjuk meg az optimélis kodok kodszavait a nyomtatott
anyagban, viszont minden esetben megadjuk ezeket, valamint esetenként legaldbb egy
rekord-tartoé kodot a mellékelt lemezen.

Ismét megadjuk a prompt (azaz trividlis vagy majdnem trivialis) korlatokat. A prompt
als6 korlatra most is a szférikus korlatot hasznaljuk. A prompt fels§ korlatok képzéséhez
3 szavas kodok, valamint a Hamming kodok és a Golay kod ismert méretébdl kiindulva,
elsGsorban a (4.2) egyenl6tlenséget hasznaljuk. Ily modon

K3(2,1) = 3 alapjan kapjuk a K3(3,1) <9 prompt felss korlatot;

K3(4,2) = 3 alapjan kapjuk a K3(5,2) <9, K3(6,2) < 27, K3(7,2) < 81, K5(8,2) <243
és K3(9,2) < 729 prompt felss korlatokat;

K3(5,3) = 3 alapjan kapjuk a K3(6,3) <9, K3(7,3) < 27, K3(8,3) < 81, K3(9,3) <243
és K3(10,3) < 729 prompt fels§ korlatokat;
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K3(4,1) = 9 (Hamming kod) alapjan kapjuk a K3(5,1) < 27, K3(6,1) < 81,
K3(7,1) < 243, K3(8,1) < 729 , K3(9,1) < 2187, K3(10,1) < 6561, K3(11,1) < 19683
és K3(12,1) < 59049 prompt felss korlatokat;

K3(13,1) = 59049 (Hamming kod) alapjan kapjuk a K3(14,1) < 177147 prompt felsd
korlatot;

K3(11,2) = 729 (Golay kod) alapjan kapjuk a K3(12,2) < 2187, K3(13,2) < 6561 és
K3(14,2) < 19683 prompt felss korlatokat.

A Golay kodnal tartva néhany esetben jobban jarunk, ha a K3(n, R) fiiggvény (4.1)-ben
megadott monotonitasi tulajdonsigait hasznaljuk fel a prompt felsé korlatok képzéséhez:

K3(11,2) = 729 alapjan kapjuk a K3(10,2) < 729, K3(11,3) < 729, és K3(12,3) < 729
prompt felsé korlatokat;

Végiil visszatérve az alap-értelmezett prompt fels§ korlat képzéshez:

K3(12,3) < 729 alapjan kapjuk a K3(13,3) < 2187 és K3(14,3) < 6561 prompt felss
korlatokat.

[tt emlitjiik meg a ternaris kodok torténetének egy vitatott részletét. Még 1992-ben
elkésziilt és sziik korben terjesztésre keriilt Lo és Zhang [69] kézirata, amelyben a szerzék
tobb, az addig ismertnél jobb alsé korlat 1étezését allitottdk. E kéziratra harom azota
mar megjelent cikk hivatkozik: [92], [98] és [104], de a [69] kéziratnak folyoiratban vagy
cikkgytjteményben vald kozlése maig sem tortént meg. Ezért a szakma nem fogadja el
bizonyitottnak a [69]-ben adott 0j als6 korlatokat. Ezek kozott mar csak egy olyan eset
fordul els, amelyre azota sem sikeriilt jobbat talalni, mégpedig a K3(11, 3)-re vonatkozo
megkérdGjelezett 119 also korlat.

4.6.1. R =1 elérési sugari kédokra vonatkoz6 eredmények

K3(2,1) = 3 és 3 optimalis kod létezik:

(1) (2) (3)

o = O
o = O
_ o O
N = O
o O O
N = O

K3(3,1) = 5 és az alabbi egyetlen optimalis kod létezik. Prompt also és felsG korlat:
4, 1ll. 9. Pontos érték igazolasa: [3, 17]. Klasszifikicio (ami itt az unicités bizonyitését
jelenti): [94]. Totokod 5 kodszoval: Weikel G. (1943). Az optimalis kod kiegyensulyozott,
abnormalis kod.

e

—_

S—
NN~ = O
N = DN = O
— NN~ O



K3(4,1) =9 és az aldbbi egyetlen optimalis kod létezik. Prompt also és felss korlat:
egyarant 9 (perfekt kod). Pontos érték igazolasa: |3, 6, 7, 8|. Klasszifikacio (ami itt az
unicitas bizonyitasat jelenti): [17]. Totokod 9 kodszoval: ismeretlen szerzd (1946). Az
optimalis kod linearis, perfekt, kiegyensulyozott, abnormalis kod.

0000
0111
02 2 2
101 2
1 1120
120 1
2 0 2 1
2 10 2
2.2 10

K3(5, 1) = 27 és 17 optimalis kod létezik. Prompt also és fels6 korlat: 23, ill. 27.
Az also korlat javitasa 26-ra [20], 27-re [16, 75]. Klasszifikacio: [126]. Totokod 27
kodszoval: ismeretlen szerz6 (1946), [Valiosysteemit] (1970). Valamennyi optimaélis kod
kiegyensulyozott, normalis kod.

71 < K3(6,1) < 73. Prompt felss korlat 81. A felsG korlat javitdsa 79-re [40], 74-re
[49], 73-ra [54, 93]. Prompt alsé korlat: 57. Az also korlat javitasa 60-ra [82], 63-ra
[40], 65-re [125], T1-re [147, 148]. (Az utébbi eredmény érdekessége, hogy szokatlanul
nagy, figyelemre mélto ugrast tartalmaz a 65 als6 korlatrol 71-re, a bizonyitas azonban
6ridsi mennyiségd gépidét, szamitogép-halozat hasznalataval a szerzdk szerint Gsszesitve
140 CPU-évet vett igénybe.) Totokod 73 kodszoval: D’Agostino F. (1984). Az ismert
rekord-tart6 konstrukcio kiegyensulyozatlan, abnormaélis kod. Taldlhaté benne hat olyan
kodszo-hédrmas, amelyekhez tartozé harom-harom kodszo csak egy koordinata-helyen tér
el egymastol. Az ilyen tulajdonsagnak, a binaris kodok esetén két koordinata-helyen
eltérg kodszo-négyesekhez hasonloan, toto céli alkalmazasnal van jelentGsége.

156 < K3(7,1) < 186. Prompt felss korlat 243. A felss korlat javitasa 225-re [41],
216-ra [42], 186-ra [54]. Prompt alsé korlat: 146. Az also korlat javitasa 147-re [57],
150-re [82], 153-ra [91], 156-ra [144]|. Totokod 189 kodszoval: Himberg [Valiosysteemit]
(1970), 186 kodszoval: D’Agostino F. (1985). Az ismert rekord-tart6 konstrukeio kiegyen-
silyozatlan, abnormalis kod. Talalhatoak benne egy koordinata-helyen eltéré harmas,
valamint két koordinata-helyen eltéré négyes kodszo-csoportok.

402 < K3(8,1) < 486. Prompt felss korlat 729. A felss korlat javitasa 567-re [41],
486-ra [54]. Prompt also korlat: 386. Az alsé korlat javitasa 389-re [57], 390-re [66],
393-ra [80], 397-re (92|, 398-ra [116], 402-re [144]. Totokod 546 kodszoval: ismeretlen
szerz6 |Valiosysteemit| (1970), 486 kodszoval: Bruno G. (1988). Az ismert rekord-tarto
konstrukcié kiegyensulyozott, normalis kod.

1060 < K3(9,1) < 1269. Prompt felss korlat 2187. A felss korlat javitasa 1458-ra
[23], 1431-re [77], 1356-ra [78], 1341-re [101], 1269-re [127]. Prompt als6 korlat: 1036. Az
also korlat javitasa 1043-ra [66], 1044-re [82], 1048-ra [80], 1060-ra [92]. Totokod 1269
kodszoval: Di Pasquale F. (2000). Az ismert rekord-tart6 konstrukeié kiegyensulyozott,
abnormalis kod.
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2854 < K3(10,1) < 3645. Prompt felss korlat 6561. A felsé korlat csokkentése
3645-re [42]. Prompt also korlat: 2812. Az also korlat javitasa 2814-re [57], 2818-ra
[82], 2835-re [117], 2854-re [124]. Totokod 3645 kodszoval: Cercone De Lucia F. (1962)
¢és Heikkonen [Veikkaja| (1967). Az ismert rekord-tarté konstrukcio kiegyenstlyozott,
abnormalis kod.

7832 < K3(11,1) < 9477. Prompt felss korlat 19683. A felss korlat javitdsa 10935-
re [60], 10530-ra Haméldinen, lasd [65], 9477-re [87, 96]. Prompt also korlat: 7703. Az
also korlat javitasa 7734-re [57|, 7736-ra [66], 7767-re [80], 7822-re [92], 7832-re [116]. Az
ismert rekord-tart6é konstrukcio kiegyensulyozott, abnormalis kod.

21531 < K3(12,1) < 27702. Prompt felss korlat 59049. A felss korlat csékkentése
29889-re [60], 27702-re [87, 96]. Prompt also korlat: 21258. Az alsé korlat javitasa
21329-re [66], 21395-re [80], 21531-re [116]. Totokod 29889 kodszoval: ismeretlen szerzd
[Veikkaja] (1949). Az ismert rekord-tarté konstrukeio kiegyensilyozatlan, normalis kod.
Talalhatoak benne egy koordinata-helyen eltéré harmas, valamint két koordinata-helyen
eltérd négyes kodszo-csoportok.

K3(13,1) = 59049. Prompt als6 és felsG korlat: egyarant 59049 (perfekt kod). Pon-
tos érték igazolasa: (6, 7, 8|. Klasszifikicio: megoldatlan (nehéz) probléma. Minden
optimalis kod linearis, perfekt, kiegyensulyozott, abnormalis kod.

166610 < K3(14, 1) < 177147. Prompt alsé és felsé korlat: 164930, ill. 177147. Az
also korlat javitasa 163351-re [57], 165365-ra [66], 165775-re [80], 166526-re [92], 166610~
re [116]. Konstrukcio: Az egy koordinataval révidebb perfekt kodra alkalmazzuk a 4.2.2
szakaszban ismertetett modszert.

4.6.2. R =2 elérési sugari kédokra vonatkoz6 eredmények

K3(3,2) = 3 és az alabbi 7 optimalis kod létezik.

000 000 000 000
M 111 (2 011 (3 011 4 001
2 2 2 12 2 02 2 11 2
000 000 000
) 011 (6) 001 (7) 001
10 2 01 2 00 2

K3 (4, 2) = 3 és az alabbi egyetlen optimalis kod létezik, amely kiegyenstlyozott,
normaélis kod.

0000
1 1111
2 2 2 2
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K3(5,2) = 8 és az alabbi egyetlen optimalis kod létezik. Prompt felss korlat 9. A felss
korlat javitasa 8-ra [60]. Prompt also korlat: 5. Az also korlat javitasa 6-ra [55, 57|, 8-ra
[78, 84, 102]. Klasszifikdcié (ami itt az unicités bizonyitasat jelenti): [130]. Totokod 8
kodszoval: Himberg [Valiosysteemit| (1970). Az egyetlen optimalis kod kiegyensulyozott,
abnormalis kod.

NN === OO
N R P NN = OO
N R = DN~ DN OO
N — OO DN = O
N O = O DN+~ O

15 < K3(6,2) < 17. Prompt felss korlat 27. A fels6 korlat javitasa 17-re [60].
Prompt also korlat: 10. Az also korlat javitasa 11-re [55], 12-re [57], 14-re [104], 15-re
[130]. Totokod 17 kodszoval: Weikel (1960) és ismeretlen szerzd [Veikkaja| (1961). Az
ismert rekord-tart6é konstrukcio kiegyensulyozatlan, abnormalis kod.

26 < K3(7,2) < 34. Prompt fels korlat 81. A felss korlat javitasa 34-re [60, 78, 102].
Prompt also korlat: 23. Az also6 korlat javitasa 24-re [55], 25-re [66], 26-ra [57]. Totokod
34 kodszoval: Ostergard P. [Veikkaus-Lotto] (1988). Az ismert rekord-tart6 konstrukei6
kiegyensulyozott, abnormaélis kod.

54 < K3(8,2) < 81. Prompt felss korlat 243. A felss korlat csékkentése 81-re [60].
Prompt also korlat: 51. Az also korlat javitasa 52-re [80], 54-re [104]. Totokod 81 kod-

szoval: ,ARIC” (1936). Az ismert rekord-tarté konstrukeié kiegyenstlyozott, abnormaélis
kod.

130 < K3(9,2) < 219. Prompt felss korlat 729. A felss korlat csokkentése 219-re
[60, 65]. Prompt also korlat: 121. Az als6 korlat javitasa 128-ra [57, 66], 130-ra [92].
Totokod 219 kodszoval: Ostergard P. [Veikkaus-Lotto] (1989). Az ismert rekord-tart6
konstrukcié kiegyensilyozatlan, abnormalis kod. Talalhatoak benne egy koordinéta-
helyen eltéré harmas koédszoé-csoportok.

323 < K3(10,2) < 555. Prompt felss korlat 729. A felss korlat javitisa 558-ra
[65], 555-re [130]. Prompt also korlat: 294. Az alsé korlat javitasa 322-re [66], 323-ra
[57]. Totokod 555 kodszoval: D’Agostino F. (1996). Az ismert rekord-tartd konstrukcio
kiegyensulyozatlan, abnormalis kod.

K3(11,2) = 729 és egyetlen optimalis kod létezik. Prompt also és felss korlat:
egyarant 729 (perfekt kod). Pontos érték igazolasa: [4]. Klasszifikacio (ami itt az unicitas
bizonyitasat jelenti): [36]. Totokod 729 kodszoval: Virtakallio (1947). Az egyetlen
optimélis kéd a ternaris Golay kod, amely perfekt, kiegyensiilyozott, abnormélis kod, 5
legkisebb tavolsaggal.
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1919 < K3(12,2) < 2187. Prompt als6 és felsé korlat: 1839, ill. 2187. Az alsé
korlat javitasa 1915-re [66], 1919-re [57]. Konstrukcio: Az egy koordinatéval révidebb
perfekt kodra alkalmazzuk a 4.2.2 szakaszban ismertetett modszert. Az ismert rekord-
tarto konstrukcié kiegyensulyozott, normaélis kod. A konstrukcio folytan egy koordinata-
helyen eltéré harmas kodszo-csoportokra tagolhato.

5062 < K3(13,2) < 6561. Prompt also és felss korlat: 4704, ill. 6561. Az als6 korlat
javitasa 5048-ra [66], 5062-re [57]. Konstrukecio: A 4.2.2 szakaszban ismertetett modszer
kétszeres alkalmazasa. Az ismert rekord-tarté konstrukcio kiegyensilyozott, normalis
kod. A konstrukcio folytan két koordinata-helyen eltérd kilences kddszo-csoportokra
tagolhato.

12204 < K3(14, 2) < 19683. Prompt also és felss korlat: 12171, ill. 19683. Az als6
korlat javitasa 12193-ra [80], 12204-re [92].

4.6.3. R = 3 elérési sugaru kédokra vonatkoz6 eredmények

K3(4,3) = 3 és 14 optimalis kod létezik:
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99 0011 (10 0101 (11) 00 0 1
110 2 100 2 01 1 2
0000 0000 0000
(12) 0011 (13 0011 (14 00 0 1
010 2 000 2 000 2

K3(5,3) = 3 és az alabbi 3 optimalis kod létezik. Az elsé optimalis kod kiegyenstilyo-
zott, a mésik kettd kiegyenstilyozatlan.

00000 00000 00000
1) 11111 (2 01111 3 01111
2.2 22 2 12222 02222
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K3(6,3) = 6 és 28 optimalis kod létezik. Prompt felss korlat 9. A felss korlat
csokkentése 6-ra [60]. Prompt also korlat: 4. Az also korlat javitasa 6-ra: Honkala (nem
publikalt, lasd [57]; erre az adatra [90] is hivatkozik), valamint [97] (1997), Example
6.7.5. Klasszifikacio: 4.11. tétel. Totokod 6 kodszoval:  SEPPO” (1975). Az optimalis
kodok kozott kiegyenstlyozott és kiegyensiilyozatlan, normalis és abnormalis kodok is
talalhatok.

11 < K3(7,3) < 12. Prompt felss korlat 27. A felss korlat javitasa 12-re [60].
Prompt also korlat: 6. Az alsé korlat javitasa 7-re [55], 9-re [104], 10-re [130], 11-
re [167]. Totokod 12 kodszoval: Weikel (1975). Az ismert rekord-tarté konstrukcio
kiegyensulyozatlan, normalis kod.

14 < K3(8,3) < 27. Prompt felss korlat 81. A felsg korlat javitasa 27-re [60]. Prompt
also korlat: 12. Az als6 korlat javitasa 13-ra [55, 57|, 14-re [104]. Totokod 27 kodszoval:
LARIC” (1972). Az ismert rekord-tarto konstrukciok (DS vagy ADS) kiegyensulyozott,
normalis kodokat eredményeznek.

27 < K3(9,3) < 54. Prompt felss korlat 243. A felss korlat javitasa 54-re [60,
65]. Prompt also korlat: 24. Az alsé korlat javitasa 25-re [57|, 27-re [156]. Totokod
54 kodszoval: ismeretlen szerzd |Veikkaus-lotto] (1981) és Rankinen [Stora Tipsboken|
(1986). Az ismert rekord-tartod konstrukeio kiegyensulyozott, normalis kodot eredményez.

57 < K3(10,3) < 105. Prompt felss korlat 729. A felss korlat javitdsa 108-ra
[60, 65], 105-re (totokod gyanant) Bertolo R., Di Pasquale F. és Santisi F. (2005). Prompt
also korlat: 51. Az als6 korlat javitasa 56-ra [66], 57-re [57]. Az ismert rekord-tartod
konstrukcié kiegyensulyozatlan, abnormalis kod.

117 < K3(11,3) < 243. Prompt felss korlat 729. A fels korlat csokkentése 243-
ra [60, 65]. Prompt alsé korlat: 114. Az also korlat javitédsa 115-re [57], 117-re [156].
Kétséges also korlat a [69]-ban megadott 119 érték. Totokod 243 kodszoval: ,ARIC”
[Tipslyktan| és ,SEPPO” (1974). Az ismert rekord-tarté konstrukeio kiegyensulyozott,
normalis kodot eredményez.

282 < K3(12,3) < 657. Prompt felss korlat 729. A felss korlat javitasa 660-
ra (totokod gyanant) Bertolo R., Di Pasquale F. és Santisi F. (2005), 657-re (szintén
totokod gyanant) Rivas Soriano P. P. (2005). Prompt als6 korlat: 260. Az alsé korlat
javitasa 280-ra [66], 282-re [57]. Az ismert rekord-tarté konstrukeio kiegyenstlyozatlan,
abnormalis kod.

612 < K3(13,3) < 1215. Prompt felss korlat 2187. A felss korlat csokkentése
1215-re [60, 70]. Prompt also korlat: 607. Az also korlat javitasa 609-re [57], 611-re [92],
612-re [156]. Totokod 1215 kodszoval: Héméldinen H. (1987). Az ismert rekord-tarto
konstrukcié kiegyensilyozatlan, abnormaélis kod.

1553 < K3(14,3) < 2187. Prompt felss korlat 6561. A felss korlat csokkentése 2187-
re [65]. Prompt also korlat: 1448. Az also korlat javitasa 1553-ra [57|. Totokod 2187
kodszoval: Ostergard P. (1991). Az ismert rekord-tarté konstrukei6 kiegyenstlyozott,
abnormalis kod.
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4.6.4. R =4 elérési sugari kédokra vonatkoz6 eredmények

A ternaris esetben — a bindris esettdl eltérGen — 3-nal nagyobb elérési sugar és n <
14 esetén sem annyira egyszertiek az optimalis és rekord-tarté kod konstrukciok, ezért
folytatjuk az adatkozlést R = 7 elérési sugarig, de itt mar csak a 3 szénél hosszabb
optimalis és rekord-tartd6 kodokra vonatkozdéan. A prompt korlatokat az eddigiekhez
hasonlé elvek alapjan képezziik.

K3(8,4) = 9. Prompt also és fels korlat: 4, ill. 9. Az als6 korlat javitésa 6-ra: Honkala
(nem publikalt, lasd [57]); publikélt bizonyitas: [46], javitas 9-re, vagyis a pontos érték
igazolasa [145]. Az ismert optimalis kod konstrukei6 kiegyenstlyozott, normélis kod.

11 < K3(9,4) < 18. Prompt felss korlat 27. A felss korlat csokkentése 18-ra [65].
Prompt also korlat: 7. Az also korlat javitasa 8-ra [57], 10-re [129], Theorem 2, 11-re
[167|. Az ismert rekord-tartd konstrukcioé kiegyenstlyozott, normalis kod.

17 < K3(10,4) < 36. Prompt felss korlat 81. A felss korlat csokkentése 36-ra
[65]. Prompt alsé korlat: 14. Az also korlat javitasa 16-ra [57], 17-re [164]|. Az ismert
rekord-tarté konstrukcié kiegyensilyozott, normélis kod.

30 < K3(11,4) < 81. Prompt fels6 korlat 243. A felsé korlat csokkentése 81-re
[65]. Prompt also korlat: 26. Az also korlat javitasa 28-ra [57], 30-ra [164]. Az ismert
rekord-tartd konstrukcié kiegyensiilyozott, normélis kod.

62 < K3(12,4) < 175. Prompt felss korlat 729. A felsé korlat csokkentése 204-re
[65], 201-re [171] (2005), 177-re [136] (2005), 175-re [168] (2006). Prompt als6 korlat: 54.
Az also korlat javitasa 62-re [57|. Az ismert rekord-tart6 konstrukei6 kiegyensulyozatlan,
abnormalis kod.

123 < K3(13,4) < 340. Prompt felss korlat 729. A felss korlat csckkentése 408-
ra [65, 70|, 366-ra [136] (2005), 348-ra [168] (2006), 340-re [136] (2009). Prompt also
korlat: 114. Az alsé korlat javitasa 123-ra [57]. Az ismert rekord-tart6 konstrukecio
kiegyensilyozatlan, abnormalis kod.

255 < K3(14,4) < 729. Prompt felss korlat 2187. A felss korlat korlat csokkentése
729-re [65, 70]. Prompt also korlat: 248. Az also korlat javitasa 251-re [57], 255-re [92].
Az ismert rekord-tarté konstrukcio kiegyensulyozott, abnormalis kod.

4.6.5. R =5 elérési sugart kdédokra vonatkoz6é eredmények

K3(9,5) = 6. Prompt fels6 korlat 9. A fels6 korlat csokkentése 6-ra [65]. Prompt
also korlat: 3. Az also korlat javitasa 4-re [57], 6-ra [129]. Az ismert optimélis kod
kiegyensilyozott, normélis kod.

9 < K3(10,5) < 12. Prompt felss korlat 27. A fels korlat csokkentése 12-re [65].
Prompt also korlat: 5. Az also korlat javitasa 6-ra [57|, 8-ra [129], 9-re [145]. Az egy-
szertien adodo rekord-tartd konstrukciok kozott kiegyenstlyozott és kiegyensilyozatlan
koédok is talalhatok, s ezek kozott vannak normalis kodok.
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11 < K3(11,5) < 27. Prompt felss korlat 81. A felss korlat csokkentése 27-re [65].
Prompt also korlat: 9. Az alsoé korlat javitasa 10-re [129], Theorem 2, 11-re [164]. Az
ismert rekord-tarté konstrukciok kiegyensulyozott, normalis kodokat eredményeznek.

18 < K3(12,5) < 54. Prompt felss korlat 243. A fels6 korlat csokkentése 54-
re: Hémaéléinen, lasd [65], ill. totokod gyanant Lahtinen [Veikkaja| (1960), lasd [113].
Prompt also korlat: 16. Az alsé korlat javitasa 18-ra [57]. Az ismert rekord-tarté kod
kiegyensulyozott, normalis kod.

33 < K3(13,5) < 108. Prompt felss korlat 729. A fels6 korlat csékkentése 136-ra
[65], 108-ra [113]. Prompt also korlat: 29. Az als6 korlat javitasa 32-re [57], 33-ra [164].
Az ismert rekord-tart6 kod kiegyensulyozott, normalis kod.

59 < K3(14,5) < 243. Prompt felss korlat 729. A felss korlat csokkentése 306-ra:
Hémaéldinen, lasd [65], 243-ra [113]. Prompt also korlat: 58. Az also6 korlat javitasa 59-re
[57]. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozott, normalis kod.

4.6.6. R = 6 elérési sugarai kédokra vonatkoz6 eredmények

K3(11,6) = 9. Prompt als6 és felss korlat: 4, ill. 9. Az als6 korlat javitésa 5-re [57],
6-ra [90], 9-re [129]. Az ismert optimalis kod kiegyensulyozott, normalis kod.

10 < K3(12,6) < 18. Prompt felss korlat 27. A felss korlat csokkentése 18-ra [65].
Prompt als6 korlat: 6. Az also korlat javitasa 7-re [57], 9-re [145], 10-re [167]|. Az ismert
rekord-tarté kod kiegyensilyozott, normalis kod.

13 < K3(13,6) < 36. Prompt felss korlat 81. A felss korlat csokkentése 48-ra [65],
45-re [90], 36-ra [145]. Prompt als6 korlat: 10. Az als6 korlat javitasa 11-re [57], 13-ra
[164]. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensilyozott, normaélis kod.

21 < K3(14,6) < 81. Prompt felsg korlat 243. A felss korlat csokkentése 102-re
[65], 81-re [90]. Prompt alsé korlat: 18. Az alsé korlat javitasa 21-re [57]. Az ismert
rekord-tarté kod kiegyensilyozott, normalis kod.

4.6.7. R =T elérési sugart kddokra vonatkozbé eredmények

K3(12,7) = 6. Prompt felss korlat 9. A fels§ korlat csokkentése 6-ra [65]. Prompt
also korlat: 3. Az alsé korlat javitasa 4-re 57|, 6-ra [90]. Az ismert optimalis kod
kiegyensulyozott, normalis kod.

9 < K3(13,7) < 12. Prompt felss korlat 27. A fels6 korlat csokkentése 12-re [65].
Prompt also korlat: 5. Az also korlat javitasa 6-ra [90], 9-re [145]. Az egyszerten
adodo rekord-tartd konstrukciok kozott kiegyensulyozott és kiegyensulyozatlan kddok is
talalhatok, s ezek kozott vannak normalis kodok.

11 < K3(14,7) < 27. Prompt felss korlat 81. A fels6 korlat csokkentése 27-re [65].
Prompt als6 korlat: 7. Az also korlat javitasa 8-ra [57]. A 11 also korlat a K3(7,3) > 11
egyenlStlenséghdl [167]| kovetkezik. Az ismert rekord-tarto kod kiegyensulyozott, norma-
lis kod.
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5. fejezet

Nagyobb alapszamu térlefed6 kédok

5.1. Csak az 5. fejezetben hasznalt fogalmak

Ebben a fejezetben hasznéljuk legintenzivebben a sziirjektiv kodokat, és a targyalas so-
ran sziikségilink lesz néhény tovabbi, ezekhez kapcsolodé fogalom értelmezésére. Fzek
koziil a lefedd tomb (angol nyelven covering array) lényegében egy alternativ elnevezés
a sziirjektiv kodra, melyre azért van sziikségiink, mert a felhasznalt publikaciok jo ré-
sze, sok szamunkra érdekes és fontos eredménnyel, ezt a fogalmat és a hozzéa kapcsolodo
terminolégiat hasznalja. A két fogalmat az kiilonbozteti meg egymastol, hogy egy sziir-
jektiv kod a Z] Hamming tér valamely M elemi részhalmaza, egy lefeds témb viszont
egy sziurjektiv kod kodszavaibol mint 1 x n méret tombokbdl alkotott M x n méretd
tomb.

Lefeds tomb

Eqy CA(M;s,n,q) lefedd tomb az eddig szokdsos értelmezés szerint olyan M X n méretd
tomb, melynek minden M X s méretd résztombjének sorai kozott a Z; tér minden pontja
legalabb egyszer eldfordul.

A szokésos jelolésnek megfelelgen jelolje CAN(s, n,q) az adott s,n,q paraméterekhez
tartozo lefedd tombok fiiggSleges méretének (M) a minimumét. Ez nyilvin minden
esetben ugyanazt az értéket eredményezi, mint a sziirjektiv kodokra értelmezett o,(n, s)
fiiggvény, tehat fennall
CAN(s,n,q) = g4(n, s).

Kiterjeszthetjiik a lefed§ tomb fogalmat az aldbbi altalanosabb értelmezés szerint: Egy
CA,.(M;s,n,q) lefedd tomb olyan M x n méretd tomb, melynek tetszéleges M x s méretd
résztombje és a Z; tér tetszdleges pontja esetén az eldbbinek taldlhato olyan sora, amely
az utdbbitol legfeljebb r koordindta helyen kiilonbozik. Az igy értelmezett lefedd tombok és
az dltaldnositott szirjektiv kodok kozott ugyanolyan kapcsolat van, mint a hagyomdnyos
értelemben vett lefedd tombok és sziirjektiv kodok kozott, tehdt fenndll

CAN,(s,n,q) = g4(n, s;7),

ahol CAN,(s,n,q) jeldli azt a legkisebb M értéket, melyre létezik CA.(M;s,n,q) lefedd
tomb.
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A 2-sziirjektiv kodokhoz és igy s = 2 esetén a lefed6 témbokhoz kapcsolodd fogalom a
méar Euler altal is tanulmanyozott latin négyzet fogalma.

Latin négyzet

Latin négyzet alatt olyan q X g méretd tabldzatot értink, melynek minden celldjaban adott
q szimbolum valamelyike dall igy, hogy minden sorban és minden oszlopban a q szimbolum
mindegyike pontosan eqyszer fordul eld.

Ortogonalis latin négyzetek

Két g x ¢ méretii A = (a;;) és B = (b;;) latin négyzet ortogonalis, ha az (a;;, b;;) rendezett
parok kozott nincs két azonos.

Koénnyen lathato, hogy két ortogonalis latin négyzet A = (a;;) és B = (b;;) esetén
az (1, ], a;j,b;;) négyesekbdl mint kodszavakbol allo kod 2-sziirjektiv, az ezekbdl mint
sorokbol alkotott tomb tehat CA(q?, 2,4, q) lefeds tomb. Ebbé] viszont kévetkezik, hogy

n — 2 paronként ortogonalis latin négyzet A = (a;;), B = (bij), ..., Z = (z;;) esetén
az (1,7, aij, bij, . . ., zij) n-esekbdl mint kodszavakbol all6 kod hasonloan 2-sziirjektiv, az

ezekbdl mint sorokbél alkotott témb pedig CA(q?,2,n, q) lefeds tomb.

Jelolje N(q) a paronként ortogonélis g-adrend latin négyzetek maximalis szamat. Ekkor
az el6bbiekbdl az is kovetkezik, hogy

N(q) = max{n : 0,(n,2) = ¢°} — 2 = max{n : CAN(2,n,q) = ¢°} — 2.
Maximalis tavolsaga kéd (MDS kod)

A Z7 térben értelmezett, k kodszoval generalt linedris kod maximalis tavolsagi kod (a
tovabbiakban MDS kéd, az angol ,maximum distance separable” kifejezés kezdgbetiii
alapjan), ha legkisebb tavolsagéara fennall, hogy

Apin =1 — k + 1.

Ismeretes, hogy tetszéleges prim vagy primhatvany ¢ esetén barmely n < ¢ + 1-re és
2 < k < n-re létezik az n,k paraméterekhez tartozd6 MDS kod, és minden ilyen kod
k-sziirjektiv.

Adjungalt kod

Az R =1 elérési sugér esetére Stanton, Horton és Kalbﬂeisch [21] altal bevezetett és

¢; (0 <j <p-—1) pozitiv egészek, és képezziik a
T(): {0,1,,—1+QO}

v ={q,1+q,...,—1+q+aq}
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halmazokat. Legyen C' C Z, ¢s a C' kod tetsz6leges ¢ szava esetén legyen
s(c) =min{q, : 1 <i<n}.

A fenti jelolésekkel az adjungalt kod fogalmat a kovetkezSképpen értelmezziik: Egy C' C
Z} kddnak a qo, qu, ..., qp1 (¢ > 1) sulyokhoz tartozd adjungdltja az a D = J,co D C

Zy (q= Zf:_ol q;) kod, melyre

D, = {d: (di,dy,...,dy) 1 d; € T, (i=1,2,...,n),) d; =0 (mod s(c))}. (5.1)

5.2. Egyszeri konstrukciok

5.2.1. Magasabb rendii ismétléses kédok

Bérmely ¢ és n esetén a Z térben értelmezett

ismétléses kod az (1.4)-ben megadott elérési sugarral optimalis kod. Kovetkezésképpen
Kq(n, [n(qg—1)/q] = q), 1gy pl

Ky(qR+1,(¢ —1)R) = ¢q.

5.2.2. Magasabb rendii Hamming kédok

A binaris és ternaris Hamming kodokhoz hasonléan tetszéleges prim vagy primhatvény g,
barmely h > 2 egész és n = qqh___11 esetére talalhato ¢ alapszamu perfekt kod. A legkisebb
ilyen kod (h = 2 eset) a ternaris specidlis esetre az el6z6 fejezetben felirthoz hasonlo
egyszerd konstrukcioval adodik, melynek soran generald kodszavaknak a

h = (0,0,...0,1,1,1),
hy = (0,0,...1,0,1,2),
..................... (5.2)
hees = (0,1,...0,0,1,q—2),
her = (1,0,...0,0,1,q—1)

vektorokat valasztjuk. A Hamming kodok mind a binaris, mind a ternaris, mind a
magasabb rendi esetben sok més térlefeds kod-konstrukeié alkotd elemét vagy kiindulasi
alapjat képezik.
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5.2.3. Egyéb konstrukciok linearis kéddal

Néhany esetben linearis kod adja a jelenlegi rekord-tarté kodot. Ilyen linearis koddal
megadott rekord-tarté kodok a K5(6,2), K5(6,3), K7(6,2), K7(7,4), Ks(6,2) és Kq(6,2)
kifejezések legjobb ismert fels§ korlatjanak a bizonyitasara szolgald kodok. A mellékelt
lemezen ezek mindegyikét megadtuk.

5.2.4. Mellékosztalyok mddszere (méatrix modszer)

A 4.1.4 szakaszban ismertetett modszer tetszéleges prim vagy primhatvany g¢-ra alkal-
mazhato, és igy tijabb magyarazatot méar nem igényel.

5.3. Folytatolagos konstrukciok és kapcsolatos egyen-
16tlenségek

Az ide tartozo modszerek ismertetése soran is szinte szorol szora ismételhetjiik a ternéris
eset megfelel§ konstrukcidjanal mondottakat.

5.3.1. 1-gyel novelt dimenzié és elérési sugar, valtozatlan méret

Legyen C C Z;' egy M kodszobdl allo, R elérési sugara kod. Egészitsiik ki C' kodszavait
egy-egy tetszoleges értékid (n + 1)-edik koordinataval. Az eredményiil kapott C’ kod R’
elérési sugarara fennall R < R’ < R+ 1, és kovetkezésképpen

K,n+1,R+1)< K,(n,R) < K,(n+1,R). (5.3)
5.3.2. 1-gyel novelt dimenzid, valtozatlan elérési sugar, g-szoros

méret

Legyen C C Z;' egy M kodszobol allo, R elérési sugart kod. Egészitsiik ki C' kodszavait
0 értékd, 1 értékd, ..., g — 1 értékd (n + 1)-edik koordinataval. Az eredményiil kapott

q—1
C" = | J{leli| : c € C}
=0
kod elérési sugara megegyezik C' elérési sugaraval, és kovetkezésképpen
K,(n+1,R) < qK,(n,R). (5.4)
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5.3.3. ¢-val novelt dimenzid, (¢ — 1)-gyel névelt elérési sugar, val-
tozatlan méret

Legyen C' C Z egy M kodszobol allo, R elérési sugart, az utols6 koordindtaban normalis
kod. Bontsuk fel C-t a C; (i =0, 1,...,¢—1) kodok egyesitésére ugy, hogy C; tartalmazza
C-nek azokat a kddszavait, melyeknek az utolsé koordinataja i. Egészitsiik ki mindegyik
C; minden kodszavéat ¢ szamu tovabbi 4 értéki koordindtaval. A kapott

C= U{|c|u | :ce G}

kod elérési sugara legfeljebb R + ¢ — 1.

5.3.4. Adjungalt k6dok moédszere

A |21] cikk ,,Theorem 2" tételében a szerzék — mas megfogalmazasban, és R = 1 elérési
sugarra korlatozodva — lényegében bebizonyitottak a kovetkezd lemma allitasat. Az ott
kozolt bizonyitas 1ényeges modositas nélkiil atvihets nagyobb elérési sugar esetére is.
5.1. Lemma.

Ha o C C Z7 kdd elérési sugara R, akkor az adjungdlt D C Z7 kod elérési sugara szintén
R.

Kiilénosen hasznosnak bizonyult az adjungalt kod konstrukcidja abban az esetben, ami-
kor C' perfekt kod. A ¢7! kodszobol 4ll6 ¢ + 1 dimenziés perfekt kodokra a [21] cikk
(méas megfogalmazéasban) az alabbi kovetkezményt mondja ki:

5.2. Kovetkezmény. (Kalbfleisch és szerzétdrsai [25] Theorem 3 kdvetkezményeként K.
és Ostergdrd [135] Corollary 1)

Tetszdleges q primhatvdny, r > 1 és 0 <t < q esetén

1 . R it o
) A

j=1

1
+1 . o Yq,t =
qu+t(q+11)<t‘1+§ ( )qﬂ—lt‘l—ﬂrﬂ—— [t—l R < ) ]
+1 t = j+1

ahol y,+ valamely (q + 1,qq_1)q1 perfekt kod azon ¢ = (c1,¢a,...,¢cqp1) kddszavainak a
szama, melyekre teljesil 0 < ¢; <t minden i =1,2,...,q+ 1 esetén.

Az y,; mennyiségekre kaphato — lehetSleg minél nagyobb — értékek egy részét a [21, 25
publikidciok méar megadtak. Tovabbi ilyen értékeket szamitdgépes kereséssel kaptunk. A
[135] cikkbdl atvett 5.1. tablazatban a korabban nem ismert 1j értékeket *-gal jeloltiik. A
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q=3 gq=4 gq=5 q=7 q=38 qg=29 qg=11
2 4 4 10* 32* 44> 84*
- 18 33 171~ 621* 2187 6999*

- - 164 1380 81927 13564* 163872*
- - 7985  31040*  121355* 2052255*
- - - 34278 157536* 747954  18085734*
- - - - 630532 3487393  114352742*
- - - - - 13256072  567934056*

CO 1 O Ut = W N
1

5.1. tablazat. y,. legjobb ismert értékei

tovabbiakban az 5.2. kovetkezményt a ¢ = 3,4,5 és 7 esetekre konkrétizaljuk a K,(n,1)
értékekre megadott egyenl6tlenségek forméajaban.

A g =3 és ¢ = 4 esetekre mar a [21] cikk megadta az alabbi egyenl6tlenségeket:

Ksr1(4,1) <9r% + 1102 + 3r + 1,

(5.5)
Ksi0(4,1) <993 +22r% + 121 + 8;
Kir1(5,1) < 641 + 7913 + 3612 + 4r + 1,
64r* + 15813 + 144r% 4 32r + 16
< Y
Kar2(5,1) < { 647 4 15613 4 144r2 4 561 + 8, (5.6)

Kyri3(5,1) < 647 + 22213 4 28872 4+ 162r + 33.

A [25] cikk tovabb lépett a ¢ = 5 esetre, és (2 egyiitthato téves értékétsl eltekintve)
megadta az alabbi egyenlGtlenségeket.

Ksr1(6,1) < 62575 + 749r* + 370r% + 90r? + 5r + 1,

Kspa(6.1) < { 6251° 4+ 14987 + 148073 + 72072 + 80r + 32,
T2 = 62510 4 14961 + 14803 + 76012 + 2007 + 22,
(5.7)
Kas(6.1) < { 6257r° + 2247r* 4 333073 4 243072 + 405r + 243,
TS =) 62510 + 2217r* + 321077 + 237072 4 8851 + 133,

Ksr44(6,1) < 625r° + 28361 + 51801 + 476072 + 22007 + 409.

Az 5.2. kévetkezmény és az y,, értékekre megadott tédblazat egyiittes hasznalataval kap-
juk az alabbi, eddig még nem publikilt (de részben a [135]| cikkben méar bemutatott)
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altalanos egyenlGtlenségeket a ¢ = 7,8 és 9 esetekre:

Ko11(8,1) < 11764977 + 1344551 + 6722175 + 1918774 + 339513+
+357r + Tr + 1,

(11764977 4 26891070 + 26888415 + 1534961 + 5432013+
Koran(8.1) < +1142472 4 448r + 128,

2™ =) 11764987 + 26890218 + 26884215 + 1534541 4 5453013+
+1219472 4 1582r + 93,

(11764977 + 4033657r° + 604989r° + 5180497 + 27499573+
+86751r% + 5103r + 2187,

11764977 + 403197r° + 6038557 + 515025r* + 27184513+ (5.8)
+8927172 + 168217 + 1389,

K7r+3(87 1) <

\

Koy 4(8,1) < 11764977 + 5364447 + 1065988r° + 12003321 + 82978013+
435310872 + 85708 + 9139,

Kry5(8,1) < 11764977 + 664295r° + 16248051 + 223331511 + 186427513+
+945525r2% + 2698151 + 33409,

Krp6(8,1) < 11764977 + 77245875 4 2180262r° + 34290907 + 324555013+
+1848462r% + 5865301 + 79981;

Kgri1(9,1) < 209715278 + 235929577 + 11796407 4 3440361°+
+64456r* + 799472 + 61602 + 8r + 1,

209715278 + 471859077 + 471856075 + 275228815+ (5.9)
+10312967* 4 255808r° + 3942472 + 10241 + 256,

2097152r% + 471856017 + 471833615 + 27516161°+
+10304007* + 25580873 + 412161 + 3712r + 128;

Kgri2(9,1) <

Koy 1(10,1) < 4304672179 + 478296898 + 2391483677 + 7085844r°+

+13777267° + 183582r* + 1688473 4+ 99612 + 9r + 1. (5.10)

Azokban az esetekben, amelyekre két egyenlStlenséget adtunk meg, mindig az els6 ad
jobb fels6 korlétot, ha r = 1, mas r esetén viszont egyéb kortilményektdl is fiigg, hogy
melyik egyenl6tlenség jobb a ketté koziil. Nagy vonalakban annyit el lehet mondani,
hogy altaldban jobb az els6 egyenlGtlenség kisebb r-ek esetén, a masodik egyenlGtlenség
pedig nagyobb r-ek esetén, de vannak ez alol kivételek.

5.4. Osszetételes konstrukciok és kapcsolatos egyenl6t-
lenségek

Koénnyen verifikalhato, hogy 3-nal nagyobb alapszam esetére is atviheték a DS, ADS és
BDS konstrukciokra a binéris esetben mondottakkal analog allitasok, tulajdonsagok és
bizonyitasok.
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5.4.1. Sziurjektiv kddok egyesitése

Kalbfleisch és Stanton [17] észrevettek, hogy ha Cy C Z7, és Cy C Z))) 2-sziirjektiv kodok,
ahol Z,, ={0,1,...,q1 — 1} és Z,, = {qn.qn + 1,...,q1 + ¢2 — 1}, akkor a C; U Cy kod
elérési sugara 1, és kovetkezésképpen

Ky1g,(3,1) <04,(3,2) +04,(3,2) = CI% + qS. (5.11)
Hasonl6an mutathatdé meg harom 2-sziirjektiv kod egyesitésével, hogy
KQ1+qQ+f13 (47 2) < Oq (4? 2) + Oqa (47 2) + Og3 (47 2)' (5'12)

Az (5.11) és (5.12) egyenlStlenség bizonyitasa helyett az ezeknél sokkal altalanosabban,
az altalanositott sziirjektiv kodok méretével kapcsolatos o,(n, s;r) fliggvényre megfogal-
mazott alabbi egyenl&tlenséget bizonyitottuk a [135] cikkben.

5.3. Tétel. (K. és Ostergard [135], Theorem 2)

k k k
Ogtotq (M 1 — Kk + Z sipl—Fk—r+ Zsl) < Zoqi(n, Si;8; —T). (5.13)
=1 =1

i=1

Bizonyitds. Legyen C' = Ule C;, ahol a C; kod s;-sziirjektiv s;—r sugarral a szimbolumok

i—1 i—1 i—1
Z20) =) a1+ Yt (@ =1+ a}
j=1 j=1 j=1

halmazan. Ekkor a Z;', ., = tér tetszbleges pontjanak barmely 1 — k + Zle S; =
1+ Zle(si — 1) koordinatajara legalabb egy i index esetén teljesiil, hogy legalabb s; ko-
ordinata értéke Z(i)-bdl van (skatulya elv). Kovetkezésképpen az ezen i indexhez tartozo
C;-ben van olyan kodszo, amely (1—]64—2?:1 s;)-sziirjektiv 1—k—r+zf:1 s; sugarral. [

Mivel az eddigi tapasztalatok azt mutatjak, hogy gyakorlati szempontbél hasznosabb
az altalanos megfogalmazasi 5.3. tétel helyett ismételten, k — 1 1épésben alkalmazni az
(5.13) formula két tagra vonatkozé alakjat, ezért az utobbit kiilon is megadjuk:

Ogtgn (M1 + 82— 1381+ 590 — 1 —1) < 0y (n, 515851 — 1) + 04y (n, 52580 — 7). (5.14)

Abban a specialis esetben, amikor az (5.13) képlet esetén n = 1 — k + Zle s;, ill. az
(5.14) képlet esetén n = s1 + sy — 1, a szoban forgdé mindkét képlet K (n,n — R) értékére
fejez ki fels6 korlatot. Az altalanosabb esetre ily moédon a kdvetkez6 formuléat kapjuk:

5.4. Kévetkezmény. (K. és Ostergird [135], Corollary 3)

k
Kogpog(br =k Lkr —k+1—7) <Y og (kr —k+1,7). (5.15)
=1
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Ezzel a képlettel a mar kordbban ismert és alkalmazott (5.11) és (5.12) egyenl6tlenségek
altalanositasat fogalmaztuk meg.

Végiil fontosnak tartom megjegyezni, hogy az e szakaszban targyalt osszefiiggések akkor
is érvényesek, ha megengedjiik az 1 érték el6fordulasat a ¢; értékek kozott. Ilyenkor
o1(n,s) =1 és o1(n,s;r) = 1 a paraméterek értékétd] fiiggetlentl.

5.5. Nagyobb alapszamhoz tartozé térlefedé6 koédok
mérete

A binéris és ternaris kodok targyalasdhoz hasonléan elGszor felsoroljuk, hogy altalanos
q alapszam esetén az n dimenzids, R elérési sugari optimélis térlefogd kodok méretét
kifejez6 K,(n, R) mennyiségek pontos értékét milyen esetekben ismerjiik. Altalanos ¢
alapszam esetén is nyilvanvaloan fennall K (n,0) = ¢" és K,(n,n) = 1. E két trivialis
eseten kivill K, (n, R) pontos értékét még az alabbi esetekben ismerjiik:

(a) K,(n, R) = q akkor és csak akkor, ha R <n < % (azaz W < R < n);

thlih

(b) Kq(qh_1 1) =q«1 ", ahol h > 2, egész, q pedig prim vagy primhatvany;

q—17
(¢) Kiy(q+1,1) =t%q?" ahol t > 2, egész, ¢ pedig prim vagy primhatvény;

(d) K4(q,9—2) =q—2+02(¢,2), ha4 < g <10.

)
() K,(3,1) = | £:

2

(F) Kyf0.2) = [£] b 0 < g < 15 vagy ¢ > 21
(9) K4(n,n—2) = nq—jl, ha ¢q oszthato n — 1-gyel, és a q/(n — 1) rendd latin négyzetek
kozott talalhato legalabb n — 2 paronként ortogonélis latin négyzet;

(h) K4(4,1) = 24, K4(4,2) =7, K4(8,5) = 8, K5(4,2) = 11, K5(10,7) = 9,
Ks(5,3) = 12, K17(5,3) = 73, K15(5,3) = 82 és K19(5,3) = 91.

Az el6z6 két fejezethez hasonldan ismét sematikus tablakkal (5.2-5.5. tablazatok) szem-
leltetjiik a megoldott (e jellel jelolt), értelmezhetetlen (o jellel jelolt), ill. megoldatlan
(tiresen hagyott mezdk) esetek tartomanyat. Mivel g értékének novelésével K, (n, R)
pontos értékének a meghatarozasa egyre nehezebbé valik, a tablazatokban a e jellel ki-
fejezett megoldott esetek tartoménya lathatoan egyre sziikebb. Az 5.2-5.5. tablazatok
teljes jelmagyarazatat lasd a 3.1. tablazatnal.

Az (a) &llitast a 4.9. allitasban bizonyitottuk. A ¢ alapszami Hamming kodok segitsé-
gével bizonyithato (b) egyenlséget altalanosan Zaremba [9] bizonyitotta, a (b) alapjan
levezethet6 (c) egyenlGséget pedig Blokhuis és Lam [42] bizonyitottak. A (d) allitast Haas
és szerzGtarsai [158| bizonyitottak. Az (e) pont alatt megadott egyenlGséget Kalbfleisch
¢és Stanton [17] fedezték fel és bizonyitottak.
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5.2. tablazat. Optimaélis térlefedd kodok megoldott esetei g = 4-re és ¢ = 5-re
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5.3. tablazat. Optimaélis térlefedd kodok megoldott esetei ¢ = 6-ra és ¢
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5.4. tablazat. Optimaélis térlefedé kodok megoldott esetei ¢ = 8-ra és ¢
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5.5. tablazat. Optimalis térlefedé kodok megoldott esetei ¢ = 10-re

Az (f) és (g) allitasok koziil az utobbit vessziik most eldre, mivel az joval korabban ismert
volt. A Rodemichtél [24] szarmazé (g) allitast a paronként ortogonalis latin négyzetek
maximalis szamara bevezetett N(q) fliggvény, a sziirjektiv kodok méretére vonatkozo
o4(n, s) figgvény, ill. a lefed§ tombok méretére vonatkozé CAN(s,n,q) fliggvény hasz-
nalataval a kovetkezs (i), (ii), ill. (iii) valtozatban is kimondhatjuk:

(i) N(g/(n—1)) =2n-2,

2 . 2
K,(n,n—2) = nq— T ha ¢ oszthato n — l-gyel, és{ (i) og/n-1)(n,2) = (ng—l)m

2

| (iii) CAN(2,7n, ;%) = -2

n—1 n—1)2°

Az (f) allitas 4j eredményt fejez ki, ezért kiilon tételben is megfogalmazzuk.

5.5. Tétel.

K,(4,2) = [%—‘, ha 9 < q <15 vagy q > 21.

Bizonyitds. Rodemich [24] bebizonyitotta, hogy a K,(n,n —2) > nq—fl egyenlGtlenség

altalanosan, minden tovabbi kikotés nélkiil is érvényes. Ebbdl nyilvanvaloan kévetkezik,
hogy

ki [2].

A forditott irdnyu egyenl6tlenség bizonyitasahoz tekintsiik az (5.12) egyenlStlenséget,
kettG azonos vagy szomszédos, vagyis ¢ = 0 (mod 3) esetén legyen ¢; = ¢2 = q3 = ¢/3,
g = 1 (mod 3) esetén legyen ¢ = g2 = (¢ —1)/3 és qg3 = (¢ +2)/3, ¢ = 2 (mod 3)
esetén pedig legyen ¢; = ¢go = (¢+1)/3 és g3 = (¢ — 2)/3. Ekkor az (f) esetre megadott
tartomanyban mindharom ¢; lehetséges értékeire teljesiil 3 < ¢; < 5 vagy ¢; > 7. Bose
és szerztarsai [13]-ben bizonyitottak, hogy N(q) > 2, ha ¢ > 3 és q # 6, ennélfogva
0,(4,2) = ¢ fennéll az el6bb megadott ¢; értékekre. Ebb6l a o,,(4,2) + 04,(4,2) +
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044 (4,2) Osszegre egyszerd szamolassal kapjuk a ¢?/3 kifejezést az els esetben, ill. a
(¢* +2)/3 kifejezést a masik két esetben. Igy mindharom esetben

2

K,(4,2) < [qﬂ .

A (h) alatt felsorolt szorvanyos esetekre a pontos érték elérésének folyamatat (az utolso
harom eset kivételével) az 5.7-5.9. szakaszokban adjuk meg. Az utols6 harom esetre az
egyenl@ség igazolasa a [135| cikkben talalhato.

5.6. Klasszifikicios eredmények nagyobb alapszam ese-
tére

A térlefeds kodok ezen kategoridajara az alabbi esetekben ismeriink klasszifikacios ered-
ményeket:

(a) Tetszbleges g-ra n = 2 és R = 1 esetén az inekvivalens optimalis térlefed kodok
szama megegyezik g pozitiv egész tagokbol allo particivinak a szamaval.

(b) g = 4 vagy 5, n = 3, R = 1 esetén az inekvivalens optimalis térlefeds kodok szama
1.

(¢c) g=4, n=4, R =2 esetén az inekvivalens optimalis térlefeds kodok szama 8.
A fenti klasszifikacios eredmények részletesebb kifejtésével folytatjuk.

(a) A K,(2,1) = q egyenlSséget teljesits inekvivalens kodok szama Kaski és Ostergard
[138] munkéijaban talalhato (Theorem 7.32).

A (b) K4(3,1) = 8 és K5(3,1) = 13, ill. (¢) K4(4,2) = 7 esetekre az optimaélis kodok
szamat szamitogép segitségével hataroztuk meg [167]-ban, ill. [129]-ben. Az elsé két
esetre az deriilt ki, hogy az optimaélis kod ekvivalenciatol eltekintve egyértelmt. A terna-
ris esethez tartozo megfelels kod unicitasat Ostergard [94] bizonyitotta, a binaris esetre
vonatkozo6 hasonlo allitas pedig trividlis. Ennélfogva kimondhatjuk a kovetkezs tételt.

5.6. Tétel.

A K, (3,1 = {%1 egyenldséghez tartozo optimdlis kod 2 < q < 5 esetén eqyértelmd.

Az egyetlen optimalis kod tehat az a kdd, amelyet az 5.4.1 szakaszban ismertetett konst-
rukcié eredményez q; = L%J és qu = (%w véalasztassal. Jelenleg nyitott probléma, hogy a

tétel allitasa kiterjeszthets-e az 5-nél nagyobb ¢ értékekre.
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5.7. Az optimalis és rekord-tart6 térlefed6 kodok atte-
kintése ¢ = 4 esetén

Csak az n < 11 esetekkel foglalkozunk, a mellékelt lemezen is nagyjabol ugyanezeket
listazzuk. R = 1 elérési sugar esetén azonban 9 dimenziénal, R = 2 esetén 10 dimenziénal
megéllunk a kodok listazasaval ezek novekvd mérete miatt. A prompt korlatokat itt
mar nem tiintetjiik fel, viszont bizonyos mértékig itt is nyomon kovetjiik a korlatok
fokozatos javitasanak a menetét és megadjuk az ismert optimalis, ill. rekord-tarté kodok
kiegyensilyozottsagara és normalitasara vonatkozé adatokat.

5.7.1. R =1 elérési sugart kédokra vonatkozé eredmények

K4(2,1) =4 és 5 optimalis kod létezik. Az optimalis kodok alakja

* X X X

w N = O

ahol a *-gal jelolt helyeken tetszdleges szimbolum allhat.

K 4(3, 1) = 8 ¢és egyetlen optimalis kod létezik. Konstrukei6 és egyenlGség bizonyitasa:
[17, 19]. Klasszifikacio (ami itt az unicitas bizonyitasat jelenti): 5.6. tétel. Az egyetlen
optimalis kéd kiegyenstulyozott, abnormalis kod.

Ky4(4,1) = 24. A 24 also korlat és a 32 felss korlat bizonyitasa: [17] (1969). (Az also
korlat bizonyitasa az elsé kozleményben kis hibat tartalmazott, ezt a szerzdék a folyoirat
kovetkezd szaméaban korrigaltak.) A 24 felss korlat bizonyitasa: [21]. Az ismert optimalis
kod kiegyensulyozott, abnormélis kod.

K4(5, 1) = 64. Pontos érték igazolasa: [9]. Az ismert optimalis kod perfekt, kiegyen-
stlyozott, abnormélis kod.

228 < K4(6,1) < 256. A felss korlat K4(5,1) = 64 ismeretében az (5.4) egyenlétlen-
ségbdl kovetkezik. Az also korlat bizonyitasa: [57]. Az ismert rekord-tarté konstrukcio
kiegyensilyozott, normélis kod.

762 < K4(7,1) < 992. Konstrukcio 1008, majd 992 kodszoval: [168] (2005, 2006).
A 748 also korlat bizonyitésa: [57]. Az also korlat javitasa 752-re [117], 762-re [134]. Az
ismert rekord-tarté konstrukcio kiegyenstlyozatlan, abnormaélis kod.

2731 < K4(8,1) < 3456. Konstrukei6 3456 kodszoval: [113]. A 2731 also korlat
bizonyitasa: [57|. Az ismert rekord-tart6 komstrukci6é kiegyensulyozatlan, abnormalis

kod.

9368 < K4(9,1) < 12288. Konstrukeio 15360 kodszoval: [65], 12288 kodszoval:
[113]. A 9364 also korlat bizonyitasa: [57|. Az also korlat javitasa 9365-re [82], 9368-ra
[156]. Az ismert rekord-tarté konstrukeio kiegyensulyozott, abnormaélis kod.
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34953 < K4(10,1) < 49152. A fels korlat K, (9,1) < 12288 ismeretében az (5.4)
egyenlStlenséghdl kovetkezik. A megadott also korlat bizonyitasa: [57].

123846 < K4(11,1) < 131072. Konstrukci6 131072 kodszéval: Vilinen (2002), és
téle fliggetleniil [168]. A megadott alsé korlat bizonyitasa: [134].

5.7.2. R =2 elérési sugart kédokra vonatkozé eredmények

K4(3,2) =4 és 21 optimalis kod létezik. Az optimélis kodok alakja

W N = O

S R R
S S

ahol a *-gal jelolt helyeken tetszdleges szimbolum allhat.

Ky4(4,2) = 7 és 8 optimalis kod létezik. Konstrukcié 7 kodszoval: [86]. Ky(4,2) > 6
bizonyitasa: [24]. A pontos érték igazolasa: [97|. Klasszifikdcio: [129]. Az optimalis
kodok részben kiegyensulyozottak, részben kiegyensilyozatlanok. Valamennyi optimalis
koéd abnormalis.

15 < K4(5,2) < 16. Konstrukcié 16 kodszoval: [65]. A 12 alsé korlat bizonyitasa:
[57]. Az also korlat javitasa 14-re [162], 15-re [167]. Az ismert rekord-tarté konstrukeio
kiegyensulyozott, normalis kod.

32 < K4(6,2) < 52. Konstrukcié 64 kodszoval: [65], 52 kodszoval: [113]. A 28 also
korlat bizonyitésa: [57|. Az also korlat 32-re javitasa: [162]. Az ismert rekord-tarto
konstrukcié kiegyensilyozott, abnormalis kod.

84 < K4(7,2) < 128. Konstrukcié 192, ill. 128 kodszoval: [65, 113]. A megadott
also korlat bizonyitasa: [164]. Az ismert rekord-tart6 konstrukeio kiegyenstlyozott, ab-
normélis kod.

240 < K4(8,2) < 352. Konstrukei6 512, ill. 384 kodszoval: [65, 113], 352 kodszoval:
[168] (2005). A megadott also korlat bizonyitasa: [57].

751 < K4(9,2) < 1024. Konstrukeié 1536, ill. 1024 kodszoval: [65, 113]. A 747 also
korlat bizonyitasa: [57]. Az also korlat 751-re javitasa: [156]. Az ismert rekord-tartod
konstrukcioé kiegyensilyozott, abnormaélis kod.

2412 < K4(10,2) < 4096. A felss korlat direkt dsszeg konstrukcioval adodik. A
2408 also korlat bizonyitasa: [57]. Az also korlat 2412-re javitasa: [134]. Az ismert
rekord-tarto konstrukcié kiegyensilyozott, abnormalis kod.

7974 < K4(11,2) < 15872. Rekord-tart6 konstrukcio: [168] (2006). Az also korlat
bizonyitasa: [57].
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5.7.3. R = 3 elérési sugart kédokra vonatkozd eredmények

K4(4,3) =4 és 79 optimalis kod létezik. Az optimalis kodok alakja

0

* X X X
S SR I
* X X x

1
2 )
3
ahol a *-gal jelolt helyeken tetszdleges szimbolum allhat.

K4(5,3) = 4 és egyetlen optimalis kod létezik, mégpedig egy ismétléses kod, amely
kiegyensilyozott és normaélis.

10 < K4(6,3) < 14. Rekord-tart6 konstrukcio: [168] (2005). A 8 alsé korlat bi-
zonyitésa: [57|, az alsé korlat 10-re javitasa: [167]. Az ismert rekord-tarté konstrukcio
kiegyensilyozatlan, abnormalis kod.

19 < Ky(7,3) < 32, 44 < Ky4(8,3) <96, 110 < K4(9,3) < 256. Rekord-
tarto konstrukcio: [65]. Also korlat: [164]. Az ismert rekord-tarté konstrukcié mindha-
rom esetben kiegyensulyozott, normalis kod.

313 < K4(10,3) < 832. Rekord-tarto konstrukcio: [168] (2005). Also korlat: [57].
Az ismert rekord-tart6é konstrukcio kiegyensulyozott, abnormalis kod.

Megjegyzés. Az [57] cikk a K4(10,3) > 315 also korlatot adja meg (Table IT) és kozli, hogy
e korlatot Theorem 1 vagy 2 bizonyitja, melyek koziil 1-nél nagyobb elérési sugar esetén
csak az utobbi johet szoba. Kideriil azonban, hogy a ,,Theorem 27 tétel alkalmazasaval
csak a 313 also korlat bizonyithato.

849 < K4(11,3) < 2048. Rekord-tart6 konstrukcio: [168] (2005). Also korlat: [57].
Az ismert rekord-tarté konstrukcio kiegyensulyozott, abnormalis kod.

5.7.4. R =4 elérési sugart kédokra vonatkoz6 eredmények

8 < K4(7,4) < 10. Konstrukcio 12 kodszéval: [65], 10 kodszoval: [136] (2006). Az
als6 korlat bizonyitasa: [129]. Az ismert rekord-tart6 konstrukcio kiegyensulyozatlan,
abnormalis kod.

13 < K4(8,4) < 28. Rekord-tarto konstrukeio: [65]. Also korlat: [167]. Az ismert

rekord-tartd konstrukcié kiegyensiilyozatlan, normalis kod.

26 < K4(9,4) < 64. Rekord-tarto konstrukeit: [65]. Also korlat: [164]. Az ismert
rekord-tarté konstrukcié kiegyensiilyozott, normélis kod.

59 < K4(10,4) < 208. Konstrukcio 256 kodszoval: [65], 208 kodszoval: [113]. Also
korlat: [164]. Az ismert rekord-tarté konstrukeio kiegyenstlyozott, normalis kod.

148 < K4(11,4) < 512. Rekord-tarté kod: [167], ADS konstrukcival. Az alsé korlat
bizonyitasa: [57]. Az ismert rekord-tarté konstrukeié kiegyensulyozott, normalis kod.
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5.7.5. R =5 elérési sugart kédokra vonatkozé eredmények

K4(8,5) = 8. Konstrukci6 8 kodszoval: [65]. Az 5 also korlat bizonyitasa: [57]. Az also
korlat javitasa 7-re: [90], 8-ra [129]. Az ismert optimalis kod kiegyensulyozott, normélis
kod.

10 < K4(9,5) < 16. Rekord-tart6 konstrukcio: [65]. Also korlat: [164]. Az ismert
rekord-tart6 kod kiegyensulyozott, normalis kod.

18 < K4(10,5) < 54. Rekord-tarto konstrukeio: [136] (2006). Also korlat: [164]. Az

ismert rekord-tarté kod kiegyensiilyozatlan, abnormalis kod.

36 < Ky4(11,5) < 128. Rekord-tart6 kod: [167], ADS konstrukcioval. Also korlét:
[164]. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozott, normaélis kod.

5.7.6. R = 6 elérési sugart kédokra vonatkozé eredmények

8 < K4(10,6) < 16. Rekord-tarto kod: [65] (1991). A 7 alsé korlat bizonyitasa: [90],
az also korlat 8-ra javitasa: [129]. Az ismert rekord-tarto kod kiegyensulyozott, normalis

kod.

14 < K4(11,6) < 32. Rekord-tarto kod: az 5.3.3 szakasz példai kozott szerepel.
Az also korlat bizonyitéasa: [164]. Az ismert rekord-tarté kod kiegyenstlyozott, normalis
kod.

5.7.7. R =7 elérési sugart kédokra vonatkozé eredmény

8 < K4(11,7) < 11. Rekord-tarté kod: [136]. Az alsé korlat bizonyitasa: [129]. Az
ismert rekord-tarté kod kiegyensiilyozatlan, normalis kod.

5.8. Az optimalis és rekord-tarté térlefedé kodok atte-
kintése ¢ = 5 esetén

Ismét csak az n < 11 esetekkel foglalkozunk, de R = 1 és 2 elérési sugar esetén 7
dimenziéonal, R = 3 esetén 9 dimenziéonal megéllunk.

5.8.1. R =1 elérési sugart kédokra vonatkozé eredmények

K 5(3, 1) = 13 és egyetlen optimalis kod létezik. Konstrukcio és egyenlség bizonyi-
tasa: [17]. Klasszifikdcio (ami itt az unicitas bizonyitasat jelenti): 5.6. tétel. Az egyetlen
optimalis kod két 2-sziirjektiv kod egyesitése; kiegyensilyozott, abnormalis kod.
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46 < K5(4,1) < 51. Rekord-tarto kod: [21]. A 45 als6 korlat bizonyitasa: [19]. Az
also korlat 46-ra javitasa: [23|. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensilyozatlan, abnor-
maélis kod.

160 < K5(5,1) < 184. Rekord-tarto kod: [21]. A 157 also korlat bizonyitasa: [19].
Az also korlat 160-ra javitasa: [122]. Az ismert rekord-tart6 kod kiegyensulyozatlan,
abnormalis kod.

K5(6,1) = 625. Pontos érték igazolasa: [6, 7, 8]. Az ismert optimalis kod perfekt,
kiegyensilyozott, abnormalis kod.

2722 < K5(7,1) < 3125. A fels6 korlat az (5.4) egyenlGtlenség alapjan adodik. A
2695 also korlat bizonyitasa: [57]. Az als6 korlat javitasa 2702-re [82], 2722-re [134]. Az
ismert rekord-tartd kod kiegyensilyozott, normélis kod.

11945 < K5(8, 1) < 15625. A felss korlat az el6z6 esethez hasonloan adodik. A
11887 also korlat bizonyitasa: [57|. Az alsé korlat javitasa 11945-re [134].

53138 < K5(9,1) < 78125. A felss korlat az el6z6 két esethez hasonloan adodik.
Az 52790 als6 korlat bizonyitasa: [57]. Az alsoé korlat javitdsa 52796-ra [82], 52800-ra
[117], 53138-ra [134].

238993 < K;5(10,1) < 390625. A felss korlat az el6z6 3 esethez hasonloan adédik.
A 238190 also korlat bizonyitasa: [57]. Az also korlat javitasa 238193-ra [82], 238200-ra
[117], 238993-ra [134].

1087416 < K5(11,1) < 1525877. A felss korlat [135], ,,Proposition 97 allitasnal
alkalmazott modszerrel bizonyithato. A feltiintetett alsé korlat [57| egyik formuldja
alapjan adodik.

5.8.2. R = 2 elérési sugart k6dokra vonatkozé eredmények

K5(4,2) = 11. Konstrukeié 11 kodszoval: [65]. A 9 also korlat bizonyitasa: [24].
Az also korlat 11-re javitasa és ezaltal a pontos érték igazolasa: [158|. Az ismert opti-
mélis kodok kozott kiegyensilyozott és kiegyensilyozatlan kodok is el6fordulnak, s ezek
valamennyien abnormalis kodok.

22 < K5(5,2) < 35. Rekord-tarto kod: [65]. Also korlat: [164] (2008). Az ismert
rekord-tartd kod kiegyensulyozatlan, abnormalis kod.

71 < K5(6,2) < 125. Rekord-tart6 kod: [65]. Also korlat: [164]. Az ismert rekord-
tarto kodok kiegyensulyozottak, s el6fordulnak kozottiik normalis és abnormaélis kodok
is.

225 < K5(7,2) < 525. Rekord-tarto kod: [113]. Alsé korlat: [164]. Az ismert
rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan, abnormalis kod.

821 < K5(8,2) < 1625. Konstrukcio 2392, ill. 1875 kodszéval: [65, 113], 1625
kodszoval: [136] (2006). A 815 also korlat bizonyitasa: [57]. Az also korlat 821-re
javitasa: [156].
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3367 < K5(9,2) < 6375. Konstrukcio 8125, ill. 7500 kodszoval: [65, 113], 6375
kodszoval: [136] (2006). Also korlat: [57].

A
13161 < K5(10,2) < 23000. Konstrukeié 31875 kodszoval: direkt dsszeg, 23000
kodszoval: [136] (2006). Also korlat: [57].
<

52842 < Kj(11,2)
korlat: [134].

78125. Konstrukecio 78125 kodszoval: [136] (2006). Also

5.8.3. R = 3 elérési sugara koédokra vonatkoz6 eredmények

K5(5,3) = 9. Konstrukei6 10, ill. 9 kodszoval: [65, 86]. A 7 als6 korlat bizonyitasa:
[24]. Az also korlat 9-re javitasa és ezaltal a pontos érték igazolasa: [158]. Az ismert
optimélis kodok kiegyensulyozatlan, abnormalis kodok.

Megjegyzés. Optimélis kodok konstrukcidjahoz az 5.4.1 szakaszban ismertetett modszert
alkalmazzuk ¢ = 2, 9 = q3 = q4 = 1 értékekkel. T6bb konstrukciot is bemutatunk
a lemez mellékleten, melyek kozott a kiilonbséget a felhasznélt binaris 2-sziirjektiv kod
eredményezi. A [145], ,Table 17 tablazat szerint n = 5, M = 6 esetén 7 ilyen inekvivalens
sziirjektiv kod 1étezik.

16 < Kj5(6,3) < 25. Rekord-tart6 kod: [65]. Also korlat: [164]. Az ismert rekord-
tartd kodok linearis, kiegyensulyozott kodok, s kozottiik normaélis és abnormalis kod is
talalhato.

38 < Kj5(7,3) < 100. Rekord-tarto kod: [128]. Also korlat: [164]. Az ismert
rekord-tart6 kod kiegyensilyozott, abnormaélis kod.

109 < K5(8,3) < 325. Konstrukeié 455 kodszoval: [65], 325 kodszoval: [90]. Also
korlat: [164]. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan, normalis kod.

330 < K5(9,3) < 1275. Konstrukeio 1625 kodszoval: [65], 1275 kodszoval: [90).
A 329 also korlat bizonyitasa: [57]. Javitas 330-ra: [116]. Az ismert rekord-tarto kod
kiegyenstulyozatlan, normalis kod.

1163 < K5(10,3) < 4375. Rekord-tarto kod: [136] (2006). Also korlat: [156].
4255 < K5(11,3) < 15625. Rekord-tarté kod: [136] (2006). Also korlat: [57].

5.8.4. R =4 elérési sugara koédokra vonatkoz6 eredmények

12 < K5(7,4) < 21. Rekord-tarto kod: [136] (2006). Alsé korlat: [164]. Az ismert
rekord-tarto kod kiegyenstlyozott, abnormaélis kod.

25 < K5(8,4) < 65. Konstrukeié 121 kodszoval: [65], 65 kodszoval: [90]. Also korlat:
[164]. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan, normalis kod.

64 < K5(9,4) < 255. Konstrukcié 325 kodszoval: [65], 255 kodszoval: [90]. Also
korlat: [164]. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan, normalis kod.
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162 < K5(10,4) < 875. Konstrukcié 875 kodszoval: [90]. Also korlat: [57]. Az
ismert rekord-tartd kod kiegyensilyozott, normélis kod.

Megjegyzés. A |90] cikkben a 720 felss korlat van megadva (Corollary 8), azonban a cikk
anyaga alapjan csak a 875 felsg korlat bizonyithat6. Nemrég megkérdeztem a cikk egyik
szerzGjét, hogy mi errdl a véleménye, aki e kérdésre adott vilaszaban megerdsitette azt
a feltételezésemet, hogy a publikalt 720 fels6 korlat téves volt.

535 < Kj5(11,4) < 3125. Rekord-tarto kod: [90]. Alsé korlat: [57]. Az ismert
rekord-tartd kod kiegyensulyozott, normalis kod.

5.8.5. R =5 elérési sugart kédokra vonatkozd eredmények

11 < K5(8,5) < 15. Konstrukei6 20 kodszoval: [65], 19, ill. 15 kodszoval: [136] (2006,
2008). A 6 also korlat bizonyitasa: [57]. Az also korlat javitasa 9-re: [90], 11-re: [158].
Az ismert rekord-tarté kod kiegyensilyozott, abnormalis kod.

19 < K5(9,5) < 55. Konstrukcio 65 kodszoval: [65], 55 kodszoval: [90]. Also korlat:
[164]. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan, normalis kod.

41 < K5(10,5) < 175. Rekord-tarté kod: [90]. Also korlat: [164]. Az ismert

rekord-tarté kod kiegyensulyozott, normalis kod.

103 < Kj5(11,5) < 625. Rekord-tarté kod: [90]. Also korlat: [164]. Az ismert
rekord-tartd kod kiegyensulyozott, normaélis kod.

5.8.6. R = 6 elérési sugart kédokra vonatkozé eredmények

9 < K5(9,6) < 12. Konstrukcio 15 kodszoval: [65], 12 kodszoval: [136] (2008). A
6 also korlat bizonyitasa: [57]. Az alsé korlat javitasa 8-ra [90], 9-re [158]. Az ismert
rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan, abnormalis kod.

16 < K5(10,6) < 45. Rekord-tarto kod: [90]. Also korlat: [164]. Az ismert rekord-
tarto kod kiegyensulyozatlan, normalis kod.

29 < K5(11,6) < 125. Rekord-tarto kod: [90]. Also korlat: [164]. Az ismert
rekord-tartd kod kiegyensulyozott, normalis kod.

5.8.7. R =T elérési sugari kddokra vonatkoz6 eredmények

K5(10,7) = 9. Konstrukcié 10 kodszoval: [65], 9 kodszoval: [165]. A 6 also korlat
bizonyitasa: [57]. Az also korlat 9-re javitasa: [158]. Az ismert optimalis kod kiegyenst-
lyozott, abnormalis kod.

12 < K5(11,7) < 25. Rekord-tarto kod: [90]. Also korlat: [164]. Az ismert rekord-
tarto kod kiegyenstlyozott, normalis kod.
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5.9. Az optimalis és rekord-tart6 térlefed6 kdédok atte-
kintése 6 < g < 10 esetén

A 6 < ¢ < 10 intervallumra vonatkozoan méar csak olyan esetekkel foglalkozunk (a
teljesség igénye nélkiil), melyekre 3 < n < 7. Itt sem adunk meg prompt korlatokat, s
az egyéb kozlendskbdl is altalaban csak a leglényegesebbekre szoritkozunk.

5.9.1. R =1 elérési sugart kédokra vonatkozé eredmények

Kg(3,1) = 18, K7(3,1) = 25, K3(3,1) = 32, Ko(3,1) = 41. Konstrukei6 és
egyenl@ség bizonyitasa: [17]. A felsorolt esetekre vonatkozoan az ismert optimélis kodok
mindegyike két 2-sziirjektiv kod egyesitése; s valamennyien kiegyensulyozott, abnormalis

kodok.
K10(3,1) = 50. Az elbbi esetekre mondottak itt is valtozatlanul érvényesek.

Kg(4,1) = 72. Konstrukcié és egyenldség bizonyitésa: [19]. Az ismert optimalis kod
kiegyensulyozott, abnormélis kod.

115 < K7(4,1) < 123, 171 < Kg(4,1) < 192. Konstrukeio 123, ill. 192
kodszoval: [21]. A 115, ill. 171 als6 korlat bizonyitasa: [24], altalanos formulaval. Az
ismert rekord-tartd kod mindkét esetben kiegyenstulyozott, abnormalis kod.

Ko(4,1) = 243. Konstrukci6 243 kodszoval: [19]. A 243 also korlat (és egytttal
pontos érték) igazolasa: [24], altalanos formulaval. Az ismert optimélis kod ezuttal is
kiegyensulyozott, abnormélis kod.

334 < Kj0(4,1) < 352. Rekord-tarté kod: [21]. Az also korlat bizonyitasa: [24],
altalanos formulaval. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan, abnormaélis kod.

330 < K6(5, 1) < 414, 606 < K7(5, 1) < 769. Rekord-tarté kodok: [21].
Also korlatok: [122]. Az ismert rekord-tarté kod mindkét esetben kiegyensulyozatlan,
abnormalis kod.

Ks(5,1) = 1024. Konstrukci6 és egyenl6ség bizonyitasa: [19]. Az ismert optimaélis
kod kiegyenstlyozott, abnormaélis kod.

1641 < Kyo(5,1) < 1809, 2501 < Kjg(5,1) < 2944. Konstrukeio 1809, ill.
2944 kodszoval: |21]. Az als6 korlatok bizonyitasa: [24], altalanos formulaval. Az ismert
rekord-tart6 kod mindkét esetben kiegyensiilyozatlan, abnormaélis kod.

1578 < KG(G, 1) < 1840, 3412 < K7(6, 1) < 4435. Rekord-tartoé kodok:
[25]. Az alsé korlatok bizonyitasa: [122]. Az ismert rekord-tarté kod mindkét esetben
kiegyensulyozatlan, abnormalis kod.

6626 < K3(6,1) < 8192. Rekord-tarté kod: [19]. Als6 korlat: [122]. Az ismert
rekord-tarto kod kiegyenstlyozott, normalis kod.
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11877 < Ky(6,1) < 16010. Rekord-tarto kod: [25] (1971). Also korlat: [122]. Az
ismert rekord-tartd kod kiegyensilyozatlan, abnormalis kod.

K10(6,1) = 20000. Konstrukcio és egyenléség bizonyitésa: [19]. Az ismert optimalis
kod kiegyenstulyozott, abnormélis kod.

5.9.2. R =2 elérési sugari kddokra vonatkozé eredmények

13 < K6(4, 2) <15, 17 < K7(4, 2) < 19. Rekord-tarto kodok: [86]. Also kor-
latok: [24], altalanos formulaval. Az ismert rekord-tart6 kodok kozott mindkét esetben
van kiegyensilyozott és kiegyensiilyozatlan kod, viszont ezek mind abnormalis kédok.

22 < Kg(4,2) < 23. Rekord-tarto kod: [86]. Alsoé korlat: [24], altalanos formuléval.
Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozott, abnormaélis kod.

Ko(4,2) = 27. Konstrukei6 és egyenldség bizonyitésa: [24]. Az ismert optimélis kod
kiegyensilyozott, abnormalis kod.

K19(4,2) = 34. Konstrukcio 34 kodszoval: [135]. Az also korlat bizonyitasa: [24],
altalanos formulaval. Az ismert optimélis kod kiegyenstulyozott, abnormaélis kod.

36 < Kg4(5,2) < 66. Rekord-tarto kod: két sziirjektiv kod egyesitése. Also korlét:
[164]. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensilyozott, abnormalis kod.

55 < K7(5,2) <97, 113 < Ky(5,2) < 189. Rekord-tart6 kod: két sziirjektiv kod
egyesitése, lasd 5.4.1 szakasz. Also korlat: [164|. Az ismert rekord-tart6 kod mindkét
esetben kiegyenstlyozatlan, abnormalis kod.

83 < Ky(5,2) < 128, 149 < Kij(5,2) < 250. Rekord-tarto kod: [135]. Az also
korlat bizonyitésa: [164]. Az ismert rekord-tarté kod mindkét esetben kiegyenstlyozott,
abnormalis kod.

133 < Kg(6,2) < 274. Rekord-tarté kod: [136] (2006). Az also korlat bizonyitasa:
[164]. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan, abnormaélis kod.

233 < K7(6,2) < 343, 585 < K9(6,2) < 729. Rekord-tarté kod: [135]. Also
korlat: [164]. Az ismert rekord-tarté kod mindkét esetben lineéris, kiegyenstlyozott,
abnormalis kod.

382 < Kj3(6,2) < 512. Rekord-tarto kod: [135]. Alsé korlat: [164]. Az ismert
rekord-tarté kod lineéris, kiegyenstulyozott, abnormaélis kod.

890 < Ki0(6,2) < 1350. Rekord-tarté kod: [136] (2006). Also korlat: [164]. Az
ismert rekord-tarté kod kiegyensilyozatlan, abnormaélis kod.
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5.9.3. R = 3 elérési sugart kédokra vonatkozé eredmények

Kg(5,3) = 12. Konstrukeié 12 kodszoval: [136] (2006). A 12 alsé korlat és egytttal
a pontos érték bizonyitasa: [158]. Az ismert optimaélis kod kiegyensulyozott, abnormalis
kod.

14 < K7(5,3) < 17. Rekord-tarté kod: [136] (2006). Also korlat: [158]. Az ismert
rekord-tarté kod kiegyensilyozott, abnormalis kod.

17 < Ks(5,3) < 22, Rekord-tarto kod: [136] (2006). Also korlat: [24], altaldnos
formuléval. Az ismert rekord-tartd kod kiegyensiilyozatlan, abnormalis kod.

21 < Ky(5,3) < 27. Mindkét korlat a [24] cikkben kozolt eredményekbél adodik. Az
ismert rekord-tarté kod kiegyensilyozott, abnormalis kod.

26 < K10(5,3) < 32. Rekord-tarto kod: [136] (2006). Also korlat: [24]. Az ismert
rekord-tarto kod kiegyenstlyozatlan, abnormalis kod.

24 < K4(6,3) < 41, 36 < K7(6,3) < 77. Rekord-tarto kod: [136] (2006).
Also korlat: [164]. Az ismert rekord-tarté kod mindkét esetben kiegyensulyozatlan,
abnormalis kod.

92 < K8(6,3) <107, 711 < K9(6,3) < 147, 92 < K10(6,3) < 209. Rekord-
tarto kod: [136] (2006). Also korlat: [164]. Az ismert rekord-tarté kod mindharom
esetben kiegyenstulyozatlan, abnormalis kod.

70 < K(7,3) < 246. Rekord-tarto kod: [136] (2006). Alsé korlat: [164]. Az ismert
rekord-tarto kod kiegyenstlyozatlan, normaélis kod.

127 < K7(7,3) < 343, 196 < Kg(7,3) < 512. Rekord-tarté kod: [135]. Also
korlat: [164]. Az ismert rekord-tart6 kod mindkét esetben kiegyenstlyozott, normalis
kod.

308 < Ky(7,3) < 729. Rekord-tarto kod: [135]. Also korlat: [164]. Az ismert
rekord-tart6 kod kiegyensulyozott, abnormaélis kod.

451 < Kip(7,3) < 1350. Rekord-tarté kod: [136] (2006). Also korlat: [164]. Az

ismert rekord-tarté kod kiegyensiilyozatlan, abnormalis kod.

5.9.4. R =4 elérési sugart kédokra vonatkozé eredmények

A soron kovetkezd els6 harom esetben az 5.15 egyenlStlenség speciélis eseteként adodod
K 4 go+as+qi+qs(6,4) < Z?Zl 04 (6,2) egyenldtlenség alapjan 6t 2-sziirjektiv kod egyesi-
téseként kapjuk a rekord-tarté kod-konstrukciot.

Kg(6,4) = 10, 13 < K7(6,4) < 15, 15 < Kg(6,4) < 20. Konstrukeio:
[135]. Also korlat: [158]. Az ismert optimalis, ill. rekord-tarté kod mindharom esetben
kiegyensulyozatlan, abnormalis kod.
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18 < Ky(6,4) < 24. Rekord-tarté kod: [136] (2006). Also korlat: [158]. Az ismert
rekord-tartd kod kiegyensulyozatlan, abnormalis kod.

21 < Kj0(6,4) < 28. Rekord-tarto kod: [136] (2006). Alsé korlat: [24]. Az ismert

rekord-tarté kod kiegyensilyozott, abnormalis kod.

A kovetkezs 4 esetben a felsg korlat [169] tablazataiban a lefedd tombokre megadott
fels6 korlatok segitségével bizonyithato. A rekord-tarté kod-konstrukciot ezekben az
esetekben a Ky, 14145 (7,4) < 04, (7,3)+04,(7,3)+04,(7, 3) egyenlStlenség alapjan harom
3-sziirjektiv kod egyesitéseként kapjuk.

18 < Ki(7,4) < 36. Also korlat: [164]. A fenti konstrukci6 alapjan adodo rekord-
tartd kod kiegyensilyozott, abnormaélis kod.

37 < Kg(7,4) < 92. Az als6 korlat bizonyitasa: [164]. Az ismert rekord-tarté kod

kiegyensilyozatlan, abnormalis kod.

51 < Ko(7,4) <120, 66 < K10(7,4) < 168. Az als6 korlat bizonyitasa: [164].

Az ismert rekord-tarté kod mindkét esetben ismét kiegyensulyozatlan, abnormaélis kod.

25 < K7(7,4) < 49. Rekord-tarto kod: [135] (2005). Az also korlat bizonyitésa:
[164]. Az ismert rekord-tarté kod linearis, kiegyenstlyozott, normalis kod.

46 < K4(8,4) < 216, 76 < K7(8,4) < 343, 118 < Kg(8,4) < 512
Rekord-tarto kod: [135]. Az als6 korlat bizonyitasa: [164].

181 < Ky(8,4) < 729. Rekord-tarto kod: [135]. Az also korlat bizonyitésa: [164].
265 < K10(8,4) < 1156. Felss korlat: direkt dsszeg konstrukcio. Alsé korlat: [164].

136 < Kg(9,4) < 738, 264 < K7(9,4) < 1843. Felss korlat: direkt osszeg
konstrukeio. Also korlat: [164].

409 < Kg(9,4) <2944, 703 < K9(9,4) < 5103, 1130 < K70(9,4) < 8500.
Fels6 korlat: direkt Osszeg konstrukeio. Also korlat: [149].
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6. fejezet

Vegyes ternaris/binaris térlefedé kodok

Az 1. fejezetben a fogalmak magyarazata soran mar emlitettiik a Z;1 202 - - - Z'™ térben
értelmezett altalanos vegyes kodokat és az optimaélis vegyes térlefedd kodok méreteként
értelmezett Koy, 45 g (N1, N2, ..., np; R) kifejezést. Ebben a fejezetben két kiilonbozé
(mégpedig a lehetd legkisebb két kiilonbo6z8) alapszamhoz, a ¢ = 3, g2 = 2 értékparhoz
tartozo vegyes kodokkal foglalkozunk. A binaris kddokhoz hasonldéan a vegyes kodok e
legegyszeriibb esetének a targyalasara vonatkozoan is kialakult az a konvencio, hogy K-
nak az alapszamokra utal6 indexeit elhagyjuk, tehat Ks1(,b; R) helyett az index nélkiili
K(t,b; R) kifejezést hasznaljuk a ¢ ternaris és b binaris koordinatat tartalmazo R elérési
sugari térlefedé kodok minimélis méretének a jelolésére.

A vegyes ternaris/binaris kodok targyalasa soran nem zarjuk ki sem ¢t = 0, sem b = 0
lehetGségét, mivel ezek kizarasa nélkiil kényelmesebb a térgyalas.

6.1. Egyszerl konstrukciéok

6.1.1. Konstrukcidok 3-7 kédszoval

Héarom kodszoval az ismétléses kodhoz hasonld konstrukcion alapul a 6.4 szakaszban
megfogalmazasra keriil6 6.10. lemma. Ebben az esetben a megadott kod ternéris része
ismétléses kod, binéris része pedig az ismétléses kodbol az egyik kodszd duplazasaval
keletkezik. A 6.13., 6.16., 6.19., 6.20. és 6.21. lemmak 4-7 szavas konstrukciokat ismer-
tetnek. A felsorolt konstrukciok, mint latni fogjuk, minden esetben optimalis térlefedd
kodot eredményeznek.

6.1.2. Matrix modszerrel készitett konstrukciok

A ternéaris kodok esetére mar emlitett matrix modszer kiterjeszthets vegyes kodokra is.
(Ebben az esetben a mellékosztélyok modszere elnevezést nem hasznalhatjuk.) A méatrix
modszer vegyes kodokra valé megfogalmazésat és alkalmazasat illetGen lasd [102].
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6.2. Folytatélagos konstrukciék és ezekbdl adodo
egyenl6tlenségek

Mind a binaris, mind a ternéris kodok esetére alkalmazott folytatolagos konstrukciok
alkalmazhatok vegyes ternaris/binaris kodokra is. Binaris koordinata vonatkozasaban a
binéris, ternaris koordinata vonatkozasdban a ternaris esetre mondottak érvényesek.

6.2.1. 1-gyel novelt dimenzi6 és elérési sugar, valtozatlan méret

Tetszbleges vegyes ternaris/binaris kodot akar tjabb binaris, akar Gjabb ternaris koor-
dinataval kib&vitve, az elérési sugar legfeljebb 1-gyel né (és nyilvan soha nem csokken).
Ezért fennall

Kt,b+1;,R+1) < K(t,b;R) < K(t,b+ 1; R). (6.1)
és
K(t+1,b; R+ 1) < K(t,b; R) < K(t + 1,b; R). (6.2)

6.2.2. Megnovelt dimenzié, valtozatlan elérési sugar, dupla
(tripla) méret

Ha egy vegyes ternaris/binaris kodot tgy noveliink meg jabb binaris koordinataval, hogy
minden koédszot 0-val is, 1-essel is folytatva megduplazunk, vagy ha ugy noveljik meg
ijabb ternéris koordinatéval, hogy minden kodszot 0-val, 1-essel és 2-essel is folytatva
megtriplazunk, az elérési sugar valtozatlan marad. Koévetkezésképpen fennallnak a

K(t,b+1;R) < 2K (t,b; R) (6.3)
és
K(t+1,b;R) <3K(t,b; R) (6.4)

egyenléGtlenségek.

6.2.3. 2-vel (3-mal) n6velt dimenzid, 1-gyel (2-vel) novelt elérési
sugar, valtozatlan méret

A 3.3.3 szakaszban binaris kodokra megadott konstrukcio vegyes kodra is alkalmazhato,
ha az normaélis legalabb egy binéris koordinataban. Hasonlb6an, a 4.2.3 szakaszban terna-
ris kddokra megadott konstrukcié vegyes kodra is alkalmazhato, ha az normalis legalabb
egy ternaris koordindtaban. Ebbél kovetkezik, hogy ha létezik ZiZ8-ben M kodszobol
allo, R elérési sugaru kod, amely egy binaris, ill. ternéris koordinatdban normalis akkor
Kit,b+2,R+1) < M,ill. K(t+3,b;R+2) < M.
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6.2.4. Ternaris koordinata helyett binaris koordinata

Legyen C' C Z4Z8, ahol t > 1. Képezziik le C' kodszavait a Z4 ' Z5! térbe gy, hogy
C utols6 ternéris koordinataja kivételével a tobbi koordinata értékét minden kédszoban
valtozatlanul hagyjuk, az utolsé ternaris koordinata értékét pedig, amennyiben ez az
érték 2, akkor 0 vagy 1 barmelyikére valtoztatjuk, egyébként pedig az utolsd ternaris
koordinata értékét is valtozatlanul hagyjuk. Az eredményiil kapott kod elérési sugara
nyilvanval6an nem lehet nagyobb C' elérési sugaranal, ezért fennéll, hogy

K(t—1,b+1;R) < K(t,b; R). (6.5)

6.2.5. Binaris koordinata helyett ternaris koordinata

Legyen C = |C,|Cy|C3| C ZLZ5 egy M kodszobol allo, R elérési sugari kod, ahol Cy C Z%,
Cy C Zy és O3 C Z5™' (ezért feltessziik, hogy b > 1). Az 6sszefiizott Cy, Cy, Cy kodok
szavai kozott lehetnek (M > 2 esetén az 1 dimenzios Cy kod szavai kozott nyilvan mindig
vannak is) ismétlsdéek. Legyen

Dy = {le1]2]ez] s e € Cyyc0 = 0,¢3 € C3}

és
D1 = {’01‘2‘03’ 1C € Cl,CQ = 1,C3 S Cg}

Megmutatjuk, hogy a C'U Dy, C'U D C Z§+1Z§_l kodok elérési sugara is R. Elég ennek
bizonyitasat az egyik kodra, pl. C'U D;-re megmutatni, melynek elérési sugarat jeloljiik
Ri-gyel.

Legyen © = |21|zo|ws| € ZET1 201 Ha xy = 0 vagy 1, akkor o € ZLZ%, és igy C-
ben, tehat a nala b&vebb C' U Dj-ben is van olyan kodszo, amely z-tél legfeljebb R
téavolsagra van. Ha viszont xo = 2, akkor x € ZLZ5, és igy C-ben van olyan ¢ = |c;|ca|cs]
(cg = 0 vagy 1) kodszo, amely |zq|1|z3|-t6l legfeljebb R tévolsagra van. co = 0 esetén
ugyanennyi a d(x, ¢) tavolsag is, c; = 1 esetén pedig ugyanennyi a d(x, |c1]2|cs|) tavolsag
is, ahol |¢1|2|c3| € Dy. Ezzel belattuk, hogy Ry < R.

A forditott egyenlétlenség bizonyitasédhoz legyen x = |z;|wq|ws| € ZEZ8, tetszSlegesen
valasztva. Ekkor van olyan ¢ = |c1|ea|es| € C'U Dy, melyre fennéll d(z,c) < R;. Most
vagy ¢ € C vagy pedig co = 2. Az els6 esetben azonnal adodik, hogy d(z,C) < Ry, a
méasodik esetben ez abbol kovetkezik, hogy ilyenkor |¢;|1|cs| € C és d(xq, o) = 1 folytan
d(z,|c1|1]es]) < d(x,c). Eszerint mindenképpen fennall R < R;.

Mivel Dy és D, egyiittes elemszama megegyezik C' elemszaméval, ezért C'U Dy és C'U D,
koziil valamelyiknek az elemszama nem haladja meg C' elemszamanak a 3/2-szeresét, és
kovetkezésképpen fennall

K(t+1,b—1;R)§;

- K(t,b;R). (6.6)
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ca \y2 | 001 110 010 101 100 011 000 111 000 111 000 111

0 | Do, D, D, D, D, Dy, Ds D, Dy D, D, D
D, D, Db D, D, D, D, D, Dy D, D D
D, Dy, D, Dy Dy D, Dy D, Dy D, Dy D

N —

6.1. tablazat. Valasztas a D;, D; kodok koziil
6.2.6. Ternaris koordinata helyett 3 binaris koordinata

Legyen C' = |C1]|Cy|Cs| C ZLZb egy M kodszobol &llo, R elérési sugart kod, ahol most
C, C ZL Cy C Zs és Cy C Z8 (ezért feltessziik, hogy t > 1). Az Osszefiizott Cy, Cy, Oy
kodok szavai kozott természetesen most is lehetnek ismétlgdGek. Az 1 dimenzios ternéris
Cs5 kod helyére egy 3 dimenzids binaris Do kodot helyeziink el — egytttal a kod méretét
is noveljiik a kdvetkezé modon:

Jeloljiikk ¢ = 0, 1, 2-re Cy;-vel Cy-nek azt a részét, ahol az i értékek helyezkednek el. Cs
e felbontasaval konzisztens moédon bontsuk Ci-et és Cs-at (és igy a teljes C kodot is)
hérom részre, és ennek megfelelGen legyen

C; = |Chi|Cy|Cs4| (1 =0,1,2),

ahol C; kodszavainak a szamat jeloljik M;-vel (Mo+M;+My = M), éslegyen j € {0, 1,2}
olyan index, melyre M; < M, fennall i € {0, 1,2} esetén.

Tekintsiik most azt a D C Zi ' Z5™ kodot mely az alabbi D; és D) kodok egyesitése:
Ds = |C1;]000|Cs;], Dy = [Ch;|111|Cs].

A D kod elérési sugara megegyezik C' elérési sugaraval, vagy annél kisebb. Legyen ugyanis
y = |y1lyalys| € ZL 1 Z5T3 tetszoleges pont a D kod Hamming terében, és tekintsiik a C
kod Hamming terében azt az x = |xi|xs|xs| pontot, melyre z1 = y;, x3 = ys, tovabba

0 ha yo = (001) vagy y» = (110),

oo — ) 1 ha yy=(010) vagy y, = (101),
7] 2 ha y, = (100) vagy y» = (011),
j ha yo = (000) vagy yo = (111).

Legyen ¢ = |ci|eales] € C olyan kodszo, melyre d(z,¢) < R. A D kod értelmezése
szerint a ¢ € C' kodszo tobb lehetséges D-beli megfelelGje koziil a 6.1. tablazat szerint
meghatarozott d € D koédot kivalasztva konnyen lathato, hogy d és y tavolsaga azonos c
és x tavolsagaval, tehat legfeljebb R lehet. Kovetkezésképpen fennall az alabbi relacio:

K(t—1,b+3R) < g K(tb: R). (6.7)
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6.2. tablazat. Optimalis vegyes térlefedd kodok megoldott esetei t = 1,t =2 ést =3
ternaris koordinataval

6.3. Osszetételes konstrukciok és kapcsolatos egyenl6t-
lenségek

Itt mar egész roviden csak annyit jegyziink meg, hogy a DS, ADS és BDS konstrukciok
vegyes ternéris/binaris kodok esetére is alkalmazhatok.

6.4. Vegyes ternaris/binaris térlefedé kodok mérete

Az el6z6 fejezetekben targyalt kod kategoridkkal Gsszehasonlitva, vegyes ternaris/binaris
optimalis térlefedd kodoknak lényegesen tobb csaladjara vonatkozoan, valamint ugyan-
csak sokkal tobb szorvanyos esetére ismerjiik, ill. tudjuk bizonyitani a pontos méretet,
azaz K (t,b; R) pontos értékét. Azért most nem ezeknek az eseteknek az Gsszefoglalasa-
val kezdjiik, hanem a méretet (a kddszavak szaméat) fokozatosan novelve ismertetjiik az
adott mérethez tartozo, bizonyitottan optimaélis térlefedd kodok eseteit.

A 6.2-6.3. tablazatokban a kordbban targyalt kod kategoridkra végzettekhez hasonlo
modon szemléltetjiik a megoldott, értelmezhetetlen, ill. megoldatlan esetek tartoményéat

t+b<10 és R < 3 esetére.

Egy, ill. két kodszobol allo optimalis kodokra nyilvanvalo a kovetkezé allitas.

6.1. Allitas.
K(t,b; R) =1 akkor és csak akkor dll fenn, ha R =1+ b;

K(t,b; R) = 2 akkor és csak akkor dll fenn, ha t + |2] < R <t+0b.
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t=4 t=2>5 t==6
b\R|1 2 3 b\R|1 2 3 b\R|1 2 3
1 e o o 1 o o 1 °
2 e o o 2 ° 2
3 ° 3 3
4 ° 4 4

6.3. tablazat. Optimalis vegyes térlefedd kodok megoldott esetei t = 4, t =5ést =6
ternaris koordinataval

Ennél nagyobb méretek esetére vonatkozo hasonlé allitdsok megfogalmazasahoz és bi-
zonyitasdhoz mar kiilonbozd otletekre, hat, ill. hét kodszo esetére pedig szamitogép se-
gitségére is sziikségiink volt. Még nagyobb méretre jelenleg nem tudunk sziikséges és
elégséges feltételt megadni.

A folytatashoz tobb el6készits jellegi allitast és lemméat fogalmazunk meg. ElGszor
tetszbleges vegyes kodra bizonyitunk egy allitast.

6.2. Allitas.

Ha egy M szobdl dllo C' C Z31 Zp2 - - - Zym™ kddban valamely, a Z,, részhez tartozd j index
esetén a kidszavak j-edik koordindta helyén min{q;, M }-nél kevesebb kilonbozd szimbolum
fordul eld, akkor megadhato olyan C* kod, melynek elérési sugara kisebb vagy egyenld C
elérési sugardndl, és melyben mdr min{q;, M} kiilonbozd szimbolum taldlhato a kédszavak
j-edik koordindta helyén tetszéleges i = 1,2,...,m, S0 q; < j < Sh_, q; esetén,

Bizonyitds. Ha a feltételnek megfelels j-edik koordinéata helyen min{g;, M }-nél kevesebb
kiilonb6z6 szimbolum fordul els, akkor van koztiik olyan szimboélum, amely legaldbb
kétszer el6fordul ezen a koordinata helyen. Ezek egyikének alkalmas modositaséval az
e helyen kiilénb6z6 szimbolumok szama 1-gyel novelhets. Konnyen belathato, hogy
ilyen modositds soran az elérési sugar nem névekedhet. Ilyen elemi lépések ismételt
alkalmazasaval véges szamu lépésben eljutunk a kivant tulajdonsaga C* kédhoz. U

Miel6tt tovabb mennénk, gondoljuk at, mit mond a 6.2. allitas vegyes ternéris/binaris ko-
dok esetére specifikidlva. Ha M = 2, akkor a C* kddra fennéll, hogy a binéris koordinata-
helyeken a 0, 1 szimbolumok mindegyike, a ternaris koordinata-helyeken pedig a 0, 1, 2
szimbolumok koziil legalabb ketts eléfordul. Ha viszont M > 3, akkor azt tudjuk, hogy
a binaris koordinata-helyeken a 0, 1 szimbo6lumok mindegyike, a ternaris koordinata-
helyeken pedig a 0, 1, 2 szimb6lumok mindegyike el6fordul C* kédszavaiban.

6.3. Allitas.

Ha egy vegyes terndris/bindris C kdod 2 szobdl, a kddszavak pedig t terndris és b bindris
koordindtabol allnak, akkor a kdd elérési sugara legaldbb t + |b/2].
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Bizonyitds. Elég a 6.2. allitas alkalmazéasaval adodo C* kodra igazolni az allitast. Ez
a C* kod ekvivalens azzal a koddal, melyben az elsé kodszo csupa 0, a masodik pedig
csupa 1 értékd koordinatabol all. Ekkor a ternaris koordinata helyeken csupa 2-est,
a binaris koordinata helyeken pedig [b/2] szamu 0-t és [b/2] szamu l-est tartalmazo
vektorra igaz, hogy d(x,co) =t + [b/2] és d(z,¢1) = t + |b/2], tehat a C* kod elérési
sugara legalabb t + |b/2]. O

6.4. Allitas.

Ha egy bindris C' kod 3 szobol, a kodszavak pedig b koordindtdbol dlinak, akkor a kod
elérési sugara legalabb |b/2].

Bizonyitds. Megint elég a 6.2. allitas alkalmazésaval adodo C* kodra igazolni az allitast.
Egy ilyen kod ekvivalens atrendezéssel

{co=1(0,...,0,0,...,0),
o =(1,...,1,1,...,1),
¢ =(0,...,0,1,...,1)}

alakra hozhato, ahol co-ben a 0-k szama kisebb az 1-esek szamanél, vagy legfeljebb azzal
egyenls. A [b/2]| szamu l-est és [b/2] szamu 0-t tartalmazé z = (1,...,1,0,...,0)
vektorra d(x,cy) = [b/2], d(z,¢1) = [b/2] és d(x,ce) > |b/2], tehat a C* kod elérési
sugara legalabb |b/2]. O

6.5. Allitas.

Ha egy vegyes terndris/bindris C kod 3 sz6bdl, a kddszavak pedig 1 terndris és b bindris
koordindtdbol dllnak, akkor a kod elérési sugara legalabb | (b+1)/2].

Bizonyitds. Ismét a 6.2. allitas alkalmazasaval adodo C* kdddal foglalkozzunk. Egy ilyen
kod ekvivalens atrendezéssel

{ ¢o=(0,0,...,0,0,...,0),
o =(1,1,...,1,1,...,1),
¢ =(2,0,...,0,1,...,1)}

alakra hozhatd, ahol cp-ben a 0-k szama kisebb az 1-esek szamanal, vagy legfeljebb
azzal egyenls. Most a |(b — 1)/2] szamu l-est és [(b + 1)/2] szamu 0-t tartalmazo
r = (2,1,...,1,0,...,0) vektorra d(z,co) = [(b+ 1)/2], d(z,c1) = [(b+ 3)/2] ¢s
d(z,c0) > | (b+1)/2], tehat a C* kod elérési sugara legalabb | (b+ 1)/2]. O

Az elBkészitést a csak binaris, ill. csak ternéris koordinatakat tartalmazo kodok targya-
lasa soran hasznalt 3.5. és 4.5. kovetkezményeknek a vegyes ternaris/binaris kodokra
hasznalhato valtozataval folytatjuk, amely két allitasbol all. Az alabbi lemma elsé al-
litdsa a ternéris koordinatak szaménak, a méasodik allitdsa pedig a binaris koordinatak
szamanak a valtoztatasival kapcsolatos.
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6.6. Lemma. (vi. K. és Ostergird [129], Theorem 3 és 4)
Ha K(t,b—2;R—1) > M és 09(b,2) > M, akkor K(t,b;R) > M.

Ha K(t —3,b; R —2) > M és 03(t,3;1) > M, akkor K(t,b;R) > M.

Ennél valamivel tobbet mond az aldbbi, két kiilon lemméaban kimondott két allitas, ezért
inkabb az utébbiakat bizonyitjuk.

6.7. Lemma.

Ha C vegyes terndris/bindris kod legaldbb 2 bindris koordindtdval, melynek elérési sugara
R, és C kodszavainak bindris koordindtdibol dllo kod nem 2-szirjektiv, akkor a 00, 01,
10, 11 értékpdrok mindegyikét nem tartalmazo barmely két bindris koordindta torlésével
olyan kodhoz jutunk, melynek elérési sugara legfeljebb R — 1.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy a két t6rolt koordinata az utolso kettd. Ekkor C' = |C4|Cs|,
ahol C; a két koordinata torlésével keletkezd kod, Cy pedig C-nek a két torolt ko-
ordinatdhoz tartozo része. Jeloljik R;-vel a C; kod elérési sugarat. Mivel Cy a 00,
01, 10, 11 parok mindegyikét nem tartalmazza, ezért R, < 1. Mivel a kodszavak
Osszeftizésével szarmazo kod elérési sugara nem lehet kisebb, mint a két Osszeftizétt kod
elérési sugaranak osszege, ezért Ry < R — Ry < R — 1. ]

6.8. Lemma.

Ha C vegyes terndris/bindris kod legaldbb 3 terndris koordindtdval, melynek elérési sugara
R, és C kodszavainak terndris koordindtdibol dllo kod nem dltaldnositott 3-sziirjektiv kod
1 sugdrral, akkor C (a koordindtdk sorrendjének esetleges megudltoztatdsdval) felirhato
C = |C1]Cs| alakba, ahol Cy hdrom terndris koordindtabdl dll, Cy elérési sugara pedig

legfeljebb R — 2.

Bizonyitds. Az éaltalanositott sziirjektiv kod definiciojabol adoddéan C-ben taldlhato 3
olyan koordinata, hogy C' e harom koordinatdhoz tartozo C) részének az elérési sugara
legalabb 2. Az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy C; a C' kod elsé harom
koordinatajara épiil, és legyen Cy a tobbi koordinatéara épiils rész. Ekkor C' = |C4|Cy], és
megint R;-vel jelolve a C; kod elérési sugarat, az el6z6 bizonyitashoz hasonlo érveléssel
kapjuk, hogy Ry < R— Ry < R—2. U

Végil a kovetkezd allitasban Gsszefoglaljuk a o,(n, s) és a o,(n, s;r) fliggvénynek azokat
az értékeit, melyekre néhany késébbi bizonyitas gondolatmenete soran sziikségiink lesz.

6.9. Allitas.
09(4,2) = 5, kivetkezésképpen o9(b,2) > 4 ha b > 4;
09(5,2) = 6, kivetkezésképpen o9(b,2) > 5 ha b > 5;
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09(11,2) = 7, kévetkezésképpen o9(b,2) > 6 ha b > 11;

09(16,2) = 8, kivetkezésképpen o9(b,2) > 7 ha b > 16.
03(3,3;1) =5, kovetkezésképpen o3(t,3;1) >4 hat > 3;
03(4,3;1) = 6, kovetkezésképpen o3(t,3;1) > 5 hat > 4;

(

(
03(5,3;1) =7, kovetkezésképpen o3(t,3;1) > 6 hat >5;
o3(11,3;1) = 8, kovetkezésképpen os(t,3;1) > 7 hat > 11;
(

03(16,3;1) =9, kovetkezésképpen os(t,3;1) > 8 ha t > 16.

A 039(n, 2) kifejezés fenti értékeit a [27, 30, 31, 32| cikkek szerz6i bizonyitottéak, o3(n, 3; 1)
— a [145] cikkben kozolt — fenti értékeit pedig java részt szamitogépes vizsgalatokkal
hataroztuk meg.

A soron koévetkezd két lemma alapjan a harom kodszobol allo optimaélis térlefedd kodok
teljes leirasahoz jutunk.

6.10. Lemma. (K. ¢s Ostergird [129], Lemma 1)

A
C={c=(0,...,0,0,...,0),
a=(1,...,1,1,...,1),
=(2,...,2,1,..., 1)} C ZL.2}

kod elérési sugara

{LZH—%J ha 2b < t,

3
82| g 2h > 1.

Bizonyitds. Legyen x a ZiZb tér tetszleges pontja, és jeldlje t; (b;) az i-vel egyenld
ternéris (binaris) koordinatak szaméat. Ekkor to +t; +to = ¢, bg + by = b, d(x,cy) =
t1 +ta+ by, d(x,c1) = tg + ta + by, d(x, o) = to + t1 + by, és kévetkezésképpen

d(z,co) + d(x,c1) + d(x, o) 2t +2b— by < {21& + QbJ
3 B 3 L3 ]

d(z,C) <

Kaptunk tehat egy felsé korlatot az elérési sugarra. Megmutatjuk, hogy ¢ > 2b esetén e
kifejezés pontosan megadja az elérési sugarat. Ennek igazolasahoz legyen by = b, by = 0,
to = [(t - 2b)/3—‘, t1 =1y = L(t+b)/3J, hat4+b=0 vagy 1 (mod 3), ill. bo = b, b1 = O,
to=[(t—2b)/3],t1 =ta=[(t+b)/3], hat+b=2 (mod 3).

Egy masik (salyozott sszeggel képezett) felsé korlat

d(z,C) < 2d(x, cp) —i—d(f’i 1) +d(x, ca) 3t—|—24b_t0 - Ftl_%J |

Ez viszont t < 2b esetén egyenlSséggel teljesiil, ha by = [(2b+ t)/4], by = |[(2b — t)/4],

118



6.11. Lemma. (K. ¢s Ostergird [129], Lemma 3)

Megadott t és b esetén az ezen értékeknek megfeleld barmely 3 szobol dllo kod elérési
sugara legalabb akkora, mint amekkora a 6.10. lemmadban definidlt kod elérési sugara.

Bizonyitds. A 6.2. allitas szerint feltételezhetjiik, hogy a ternéris koordinata helyeken
mindentiitt 3, a binaris koordinata helyeken 2 kiilonb6z§ érték taldlhato a harom koédszo-
ban. Osszuk el a koordinatakat két ternaris és egy binéris koordinatat tartalmazé harmas
csoportokba. Az egyes csoportoknak megfelel§ vetiilet kodok nyilvanvaléan mind ekvi-
valensek a {000, 111,221} koddal, melynek elérési sugara 2.

Képezziink minél tobb ilyen csoportot, jeldlje ezek szamat g, a maradék ternaris, ill.
binaris koordinatak szamaéat pedig ¢, ill. &’. Ekkor a kévetkez6 harom eset lehetséges:

1. eset. 2b < t. Ekkor t' =t —2g =t —2bés b = 0. Mivel egy 3 szobol &llo és t/
koordinétéat tartalmazo ternaris kod elérési sugara legalabb |2t'/3], a ZLZ5 tér vizsgalt
kédjanak elérési sugara legalabb

29 + %/J P {Q(Zf%?b)J _ {2%;21)]

Megjegyezziik, hogy ebben az esetben a vizsgalt kod ekvivalens a 6.10. lemmaéaban szerepld
koddal. A tovabbi két esetben azonban ez nem feltétleniil lesz igy.

2. eset. 2b > t ést paros. Ekkort' = 0ésb' = b—g = b—t/2. A 6.4. allitas alkalmazéaséval
kapjuk, hogy a ZL{Z5 tér vizsgalt kodjanak elérési sugara legalabb

y b—t/2| |3t+2b
v o) =l =
3. eset. 2b >t és t paratlan. Ekkor ¢/ =1ésb/ =b—g=0— (t —1)/2. A 6.5. allitas

alkalmazasaval kapjuk, hogy a Z!Z8 tér vizsgalt kodjanak elérési sugara legalabb

29 + V)/;lJ —2(t—1)/2+ V)_@_zl)/%rlJ _

_ V+3<t—21>/2+1J _ {b+(3t2— 1)/2J _ {Stl—%J'

(Emlékezziink, hogy t most paratlan, tehat 3t + 2b szintén paratlan.) O

A 6.1. allitas, valamint a 6.10. és 6.11. lemmak egyiittesen a kiovetkezd tétel allitédsara
vezetnek.

6.12. Tétel. (K. és Ostergard [129], Theorem 1 (c))

K(t,b; R) = 3 akkor és csak akkor dll fenn, ha

20 +2b| | 3t+2b b
i < t =1;
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Négy kodszo esetére hasonldan jarunk el, el6szor két lemmat bizonyitunk, majd az ehhez
az esethez tartozo sziikséges és elégséges feltételt tartalmazo tételre kovetkeztetiink.

6.13. Lemma. (K. és Ostergird [129], Lemma 2)

A
C={c=1(0,...,0,0,...,0),
a=(1,...,1,1,...,1),
co=1(2,...,2,1,...,1),
c3=(2,...,2,0,...,0)} Cc Zt7b
kod elérési sugara
2t+b
3 2|

Bizonyitds. A t;, b; jeloléseket a 6.10. lemma bizonyitdsahoz hasonlé médon értelmezve,
tetszéleges x € ZLZ5 pont esetén d(z, co) = t1 +ta + by, d(x, 1) = to+ ta + by, d(x, ca) =
to + tl —I— bo, d([L‘7 Cg) = t() + tl —I— bl, tehét

2d(z, co) + 2d(x, 1) +d(w,c0) +d(z,c3) | |4t +3b

6 L6 ]

Annak igazolasahoz, hogy a kapott kifejezés pontosan megadja az elérési sugarat,
valasszuk most a by = [b/2], by = [b/2], to = |(t +2)/3], t1 = [t/3], ta = [(t +1)/3]
értékeket, helyettesitsiik be ezeket a d(x,¢;) kifejezésekbe, majd a paritasok lehetséges
kombinacidira egyenként vizsgéljuk a kifejezések értékét. U

d(z,C) < {

A kovetkezd lemmaval kissé eltériink a [129]| cikk gondolatmenetétsl, hogy ezéltal a
bizonyitas inkabb az 5, 6 és 7 kodszora vonatkozo eredmények bizonyitasahoz hasonlitson,
tehat az utobbiakat készitjiik ezzel eld.

6.14. Lemma.

K(t,b;R) > 4 fenndll, ha R < L% + gJ , kivéve azt az esetet, amikort =0, b pedig pdros
pozitiv egész. Az utdbbi esetben a lehetséges legkisebb elérési sugir R =0/2 — 1.

Bizonyitds. Bontsuk fel a lemma allitasat ¢ és b paritasa szerint. K (¢, b; R) monotonitasa

miatt elég az R = L% + gJ — 1 esettel foglalkozni. Ily médon a lemma bizonyitasdhoz a

kovetkezd egyenlStlenségeket kell bebizonyitani:
K(3u,2v;2u4+v—1) >4, ha u>1 és v >0,
K(3u,2v;2u+v—2) >4, ha u=0 és v>2,
K@Bu,2v+1;2u+v—1)>4, ha u>0, v>0 és 2u+v—12>0,
K@Bu+1,2v;2u4+v—1)>4, ha u>0, v>0 és 2u+v—12>0,
K@Bu+1,2v+1;2u+v) >4, ha u>0 és v >0,

K(3u+2,2v;2u+v) >4, ha u>0 és v >0,

K@Bu+22v+1;2u+wv) >4, ha u>0 és v>0.
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Az els6 paritasi esetre a lemméban megadott kivétel miatt két egyenlGtlenséget kellett
felirni.

Most a 6.6. lemma alkalmazéséval (valamint a 6.9. allitasban megadott adatok figyelembe
vételével) a fenti egyenlStlenségek mindegyikérdl elmondhatjuk, hogy ha az teljesiil az
(u,v) értékparra, akkor 6roklsdik az (u + 1,v) értékpérra, és v > 1 esetén 6roklédik az
(u,v+1) értékparra is. Ennélfogva elég a hét egyenlétlenség koziil az els6t az u = 1,0 =0

és u = 1,v = 1 értékparra, a masodikat az v = 0,v = 2 értékparra, a harmadikat
és a negyediket az v = 0,v = 1 és u = 1,v = 0 értékparra, a hatralévéket pedig

az u = 0,v = 0 és u = 0,v = 1 értékparra bizonyitani, vagyis megmutatni, hogy a
K(3,0;1), K(3,2;2), K(0,4;0), K(0,3;0), K(3,1;1), K(1,2;0), K(4,0;1), K(1,1;0),
K(1,3;1), K(2,0;0), K(2,2;1), K(2,1;0), K(2,3;1) értékek mind 4-nél nagyobbak, és
ez valoban fennall valamennyi esetben, lasd pl. [130] vagy [171] tablazataiban, ill. R =0
elérési sugar esetén kozvetleniil kovetkezik az (a) alatt megadott formula szerint.

A kivételes (t = 0, b paros pozitiv egész) esetre vonatkozo allitast a binaris térlefedd
kodok targyalédsa soran mar megindokoltuk. U

A 6.1. allitas, valamint a 6.12. tétel, a 6.13. és 6.14. lemmak allitasabol a kovetkezs tétel
allitasara kovetkeztethetiink.

6.15. Tétel. (K. és Ostergdrd [129], Theorem 1 (d))

K(t,b; R) = 4 akkor és csak akkor dll fenn, ha

2t b . 2t +2b 3t + 2b
i<
5+5) s memn{[Z52] 552}

vagy pedig t = 0, b pdros pozitiv eqész és R = % — 1.

Réatérink ot kodszo esetére.

6.16. Lemma. (vi. K. és Ostergard [129], Lemma 5)

Legyenek t, b pozitiv egészek esetén, melyekre t oszthato 3-mal, b pedig paros. Ekkor
2t b

Kb, —+-—-1)=5.
(773+2 )

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a

C={c=(0,...,0,0,...,0,0),
a=(1,...,11,..,11),
e =(1,...,1,1,...,1,0),
3 =1(2,...,2,1,...,1,1),
e =1(2,...,2,0,...,0,1)} C Zt 2}

kod elérési sugara



Legyen megint z a Z:Z% tér tetszoleges pontja, és a kordbbiakhoz hasonléan jeldlje ¢;
(b;) az i-vel egyenld ternaris (binaris) koordinaték szamat, azzal a modositassal, hogy b;
értékében az utolso koordinatat nem vessziik figyelembe. Ezért jeldlje kiilon b az utolso
koordinatéara vonatkozé hasonlé mennyiséget. (Tehat b, = 4, ha x utols6 koordinataja 1,
és b, = 1 — i, ha 2 utols6 koordinataja 0.)

E jelolesekkel fennall d(x,cy) = t; +to + by + V), d(z,¢1) = to + ta + by + by, d(x,c2) =
to+to+ b(] + b/17 d(ZL’, 63) =tg+1t1+ bo + b6, d(l‘, C4> =1+t + b1 + bg, és k('jvetkezésképpen

2d(z, co) + d(z, 1) + d(w, ¢2) + d(z, c3) + d(x, C4)J _ F ., bJ |

ﬂﬁmg{ 6 32

Mivel 2t oszthatéo 3-mal, b pedig paros, a kapott egyenlGtlenség akkor és csak akkor
teljestilhet egyenldséggel, ha d(x,cy) = --- = d(x,¢q). Viszont d(z,¢1) = d(x, c2) esetén
by = b} adodik, ami b + b} = 1 miatt lehetetlen. Ezért

2t b

d <Z 4o
@) <5 +3-1L

amibdl pedig kdvetkezik, hogy

2t b

—+=-—-1) <5

3 + 2 )<

A forditott irdnyt egyenlGtlenség a 6.14. lemmabodl kovetkezik, ami egyuttal azt is
bizonyitja, hogy a C kod elérési sugara a megadott kifejezésnél kisebb nem lehet. 0

K(t,b;

Megjegyzés. A 6.16. lemma el6zménye, hogy a t = 3 specialis esetre vonatkozo allitast
Kolev és Landgev [84] mar korabban bizonyitottéak.

6.17. Lemma.

A 4.6. tételben (K(3,0;1) =5) és a 6.16. lemmdban megadott két eseten kivil nincs mds
olyan eset, amelyre K(t,b; R) = 5.

Bizonyitds. A 6.14. lemma bizonyitdsdnak a menetét kovetjik, és a K(t,b;R) > 5
egyenlStlenséget bizonyitjuk az alabbi esetekre bontva:

K(3u,2v;2u4+v—1)>5, ha u>2 és v =0,
K(3u,2v;2u+v—2)>5 ha u>0, v>0és 2u+v—22>0,
K@Bu,2v+1;2u+v—1)>5, ha u>0, v>0 és 2u+v—12>0,
K@Bu+1,2v;2u4+v—1)>5, ha u>0, v>0 és 2u+v—12>0,
K@Bu+1,2v+1;2u+v) >5, ha u>0 és v >0,
K(3u+2,2v;2u+v) >5, ha u>0 és v >0,

K@Bu+22v+1;2u+wv)>5, ha u>0 é v>0.
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Az els6 egyenlGtlenség itt ugy adddott, hogy a 6.14. lemma bizonyitasaban szerepld
hasonlé egyenl6tlenségbdl elhagytuk azokat az eseteket, amelyekre mar azt tudjuk, hogy
K(t,b; R) = 5. Ezek elhagyasa miatt bizonyitani kell az 1-gyel cskkentett elérési sugarra
vonatkozo hasonld egyenlétlenséget, amit viszont 6sszevonhatunk a korabbi masodik (de
4 helyett 5 jobb oldallal felirt) hasonlé egyenldtlenséggel.

Ismét a 6.6. lemma alkalmazésaval és a 6.9. allitasban megadott adatok figyelembe véte-
lével vizsgaljuk a felsorolt egyenlStlenségek oroklodését. Ennek alapjan megallapithato,
hogy az els6 egyenl6tlenséget elég az u = 2, v = 0 értékpéarra, a masodikat az u = 0,v = 2;
u=1l,v=0u=1v=1¢é u=1,v = 2 értékparokra, a harmadikat az u = 0,v = 1;
u=1,v=0¢é u=1,v =1 értékparokra, a negyediket az u = 0,v =1 ésu = 0,v = 2
értékparokra, az 6todiket és a hetediket az u = 0,v = 0 és u = 0,v = 1 értékparokra,
a hatodikat pedig az u = 0,v = 0; u = 0,v = 1 és u = 0,v = 2 értékparokra bizonyi-
tani, vagyis megmutatni, hogy a K(6,0;3), K(0,4;0), K(3,0;0), K(3,2;1), K(3,4;2),
K(0,3;0), K(3,1;1), K(3,3;2), K(1,2;0), K(1,4;1), K(1,1;0), K(1,3;1), K(2,0;0),
K(2,2;1), K(2,4;2), K(2,1;0), K(2,3;1) értékek mind 5-nél nagyobbak, ami ismét a
[130] vagy [171] tablazataiban taldlhato értékek, ill. R = 0 elérési sugar esetén kozvetle-
niil, az (a) alatt megadott formula alapjan verifikdlhato.

A bizonyitashoz figyelembe vehetjiik a (6.1), (6.2) és (6.5) alatt megadott egyenlGtlen-
ségeket, mivel ezek alkalmazasa lehetévé teszi az ellendrzendd egyedi esetek szémanak
csokkentését. O

Az eddigiekbdl kovetkezik az aldbbi tétel allitasa.

6.18. Tétel. (K. és Ostergard [129], Theorem 11)
K(t,b; R) =5 akkor és csak akkor dll fenn, ha t hdrommal oszthaté pozitiv egész, b pdros

pozitiv egész és R = % + g — 1, vagy pedigt =3, b=0 és R=1.

Hat és hét kodszo esetére is elGszor néhany kod csalad kddjainak optimalitasat bizonyit-
juk.

6.19. Lemma. (K. é¢s Ostergird [129], Theorem 13)

Legyen t = 3u + 1 alakid, b = 2v + 1 alakd pozitiv egész. Ekkor

20—-2 b—1
K(t,0;
(8,5 3 2

) =K@Bu+1,2v+1;2u+v) =6.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a

C={c=(0,...,0,0,...,0),
cp=(0,...,0,1,...,1),
c=1(1,...,1,0,...,0),

C3 = (17 . ,]_,1,. ,].),
ca=1(2,...,2,0,...,0),
cs=1(2,...,2,1,...,1)} C ZéZg



kod elérési sugara

S]]

A t; és b; mennyiségeket a korabbi esetekhez hasonlé moédon értelmezve azt kapjuk, hogy
tetszdleges © € Z5ZY esetén d(z,co) = 1 + tag + by, d(w,c1) =ty + ty + by, d(z,c2) =
to + t2 + bl, d(l‘, Cg) = t() —|— t2 =+ bo, d([E, 04) = tg + tl —f- bl, d(ZE, 05) = t() =+ tl + b().

A felirt egyenléségekbdl kovetkezik, hogy
d(z,C) <

< min { {d(az, co) + d(:vé@) +d(z, c4)J | V(az, c1) + d(l‘éCzJ,) +d(z, c5)J }

o 2 a2 w2 2]

és ennélfogva

K@Bu+1,2v+ 1;2u+v) <6.

A forditott iranyu egyenlétlenség a 6.18. tételbdl kovetkezik. Ezzel bizonyitést nyert az
is, hogy a C' kod elérési sugara a megadott kifejezéssel egyenld. 0

6.20. Lemma. (Kolev és Landgev [84], Proposition 3.3)

K(2,2v;v) = 6 fenndll tetszdleges pozitiv egész v esetén.

6.21. Lemma. (K. és Ostergird [145], Theorem 6)

K@Bu+2,2v;2u+v) =7, hau>1ésv > 1.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a

C={c=(0,0,...,0,0,...,0,0),
c1=1(0,2,...,2,0,...,0,1),
ca=1(0,2,...,2,1,...,1,0),
cs = (1,0,...,0,0,...,0,0),
o= (1,1,...,1,1,...,1,1),
cs = (2,0,...,0,1,...,1,1),
cs=(2,1,...,1,0,...,0,0)} C ZzZ3"t1 721 7,

kod elérési sugara 2u + v.

A C kod szavaiban itt az els (ternaris) és az utolso (binaris) koordinatat elkiilonitettiik.
Tetszleges v € Z3"t2Z2 pont esetén az elsS és az utolsd koordinatat hasonlé médon
elkiilonitve, jeldlje ¢; (b;) a kozbeesd helyeken 16v6 i-vel egyenld ternaris (binaris) koor-
dinatak szamét, melyekre a jelenlegi esetben tg 4+t +t; = 3u+1 és by + by = 2v — 1.
Most x els6 és utols6é koordinatajanak lehetséges értékeire egyenként vizsgaljuk x-nek a
C' kodtol valo tavolsagat.
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Ha x els6 és utolsod koordinataja is 0, akkor

d(l’,C) S d(m, Cl) + d(]?,Cg) + d(I,Cﬁ) _ Q(to + tl + tz) + 3[)1 + 3 — 9% i bl i §
3 3 3

és
d(,]}7 C) S d(JZ,CQ) + d([E?,)C4) —I— d(lL‘,C5) _ 2(t0 + tl —f- 7;2) + 3b0 + 4 _ 2u 4 bo i 2

E két egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy
d(z,C) <2u+min{by, b1} +2<2u+ (v—1)+2=2u+v+ 1.

Tegyiik fel, hogy d(z,C') = 2u + v + 1. Ez csak ugy lehetséges, ha by = v — 1 és by = v.
Ekkor viszont d(x,ce) = d(z,cq) = d(z,¢5), és kovetkezésképpen tog = t; = u + 1 és
to = u—1. A t;-k és b;-k ezen értékrendszere esetén azonban d(z,cq) = 2u + v.

Ha x els6 koordinataja 0, utolsd koordinataja pedig 1, akkor hasonlé gondolatmenetet
alkalmazhatunk, azonban a gondolatmenet végén by = v-re és by = v—1-re, utédna viszont
megint tg = t; = u + l-re és ty = u — 1-re kovetkeztethetiink. Erre az értékrendszerre
megint d(z, cp) = 2u + v teljesiil.

Ha x els6 koordinataja 1, utolsdé koordinataja pedig 0, akkor megint hasonlé gondolat-
menettel by = v — 1-re és by = v-re jutunk, viszont most a d(z, cz) = d(z,c4) = d(z, cs5)
egyenlGségekbdl t1 = to = u és tg = u + 1 adodik. Erre az értékrendszerre pedig
d(x,c3) = 2u + v teljesiil. Ugyanigy torténhet a bizonyitas a még hatralévs esetekre
is, vagy figyelembe véve, hogy a ¢y kodszot most nem hasznéltuk a bizonyitashoz, a ¢
elhagyasaval adodo kod szimmetridjara is hivatkozhatunk.

Ezzel belattuk, hogy a C kod elérési sugara legfeljebb 2u + v lehet. A bizonyitas
eddigi részében felirt barmelyik ¢;, b; értékrendszerre kiszamitva egy ilyen értékrend-
szerhez tartoz6 x pontnak minden egyes kodszotol vald tavolsadgat, azt kapjuk, hogy
d(x,C) = 2u+wv, tehat C elérési sugara is pontosan ennyi. Ebbdl még csak az kovetkezik
ugyan, hogy K(3u + 2,2v;2u 4+ v) < 7 minden pozitiv egész u és v esetén, a forditott
egyenlGtlenség azonban kovetkezik a 6.14. és a 6.17. lemmabol. U

Most megfogalmazzuk az ismert feltételek osszességének sziikségességét hat és hét kodszo
esetére.

6.22. Lemma. (K. és Ostergird [145], Theorem 5 és 7)

A 4.6. tételben (K(?’RT”,O; R) = 6 ha R > 3, pdratlan), valamint a 6.19 és 6.20. lem-
mdakban megadott két eseten kivil nincs mds olyan eset, amelyre K(t,b; R) = 6.

A 3.9. tételben (K(0,2R+ 3;R) = 7 ha R > 1, pdratlan), valamint a 6.21. lemmdban

megadott két eseten kivil nincs mds olyan eset, amelyre K(t,b; R) = T7.

A 6.22. lemma mindkét allitdsa bizonyitasanak menete lényegében azonos a 6.14. és
6.17. lemmak bizonyitasaval analog, csak azoknal bonyolultabb és méar szamitogép in-
tenziv hasznalatat is igényli, kiilonosen a 7 szavas kodokra vonatkozé allitas, melynek

125



szamitogépes bizonyitasahoz kb. 150 milli6 kod elérési sugaranak az ellenérzésére volt
sziikség. Ezért a bizonyitast terjedelmi ok miatt elhagyjuk. A bizonyitas részleteit angol
nyelven a [145] cikk, magyar nyelven a [167] monografia tartalmazza.

A 6.22. lemma allitasat attekinthetébb formaban mutatja az alabbi tétel.

6.23. Tétel.

K(t,b; R) = 6 akkor és csak akkor dll fenn, hat 6tnél nagyobb, harommal oszthato egész,

b=0¢és R = % — 1, vagy t — 1 harommal oszthato nemnegativ egész, b paratlan pozitiv

egész és R = 2t3—_2 —+ b;l; vagy pedlg t = 2, b pdT‘OS pOZitZ/U €géSZ és R = g,‘

K(t,b; R) =7 akkor és csak akkor dll fenn, ha t =0, b haromndl nagyobb pdratlan egész

és R = b_T?’, vagy pedig t — 2 hdrommal oszthato pozitiv egész, b pdros pozitiv egész €s
t—4

=y
I
|

+

[NSIS g

Nyolc, kilenc vagy annal is tébb kodszo esetére mér csak optimélis kodok néhany esetét
tudjuk megadni, de nem tudunk valaszolni arra a kérdésre, hogy ezeken az eseteken kiviil
tovabbi nyolc szavas (kilenc szavas stb.) vegyes ternaris/binaris optimalis térlefed kodok
léteznek-e.

6.24. Tétel. (K. és Ostergard [145], Theorem 10, 11 és 12)

K(1,2v;v—1) =8 ha v > 2,
K@Bu,2v+1;2u+v—1)=8 ha u>1 és v >1,

K(5,0;2) =8.

Bizonyitds. Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy az elsé két eset mindegyikében az egyenlGség
jelét a nagyobb vagy egyenld jellel helyettesitve fennéllnak az igy kapott egyenlGtlenségek.
Az els6 esetben a forditott egyenlStlenség az ismert K (1,4,1) = 8 egyenldséghdl, s az
ehhez tartozo optimélis koédok binaris koordinataban valé normalitdsabol kdvetkezik.
(Alkalmazzuk valamelyik optimalis kodra az ADS konstrukcionak azt a specialis esetét,
ahol a konstrukcié mésik elemét képezé kod péaratlan dimenzios ismétléses kod.)

A masodik esetben tekintsiik elgszor a hat kodszobol allo

C= | leyldi

1€23,j€EZ2

9

k()dOt, ahol Cij = (Z,,Z,],,]) S Zg’uZQQU_l, d070 = dl,l = 00, d071 = d17() = 11,
dag = 01, és dyy = 10 (d;; € Z2). Tetszéleges x € Z34Z3"t! esetén jeldlje t; az i-
vel egyenlS ternaris koordinatak szamat, b; pedig a két utolsé koordinatan kiviili i-vel
egyenl$ binaris koordinatak szamat.

Ha most ¢; > u + 1 valamely ¢-re, akkor van olyan j, melyre d(z, |¢; ;|d;;|) < (2u —2) +
(v—1)+2=2u+v—1
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Hat; = u+1 és b; > v valamely i, j parra, akkor d(z, |¢; j|d;;|) < Qu—1)+(v—2)+2 =
2u+wv — 1.

Hat; = u+1 és b; = v valamely i, j parra, akkor d(z, |¢; j|d;;|) < Qu—1)+(v—1)+1=
2u+wv —1, kivéve azt az esetet, ha z két utolsé koordinétajanak mindegyike d; ;-t6l eltér,

vagyis d;1_j-vel egyezik. Az utobbi esetben d(z, |c;1—;|di1—;]) < (2u—1) 4+ v +0.

Ha ty = t1 = to = w és b; > v valamely j-re, akkor van olyan ¢, melyre fennéll
d(ﬂ?, ‘Ci,j|di,j‘) S 2u + (U — 2) + 1.

Végiil ha tg = t; = to =t és b; = b+ 1, akkor d(z,|c;;|dij|) < 2u+ (v —1)+0
fennall valamely i-re, feltéve, hogy ¢ valaszthato tugy, hogy = két utolsé koordinatéija
d; ;j legyen. Ilyen i csak akkor nem valaszthatd, ha j = 0 és o két utols6 koordinatéja
10, vagy j = 1 és x két utolsd koordinataja 01. A tovabbi két kodszoval kibévitett

CuU{2...20...010,2...21...101} kod mar megoldja ezt a problémat, e 8-szavas kod
elérési sugara tehat 2u +v — 1.

A harmadik esettel a ternéris térlefed6 kodok fejezetében mar foglalkoztunk. O

Megjegyzés. Ha zérd elérési sugarat is figyelembe vesziink, akkor még egy esetet emlit-
hetiink, a K(0,3;0) = 8 esetet.

A tovabbiakban a kilenc vagy annal tobb kodszo esetére ismert vagy (t6bbnyire szami-
togéppel bizonyitott) Gj eredményeket bizonyitas nélkiil felsoroljuk.

6.25. Tétel. (K. és Ostergdird [145], Theorem 9, 13 és 14, ill. Hamming kdd)

K(3u+2,0;2u) =9 ha u> 2,

K@Bu,152u—1)=9 ha 1 <u <3,

K(4,0;1) =09.
Megjegyzés. Ha zérd elérési sugarat is figyelembe vesziink, akkor itt is még egy esetet
emlithetiink, a K(2,0;0) =9 esetet.

Az eddig targyaltakon kiviil K (¢,b; R) pontos értékét még egy kod csaladra és tobb szor-
vanyos esetre ismerjiik. A ternaris Hamming koédoknak 1 binaris koordinataval torténd
kiegészitéseire vonatkozik a kovetkez§ eset:

6.26. Tétel. (Bertolo és szerzétarsai [130], Corollary 2.1)

h_
K 11) =2 372" minden h > 2 esetén.

Szorvanyos esetek, melyekre K (¢,b; R) értékét korabban is ismertiik:
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6.27. Allitas.

LRt

Két 1j, szamitogéppel bizonyitott, eddig még nem publikalt esetet adunk meg a kévetkezs
tételben.

6.28. Tétel.

K(3,6:3) = 12 és K(1,8;2) = 20.

6.5. Klasszifikaciés eredmények vegyes térlefedd ko-
dokra

Két trivialis esettel kezdjiik.

R = 0 esetén csak a ZiZ8 tér dsszes pontjabol allo kod optimélis, tehat az inekvivalens
optimélis kodok szama barmely ¢ és b esetén 1.

R =t + b esetén az optimalis kodok 1 kodszobol allnak, az egyszavas kodok pedig nyil-
van valamennyien ekvivalensek egymassal, tehat az inekvivalens optimalis kodok szama
ilyenkor is 1.

A kovetkez§ allitas elemi titon bizonyithato.

6.29. Tétel.

Hat > 0, b pdratlan pozitiv egész és R =1 + b_Tl, akkor t 4+ 1 inekvivalens optimadlis kod
létezik:

A felsorolt kdédokban a ternaris koordinatak allnak el6l. Az els6 kodszoban minden
ternaris és minden binaris koordinata értéke 0. A masodik kodszavakat viszont ugy
adtuk meg, hogy az i-edik kddban ott t +1 — ¢ szami 0 és ¢ — 1 szdmu 1 értékd ternaris
koordinata helyezkedik el, a binaris koordinatak értéke pedig végig 1. Bizonyitds.
Kénnyt belatni, hogy a megadott ¢, b, R paraméterek esetén egy kétszavas C € Z3Z3
kod akkor és csak akkor optimalis, ha az 6sszes binaris koordinata értéke a két kodszoban
kiilonbo6zs, tehat a binaris koordinatakbol allo rész ekvivalens a csupa 0 és csupa 1
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értékd koordinatabol allo koddal. Ezért csak a ternaris koordinatak értékétdl fiiggden
kapunk kiilonb6z6 (inekvivalens) kodokat. O

A kovetkezd esetre vonatkozé allitast teljes indukcioval bizonyitjuk.

6.30. Tétel.

Ha t = 1, b paros pozitiv egész és R = g, akkor ekvivalencidtol eltekintve az aldbbi
egyetlen optimadlis kod létezik:

{(0,0,...,0),
(1,1,...,1),
(2,1,...,1)}.

Bizonyitds. A 6.10. és a 6.11. lemmébol kévetkezik, hogy a megadott kod optimalis.
Bebizonyitjuk el6szor b = 2-re, hogy nincs mas optimélis kod.

Egy optimaélis kod szavaiban a ternaris koordinata-helyen harom kiilonbo6zé értéknek kell
allnia, mert ellenkezé esetben a két binaris koordinata-helyen a 00, 01, 10, 11 variaciok
mindegyikének el§ kellene fordulnia, ami 3 kodszo esetén lehetetlen. Ezért tetszéleges
optimalis kod ekvivalens egy
{(0,0,0),
(1, %, %),
(2,%,%)}

alaku koddal, ahol a csillagok helyén egyelére még 0 vagy 1 is allhat. Most az x =
(0,1,1) € Z3Z2 pont R = 1 sugérral torténd fedéséhez sziikség van egy (*,1,1) alaka
kodszora, feltehetjiik, hogy ez a harmadik kodszo, amely igy (2,1, 1)-re véglegesithetd.
Ekkor az (1,0,1) és (1,1,0) pontok mindegyikének R = 1 sugérral torténd fedéséhez a
k6zépsd kodszoban a kicsillagozott két helyen két azonos értéknek kell allnia. Akar két
0-t, akar két 1-est tesziink a csillagok helyére, a kapott kod 0-k esetén ekvivalens, 1-esek
esetén azonos a tételben megadott koddal.

Ratériink az indukciés 1épésre, melynek kiindulasaként feltessziik, hogy igaz az allitas
b = 2v esetén, és megmutatjuk, hogy az optimalis kod unicitasara vonatkozo allitas
b = 2v-r6l 6roklédik b = 2v + 2-re.

Legyen C' egy, a b = 2v + 2, R = v + 1 paraméterekhez tartozé optimalis kod. A
6.7. lemma szerint C-bdl két binaris koordinata elhagyasaval keletkez6 kod ¢ = 1 ter-
naris és b = 2v binaris koordinatat tartalmazé kod, melynek elérési sugara legfeljebb v.
Esetiinkben az elérési sugar pontosan v, ennél kisebb ugyanis a 6.11. lemma szerint nem
lehet. Ugyanezen lemma szerint a kapott kod optimaélis, igy az indukcioés feltevés miatt
ekvivalens a bizonyitando6 tételben megadott koddal. Ebbdl kovetkezik, hogy a b = 2v+-2
dimenziohoz tartozé optimalis kod ekvivalenciatol eltekintve

{ (07 07 A 707 *7 *)7
(1,1,...,1, %, %),
(2,1,...,1,%,%)}.

alakban felirhatd. Az els§ kodszoban 1évé csillagok helyére az altalanossag csorbitasa
nélkiil 0-kat frhatunk, ezt kovetSen a tovabbi 4 csillag karakter 0-val vagy 1-gyel valo
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helyettesitésére 16 lehetséges varidcié marad, de ezek csak 7 inekvivalens esetet eredmé-
nyeznek. (Semmi, egy, harom vagy négy l-essel egy-egy esetet, két 1-essel pedig harom
kiilénb6z6 esetet kapunk.)

Megmutatjuk, hogy 7 koziil 6 esetben a kapott kod elérési sugara (v + 1)-nél nagyobb.
Az egyes esetekhez tartozd kodokat a v = 3 esetre, vagyis b = 8-ra és R = 4-re irjuk fel,
de az indoklast az altalanos esetre is megadjuk.

Tekintsiik el@szor az alabbi 4 kodot:

{(0,0,0,0,0,0,0,0,0 0,0,0,0,0,0,0
(1,1,1,1,1,1,1,0,0), (1,1,1,1,1,1,1,
2,1,1,1,1,1,1,0,0 2,1,1,1,1,1,1

i)
_ o O
N—

0,0,0,0,0,0,0,0,0 0,0,0,0,0,0,0,0,0
(1,1,1,1,1,1,1,0,1), (1,1,1,1,1,1,1,0,1),
2,1,1,1,1,1,1,0,1 2,1,1,1,1,1,1,1,0

) ? I ) I P Y

A fenti négy kod esetén a tér (0,0,0,0,1,1,1,1,1) pontja ezektsl 4-nél nagyobb tavol-
sagra van. Az altalanos esetben tekintsiik azt az r € Z3Z2"" pontot, amelyben v + 1
szamu 0 értékd koordinatat v 4+ 2 szamu 1 értékd koordinata kovet. E pontnak a fenti
tipusu kodoktol vald téavolsdga v + 1-nél nagyobb, tehat a felsorolt kodok nem lehetnek
optimélisak. Hasonl6an mutathaté6 meg a

0,0,0,0,0,0,0,0,0
(1,1,1,1,1,1,1,0,0
2,1,1,1,1,1,1,1,1

)

)

kod esetén az (1,0,0,0,0,1,1,1,1) pont, altalanos esetben az 1-gyel kezd6ds, majd els-
szOr v + 1 szamu 0-val, utana pedig v + 1 szamu 1-essel folytatdédd pont hasznélataval,

a
{ (0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(17 17 171717 17 17 71>7
2,1,1,1,1,1,1,1,1
)

)
)
» )

b Y

0

( ) ) ) Y Y ) ) 17 )}
kod esetén pedig az (1,0,0,0,1,1,1,1,0) pont, altalanos esetben az 1-gyel kezd6d8, majd
elGszor v szamu 0-val, utana pedig v+ 1 szami 1-essel folytatddo, és 0-val befejezddd pont

hasznalataval, hogy ezek a kodok sem optimalisak. Egyetlen optiméalis kodnak marad a
7 lehet6ség kozil eddig konkrétan még nem emlitett

0,0,0,0,0,0,0,0,0
1,1,1,1,1,1,1,1,1),
2,1,1,1,1,1,1,1,1

Y

)

kod. U

Ugyancsak teljes indukcioval bizonyithat6 a most kovetkezd allitas is.
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6.31. Tétel.

b+3

Ha t = 3, b pdratlan pozitiv egész és R = *32, akkor ekvivalencidtol eltekintve az aldbbi

egyetlen optimadlis kod létezik:

Bizonyitds. Az el6z6 tétel bizonyitasahoz hasonlé médon mutathaté meg, hogy a meg-
adott kod optimalis. Konnyd belatni, hogy b = 1 esetén — ekvivalenciatol eltekintve —
nincs mas optimalis kod.

Ratérve az indukcids lépésre, feltessziik hogy igaz az allitds b = 2v + 1 esetén, és meg-
mutatjuk, hogy az optimalis kod unicitasara vonatkozé allitas b = 2v + 1-r6l 6roklédik
b=2v+ 3ra,hav>1.

Legyen C' egy, a b = 2v + 3, R = v + 3 paraméterekhez tartozé optimalis kod. A
6.7. lemma szerint C-bdl két binéris koordinata elhagyasaval keletkezd kod olyan ¢ = 3
ternaris és b = 2v + 1 binéris koordinatat tartalmaz6 kod, melynek elérési sugara
legfeljebb v + 2. Az el6z6 bizonyitashoz hasonléan kapjuk, hogy az elérési sugar
pontosan v + 2. Az indukciés feltevés miatt a kapott kod ekvivalens a bizonyitandd
tételben megadott koddal. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy C' kodszavaiban a binéris
koordinatak legfeljebb 2 koordinata kivételével azonosak. (Mindharom kodszoban
vagy csupa 0, vagy csupa 1.) Mivel ez barmely két binaris koordinata elhagyasaval
adodo kodra fennall, ezért v > 2 esetén (amikor a redukcié utan még legalabb 3
binaris koordinata marad) ebbdl kovetkezik, hogy a kiindulasul vett C' kod szavaiban
is a binaris koordinatak azonosak, tehat C' a tétel allitasdban megadott alaka kod.
A v = 1 esetre egyszerti szamitogépes programmal verifikilhaté, hogy ha a binaris
koordinatak nem azonosak minden kddszoban, akkor C' elérési sugara nagyobb mint 3. [J

A kovetkezd két — klasszifikacios eredményt ado — tétel bizonyitasat elhagyjuk, mivel az
akar kézzel, akar szamitogép segitségével végezve nagyon egyszeri.

Haromszavas optimélis kodok egy tovabbi egyedi esetére fennéll a kovetkezd allitas:

6.32. Tétel.

Hat =2,b=2 és R =2, akkor 5 inekvivalens optimdlis kod létezik, melyek kizil az
alabbi két kod kiegyensilyozott és valamennyi koordindtdaban normdlis.

{ (0,0,0,0), { (0,0,0,0),
(1,1,0,0), , (1,1,0,1),
(2,2,1,1)} (2,2,1,0)}.

Még mindig 3 szobol allo optimalis kodokra vonatkozik a kovetkezs allitas. Az ezen
esethez tartozo inekvivalens optimalis kodokat a mellékelt lemezen megtalalhatjuk.
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6.33. Tétel.

t=4,b=1, R =3 esetén 5 inekvivalens optimdlis kod létezik.

Négyszavas optimalis kodok tekintetében mindossze egy egyedi esetre tudunk klasszifi-
kacios eredményt kimondani:

6.34. Tétel.

Hat=2,b=1 és R=1, akkor az alabbi két inekvivalens optimdlis kod létezik:

Bizonyitds. A két ternaris koordinata-helyen a 0, 1, 2 értékek mindegyikének els kell
fordulnia, mivel ellenkezs esetben egy ternaris koordindta elhagyasa utan maradé kodnak
zérd sugarral fednie kellene a teret, ami nyilvan lehetetlen. Feltehetjiik, hogy mindkét
ternaris koordinataban a 0 két kddszoban, az 1-es és 2-es pedig egy-egy kddszoban fordul
eld, tovabbé a binaris koordinatat is az egyik kodszoban 0 értéken rogzithetjiik. Eszerint
az aldbbi lehetdségeket kell vizsgalnunk:

{(0,0,0), {(0,1,0), {(0,0,0),
(0,0, ), 0,2,%), . (0,1, %),
(1,1, %), (1,0,%), & (1,0, %),
(2,2,%)} (2,0,%)} (2,2,%)}.

A csillag karakterek helyén a 0, 1 értékeket minden lehetséges modon varidlva, és a
kapott kodok elérési sugarat ellenérizve azt allapithatjuk meg, hogy az elsé esetben
két egymassal ekvivalens optimalis kodot, a mésodik esetben egyetlen optimalis kodot
kapunk, a harmadik eset viszont nem folytathaté tgy, hogy optimalis kodhoz jussunk. [J

Szamos tovabbi egyedi esetre szamitogépes program segitségével hataroztuk meg az inek-
vivalens optimélis kodok szaméat. Az ilyen esetekre vonatkozo klasszifikacios eredménye-
ket a 6.6. szakasz részletei, valamint a CD melléklet megfelel§ tablazata mutatja. Itt csak
egyet emeliink ki az ilyen esetek koziil, a K (1,6;1) = 24 esetet, melyre két inekvivalens
optimaélis kodot talaltunk. Ezeket egyébként tigy kaphatjuk meg, hogy a H; binéris Ham-
ming kod kodszavai koziil kivalasztjuk a O-val kezdddg, ill. a paros silyu kodszavakat,
majd a kivalasztott kodszavak mindegyikében az els6 koordinétat 2-re modositva, a Hr
kodot kibévitjlik a 8 modositott kodszoval.
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6.6. A vegyes ternaris/binaris térlefedé kodok attekin-
tése

A vegyes ternaris/binaris térlefedd kodoknak a paraméterek t + b < 10, R < 3 tarto-
méanyahoz tartozo eseteit Gsszegezziik. Mivel itt meglehetGsen sok eset keriil egyenkénti
felsorolasra, a korlatok javitasdnak nyomon kovetését tobbnyire csak az aktudlisan is-
mert legjobb és az ezt megel6zGen ismert legjobb also és/vagy felsé korlatra vonatkozo
eredmény forrdsanak megadésara korlatozzuk. A targyalt kodok jellegzetességeit 3-nél
tobb szobol allo kodok esetén adjuk meg.

Nem adunk meg itt prompt korlatokat, bar a szférikus als6 korlatot minden targyalt
esetre kiszamitottuk, és ennek alapjan kideriilt, hogy a szférikus alsé korlat csak 2 esetben
maradt a legjobb ismert alsoé korlat. Ezek egyike a K(1,9;2)-re megadott alsé korlat.
Kissé mas a helyzet K(2,2;1) esetén, mivel ennek pontos értéket is ismerjiik, amely
véletleniil egyenls a szférikus alsé korlattal.

A szférikus als6 korlat értelmezéséhez elébb a ZLZ8 vegyes Hamming térre értelmezniink
kell az = kozéppontu R sugart gémb fogalmat, amit az 1. fejezetben targyalt esethez
hasonlo

Br(r) = {y € Z3Z; : d(z.y) < R}

formula fejez ki, és meg kell hataroznunk a benne 1év§ pontok szdmat. Elemi tton
adodik, hogy az R sugart gomb a kézéppont valasztasatol fiiggetleniil

-2 ()()

i=0 j=0

szamu pontbol all. Ennek alapjan a szférikus alsé korlatot a

3tob 32"
K65 R) 2 [mw - {zio =02 () (M |

képlet adja.

Célszertiségi szempont indokolja, hogy a ,normélis kod” kifejezést ebben a szakaszban
a bevezetés 1.2 szakaszédban adott definiciotol eltéréen hasznéljuk. Mivel a konkrétan
targyalt vegyes ternaris/binaris kodok valamennyien normélisak legalabb egy binaris
koordindtaban, a binaris koordinatak szerinti normalitas kozlésétdl eltekintiink. Ezzel
osszefiiggésben, az egyszeriibb megfogalmazas érdekében, a ,normaélis kod” kifejezés itt
mindig azt fogja jelenteni, hogy ,legalabb egy ternéris koordindtaban normalis kod”. Az
ezzel ellenkez6 tulajdonsagi kodok esetén viszont szeretném elkeriilni az ,abnormalis
kod” kifejezés hasznélatat, ehelyett a ,nem normalis kod” kifejezés fogja azt jelenteni,
hogy az illet§ kod egyetlen ternéris koordinatara nézve sem normalis, fliggetleniil attol,
hogy binaris koordinatdkban normaélis-e vagy sem.

6.6.1. R =1 elérési sugart kdédokra vonatkozé eredmények

K(l, 1 1) = 2 ¢s 2 optimalis kod létezik. Magyarazat, klasszifikacio: 6.29. tétel.
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K (1,2;1) = 3 és egyetlen optimalis kod létezik. Magyarazat, klasszifikacio: 6.30. té-
tel.

K(1,3;1) = 6 és 24 optimalis kod létezik. Magyardzat: a 6.2.2 szakaszban vézolt
eljaras vagy a 6.19. tétel egyarant alkalmazhato. Konstrukeio 6 kodszoval: [60]. Also
korlat és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: |78, 84, 102|. Klasszifikacio: [167]. Az
optimalis kodok kozott kiegyensiilyozott és kiegyensulyozatlan, normalis és nem normalis
kodok is talalhatok.

K (1,4;1) = 8 és2 optimalis kod létezik. Konstrukeié 8 kodszoval: [60]. Also korlat és
egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [63]. Klasszifikacio: [76]. Totokod 8 kodszoval: Di
Nasso R. (1950). Az egyik optimalis kod kiegyensilyozatlan, a méasik kiegyensulyozott,
és egyik sem normalis.

K(1,5;1) = 16 és 120 optimalis kod létezik. Konstrukcio 16 kodszoval: [60]. Also
korlat és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [78, 102|. Klasszifikacio: [167]. Totokod
16 kodszoval: Di Nasso R. (1950). Az optimaélis kodok kozott kiegyensulyozott és ki-
egyensulyozatlan, normélis és nem normalis kodok is taldlhatok. Az optimélis kodok
némelyikében talalhato egy koordinata-helyen eltéré harmas kodszo-csoport, ezek egyi-
kében két ilyen kédszo-csoport van.

K(1,6;1) = 24 és 2 optimalis kod létezik. Konstrukeié 24 kodszoval: [60]. Also korlat
és egyuttal a pontos érték bizonyitéasa: [63]. Klasszifikacio: [167]. Totokod 24 kodszoval:
Ericson A. JARIC” (1936). A binaris Hamming kodbol szarmaztathaté mindkét optimalis
kod kiegyensulyozott és egyikiik sem normalis.

42 < K(1,7;1) < 48. Konstrukcié 48 kodszoval: [60]. Also korlat: [149]. Totokod
48 kodszoval: Ericson A. JARIC” (1936). Az ismert rekord-tarté kod kiegyensilyozott és
nem normalis, taldlhatéak benne két koordinata-helyen eltéré négyes kodszo-csoportok.

76 < K(1,8;1) < 84. Konstrukei6 84 kodszoval: [60]. Alsé korlat: [63]. Totokod 84
kodszoval: Pico A. (1975). Az ismert rekord-tarto kod kiegyensulyozott és nem normalis.

134 < K(1,9;1) < 160. Konstrukcio 160 kodszoval: [78, 102]. A 131 alsé korlat
bizonyitasa: [130]. Az als6 korlat javitasa 134-re: [149]. Totokod 160 kodszoval: Fagioli
C. (1976). Az ismert rekord-tart6 kod kiegyensilyozatlan és nem normaélis, talalhatoak
benne két koordinata-helyen eltéré négyes kodszo-csoportok.

K(2,1;1) =4 és 2 optimalis kod létezik. Konstrukcio 4 kodszoval: [60]. Also korlat
és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [63]. Klasszifikacio: [167], 6.34. tétel. Totokod
4 kodszoval: Di Nasso R. (1950). Mindkét optimalis kod kiegyenstlyozott, s egyikiik
normalis.

K (2,2;1) = 6 és egyetlen optimalis kod létezik. Magyarazat: 6.20. tétel. Konstrukcio
6 kodszoval: [60]. Szférikus also korlat eredményezi a fels§ korlattal egyezs 6 értéket.
Klasszifikicio (ami itt az unicitas bizonyitasat jelenti): [167]. Totokod 6 kodszoval: Di
Nasso R. (1950). Az optimalis kod kiegyenstlyozott és nem normaélis.
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K (2,3;1) = 12 és 23 optimalis kod létezik. Konstrukei6 12 kodszoval: [60]. Alsé kor-
lat és egytuttal a pontos érték bizonyitasa: 78, 84, 102|. Klasszifikacio: [167]. Totokod
12 kodszoval: ,BIG” (1941). Az optimalis kodok kozott kiegyensulyozott és kiegyensi-
lyozatlan, normalis és nem normélis kodok is talalhatok.

K(2,4;1) = 20 és egyetlen optimélis kod létezik. Konstrukeio 20 kodszoval: [60].
Also korlat és egyuttal a pontos érték bizonyitéasa: [78, 84, 102]. Klasszifikacio (ami itt
az unicitas bizonyitasat jelenti): [167]|. Totokod 20 kodszoval: BIG” (1941). Az egyetlen
optimélis kod kiegyensilyozatlan és nem normalis.

32 < K(2,5;1) < 36. Konstrukci6 36 kodszoval: [60]. A 31 alsé korlat bizonyitésa:
[63]. Az also korlat javitasa 32-re: [149]. Totokod 36 kodszoval: Ericson A. , ARIC”
(1936). Az ismert rekord-tart6 kod kiegyenstlyozott és nem normalis, talalhatoak benne
két koordinata-helyen eltéré négyes kodszo-csoportok.

57 < K(2,6;1) < 64. Konstrukcio 64 kodszoval: [60]. Az 56 als6 korlat bizonyitésa:
[63]. Az als6 korlat javitasa b7-re: [149]. Totokod 64 kodszoval: Stene O. (1947).
Az ismert rekord-tartd kod kiegyensiilyozatlan és nem normalis, talalhatéak benne két
koordinata-helyen eltéré négyes kodszo-csoportok.

101 < K(2,7;1) < 122. Konstrukei6 124 kodszoval [102], 122 kodszoval: [130]. A
100 also korlat bizonyitésa: [130]. Az also korlat javitasa 101-re: [149]. Totokod 122 kod-
szoval: Bertolo R. és Santisi F. (1998). Az ismert rekord-tartod kod kiegyenstlyozatlan és
nem norméalis, talalhatéak benne két koordinata-helyen eltéré négyes kddszo-csoportok.

187 < K(2,8;1) < 232. Konstrukcio 232 kodszoval [102]. Also korlat: [63]. To-
tokod 232 kodszoval: Rosatella M. és Fagioli C. (1981). Az ismert rekord-tartd kod
kiegyensilyozatlan és nem normalis, talalhatéak benne két koordinata-helyen eltérs né-
gyes kodszo-csoportok.

K(3,1;1) = 9 és 4 optimalis kod létezik. Konstrukcio 9 kodszoval: [60]. A 8 also
korlat bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 9-re, és ezaltal a pontos érték bizonyi-
tasa: [102]. Klasszifikacio: [145]. Totokod 9 kodszoval: ismeretlen szerzd (1946). Az
optimélis kodok kozott kiegyensilyozott és kiegyensulyozatlan kodok is talalhatok, s a
négy optimélis kod egyike sem normalis.

K(3,2;1) = 16 és 3 optimalis kod létezik. Konstrukcio 16 kodszoval: [60]. Az
also korlat, és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [78, 84, 102]. Klasszifikacio: [167].
Totokod 16 kodszoval: ,\BIG” (1941). Mindharom optimalis kod kiegyensulyozatlan, egy
koziiliik normalis.

K(3,3;1) = 24 és 2 optimalis kod létezik. Konstrukci6 24 kodszoval: [60]. Az also
korlat, és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [63]. Klasszifikacio: [167]. Totokod 24
kodszoval: ismeretlen szerz6 (1946). Mindkét optimalis kod kiegyenstlyozott és nem
normalis.

44 < K(3,4;1) < 48. Konstrukcio 48 kodszoval: [60]. A 41 als6 korlat bizonyitésa:
[63]. Az alsé korlat javitdsa 44-re: [149]. Totokod 48 kodszoval: ismeretlen szerzd
(1946). Az ismert rekord-tart6 kod kiegyensilyozott és nem normalis, taldlhatoak benne
két koordinata-helyen eltéré négyes kodszo-csoportok.
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78 < K(3,5;1) < 92. Konstrukcié 92 kodszoval: [60, 102]. A 76 als6 korlat bizonyi-
tasa: [63]. Az also korlat javitasa 78-ra: [149]. Totokod 92 kodszoval: Pico A. (1979).
Az ismert rekord-tart6 kod kiegyensulyozatlan és nem normalis.

140 < K(3,6;1) < 171. Konstrukeié 171 kodszoval: [102]. A 139 alsé korlat bizo-
nyitasa: [63]. Az als6 korlat javitasa 140-re: [149]|. Totokod 171 kodszoval: Hamaéldinen
H. (1994). Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan és nem normalis, talalhatoak
benne két koordinata-helyen eltéré négyes kddszo-csoportok.

256 < K (3,7;1) < 312. Konstrukci6 312 kodszoval [102]. Also korlat: [63]. Totokod
312 kodszoval: Pico A. (1979). Az ismert rekord-tarté kod kiegyensilyozott és nem
normélis, talalhatéak benne két koordinata-helyen eltérd négyes kodszo-csoportok.

K(4,1;1) = 18 és 5 optimalis kod létezik. Konstrukcio 18 kodszoval: [60]. Az also
korlat, és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [63, 76]. Klasszifikacio: [167]. Totokod
18 kodszoval: ismeretlen szerz6 (1946). Mind az 6t optimalis kod kiegyenstlyozott, egy
koziiliik normélis.

K(4,2;1) = 36. Konstrukcié 36 kodszoval: [60]. Az also korlat, és egytttal a pontos
érték bizonyitasa: [88|. Totokod 36 kodszoval: ismeretlen szerzé (1946). Az ismert
optimalis kodok kiegyensiilyozottak, s el6fordul kézottiik normaélis és nem normalis kod is.
Az utébbiak egyikében taldlhatoak két koordinata-helyen eltérd négyes kodszo-csoportok.

60 < K(4,3;1) < 72. Konstrukcio 72 kodszoval: [60]. Az 58 also korlat bizo-
nyitasa: [63]. Az als6 korlat javitasa 60-ra: [149]. Totokod 72 kodszoval: ismeretlen
szerz6 (1946). Az ismert rekord-tartd kodok kiegyenstlyozottak, egyikiik normalis, és
talalhatdak benniik két koordinata-helyen eltérd négyes kddszo-csoportok.

107 < K(4,4;1) < 128. Konstrukeié 128 kodszoval: [99]. A 103 alsé korlat bizo-
nyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 107-re: [149]. Totokod 128 kodszoval: Hamaéldinen
H., Madsen E. (1994). Az ismert rekord-tart6 kod kiegyensiilyozatlan és nem normalis,
talalhatoak benne két koordindta-helyen eltérs négyes kddszo-csoportok.

195 < K(4,5;1) < 238. Konstrukcié 238 kodszoval: [99]. A 194 alsé korlat bizonyi-
tasa: [63]. Az also korlat javitasa 195-re: [130]. Totokod 238 kodszoval: Haméldinen H.,
Madsen E. (1994). Az ismert rekord-tart6 kod kiegyenstlyozatlan és nem normaélis.

356 < K(4,6;1) < 432. Konstrukei6 432 kodszoval: Johansson, lasd [60]. Also
korlat: [63]. Totokod 432 kodszoval: Cercone De Lucia F. (1962). Az ismert rekord-
tarto kod kiegyenstlyozott és normalis.

45 < K(5,1;1) < 54. Konstrukci6 54 kodszoval: [60]. A 44 also korlat bizonyitésa:
[63]. Az alsé korlat javitasa 45-re: [130]. Totokod 54 kodszoval: ismeretlen szerzd
(1946). Az ismert rekord-tarto kod kiegyenstlyozott és normalis, talalhatoak benne egy
koordinata-helyen eltéré hérmas, valamint két koordinata-helyen eltéré négyes kodszo-
csoportok.

80 < K(5,2;1) < 96. Konstrukci6 96 kodszoval: [60]. A 76 alsé korlat bizonyitasa:
[63]. Az also korlat javitasa 80-ra: [149]. Totokod 96 kodszoval: D’Amato G. (1953). Az
ismert rekord-tarté kod kiegyensiilyozatlan és nem normalis.
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148 < K(5,3;1) < 168. Konstrukcio 168 kodszoval: [60]. A 147 alsé korlat bizonyi-
tasa: [63]. Az also korlat javitasa 148-ra: [130]. Totokod 168 kodszoval: D’Amato G.
(1953). Az ismert rekord-tart6 kod kiegyensulyozott és nem normalis.

268 < K(5,4;1) < 324. Konstrukcié 324 kodszoval: [102]. A 265 also korlat
bizonyitasa: [63]. Az als6 korlat javitasa 268-ra: [149]|. Totokod 324 kodszoval: Conti N.
(1976). Az ismert rekord-tarto kod kiegyensilyozott és nem normaélis.

509 < K(5,5;1) < 624. Konstrukei6 639 kodszoval: [102], 624 kodszoval: [130].
Az 508 also korlat bizonyitasa: [63]. Az alsé korlat javitasa 509-re: [130]. Totokod 624
kodszoval: Bertolo R., Di Pasquale F. és Santisi F. (1999). Az ismert rekord-tarto kod
kiegyensilyozatlan és nem normalis.

113 < K(6,1;1) < 132. Konstrukeié 132 kodszéval: [60]. A 112 als6 korlat bizo-
nyitasa: [63]. Az als6 korlat javitasa 113-ra: [130]. Totokod 132 kodszoval: D’Amato
G. (1953). Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan és nem normaélis, taldlhatoak
benne két koordinata-helyen eltérs négyes kddszo-csoportok.

204 < K(6,2;1) < 252. Konstrukcié 252 kodszoval: [60]. A 197 alsé korlat bizo-
nyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 204-re: [149]. Totokod 252 kodszoval: D’Amato
G. (1953). Az ismert rekord-tarto kod kiegyensilyozatlan és nem normalis, taldlhatoak
benne egy koordinata-helyen eltéré harmas, valamint két koordinata-helyen eltérs négyes
koédszo-csoportok.

386 < K(6,3;1) < 468. Konstrukeié 468 kodszoval: [78, 102]. A 384 als6 korlat
bizonyitasa: [63|. Az also korlat javitasa 386-ra: [130]. Totokod 468 kodszoval: Leonardi
P. (1992). Az ismert rekord-tartd kod kiegyensilyozott és nem normaélis.

700 < K(6,4;1) < 864. Konstrukcio 864 kodszoval: Johansson (1988), lasd [60].
A 697 also korlat bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 700-ra: [149]. Totokod 864
kodszoval: Cavallaro G. (1963). Az ismert rekord-tart6 kod kiegyensulyozott és nem
normaélis.

202 < K(7,1;1) < 333. Konstrukeié 333 kodszoval: [78, 102]. A 291 als6 korlat
bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 292-re: [130]. Totokod 333 kodszoval: Ostergard
P. (1990). Az ismert rekord-tartd kod kiegyensulyozatlan és nem normaélis, talalhatoak
benne két koordinata-helyen eltéré négyes kddszo-csoportok.

525 < K(7,2;1) < 648. Konstrukei6 648 kodszoval: [78, 102]. Az 519 als6 korlat
bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 525-re: [149]. Totokod 648 kodszoval: Cavallaro
G. (1963). Az ismert rekord-tarto kod kiegyenstlyozott és nem normalis, talalhatoak
benne két koordinata-helyen eltéré négyes kddszo-csoportok.

1022 < K(7,3;1) < 1296. Konstrukei6 1296 kodszoval: [60]. Az 1019 als6 korlat
bizonyitasa: [63]. Az alsé korlat javitdsa 1022-re: [130]. Totokod 1296 kodszoval: Ca-
vallaro G. (1963). Az ismert rekord-tart6 kod kiegyenstilyozott és normalis, talalhatoak
benne két koordinata-helyen eltérs négyes kddszo-csoportok.
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772 < K(8,1;1) < 948. Konstrukeio 948 kodszoval: [130]. A 770 alsé korlat
bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 772-re: [130]. Totokod 948 kodszoval: Di
Pasquale F. (2001). Az ismert rekord-tarto kod kiegyenstlyozatlan és nem normélis,
talalhatoak benne egy koordinata-helyen eltéré harmas és két koordinata-helyen eltérd
négyes kodszo-csoportok.

1395 < K(8,2;1) < 1728. Konstrukcio 1728 kodszoval: [78, 102]. Az 1390 also
korlat bizonyitésa: [63|. Az alsé korlat javitasa 1395-re: [149]. Totokod 1728 kodszoval:
Hémaéldinen H. (1991). Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozott és nem normalis,
talalhatoak benne két koordindta-helyen eltérs négyes kddszo-csoportok.

2072 < K(9,1;1) < 2520. Konstrukci6 2538 kodszoval: [130], 2529 kodszoval: [168],
2520 kodszoval: Haméldinen [159]. A 2067 also korlat bizonyitasa: [63|. Az alsé korlat
javitasa 2072-re: [130]. Totokod 2520 kodszoval: Hamaéldinen H. (2009). Az ismert
rekord-tart6 kod kiegyenstilyozott és nem normalis, talalhatéak benne egy koordinéata-
helyen eltéré harmas koédszo-csoportok.

6.6.2. R =2 elérési sugart kédokra vonatkoz6é eredmények

K (1,2;2) = 2 és 4 optimalis kod létezik. Az optimalis kodok alakja
x 0
x k% 17

ahol a *-gal jelolt helyeken tetszéleges szimbolum allhat.

K(1,3;2) =2 és 2 optimalis kod létezik. Magyarazat és klasszifikacio: 6.29. tétel.

K (1,4;2) = 3 és egyetlen optimélis kod létezik. Magyarazat és klasszifikicio: 6.30. té-
tel.

K (1,5;2) = 6 és 155 optimalis kod létezik. Konstrukci6 6 kodszoval: [60]. Alsé korlat
és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [78, 84, 102]|. Klasszifikacio: [167]. Totokod 6
kodszoval: [ ARIC” v. Weikel (1947). Az optimélis kodok kozott kiegyenstlyozott és
kiegyenstulyozatlan, normalis és nem normalis kodok is talalhatok.

K(1,6;2) = 8 és 6 optimalis kod létezik. Konstrukeié 8 kodszoval: [60]. Also kor-
lat és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: |78, 102]. Klasszifikicio: [167]. Totokod
8 kodszoval: ismeretlen szerzd (1940). Az optimalis kodok kozott kiegyensulyozott és
kiegyensulyozatlan kodok is taldlhatok, s ezek egyike sem normalis.

K (1, 7; 2) = 12 és egyetlen optimélis kod létezik. Konstrukcio 12 kodszoval: [60]. A
10 also korlat bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 12-re: [130]. Klasszifikicio (ami
itt az unicitas bizonyitasat jelenti): [167]. Totokod 12 kodszoval: ,ARIC” (1943). Az
ismert optimalis kod kiegyensiilyozott és nem normaélis.

K (1,8;2) = 20. Konstrukei6 20 kodszoéval: [60]. A 17 alsé korlat bizonyitasa: [130].
Az also korlat javitasa 20-ra, és ezéltal a pontos érték bizonyitésa: 6.28. tétel. Totokod
20 kodszoval: Hamaélainen H. (1982). Az ismert optimalis kod kiegyenstulyozatlan és nem
normaélis.
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24 < K(1,9;2) < 35. Konstrukeié 35 kodszoval: [78, 102]. Szférikus also korlét
eredményezi a megadott 24 értéket. Totokod 35 kodszoval: Ostergard P. (1988). Az
ismert rekord-tarté kod kiegyensiilyozott és nem normaélis.

K (2, 1 2) = 2 &s 3 optimalis kod létezik. Magyarazat és klasszifikicio: 6.29. tétel.
K(Z, 2; 2) = 3 és 5 optimalis kod létezik. Magyarazat és klasszifikicio: 6.32. tétel.

K(2,3;2) =4 és 6 optimdlis kod létezik. Konstrukcio 4 kodszoval: [60]. Alsé korlat
és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [63|. Klasszifikacio: [167]. Totokod 4 kodszoval:
LARIC” v. Weikel (1947). Valamennyi optimalis kod kiegyenstlyozott, s koziiliik 2 kod
normélis.

K (2,4;2) = 6 és egyetlen optimalis kod létezik. Konstrukcio 6 kodszoval: [60]. Also
korlat és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [78, 84, 102]. Klasszifikdcié (ami itt az
unicitas bizonyitasat jelenti): [167]. Totokod 6 kodszoval: ismeretlen szerzs (1941). Az
egyetlen optimaélis kod kiegyensiilyozott és nem normélis.

K(2,5;2) = 11 és 91 optimalis kod létezik. Konstrukeio 11 kodszoval: [60]. Also
korlat és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [130]. Klasszifikacio: [167]. Totokod
11 kodszoval: Haméldinen H. (1989). Az optimalis kodok kozott kiegyensulyozott és
kiegyensilyozatlan kodok is talalhatok, s ezek egyike sem normalis.

K(2,6;2) = 16. Konstrukei6 16 kodszoval: [60]. A 12 alsé korlat bizonyitasa: [63].
Az also korlat javitasa 16-ra és ezaltal a pontos érték bizonyitasa: [130]. Totokod 16
kodszoval: ismeretlen szerz6 (1940). Az ismert optimalis kod kiegyensulyozatlan és nem
normaélis.

22 < K(2,7;2) < 28. Konstrukci6 28 kodszoval: [60]. A 19 alsé korlat bizonyitésa:
[63]. Az also korlat javitasa 22-re: [130]. Totokod 28 kodszoval: Ciaburri V. & 1. (1983).
Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan és nem normalis.

33 < K(2,8;2) < 48. Konstrukci6 48 kodszoval: [60]. A 32 alsé korlat bizonyitésa:
[63]. Az also korlat javitasa 33-ra: [149]. Totokod 48 kodszoval: ,ARIC” v. Weikel
(1947). Az ismert rekord-tart6 kod kiegyensilyozatlan és nem normaélis.

K (3, 1 2) = 3 és egyetlen optimélis kod létezik. Magyarazat és klasszifikacio: 6.31. té-
tel.

K(3,2;2) =5 és egyetlen optimalis kod létezik. Konstrukeié 5 kodszoval: [60]. Also
korlat és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [78, 84, 102|. Klasszifikacio (ami itt az
unicitas bizonyitasat jelenti): [167]. Totokod 5 kodszoval: ismeretlen szerzé (1950). Az
egyetlen optimaélis kod kiegyensilyozott és normaélis.

K(3,3;2) = 8 &s 15 optimdlis kod létezik. Konstrukeio 8 kodszoval: [60]. Also
korlat és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: |78, 102]. Klasszifikicio: [167]. Totokod
8 kodszoval: ismeretlen szerzd (1951). Az optimalis kodok kozott kiegyenstlyozott és
kiegyensilyozatlan, normalis és nem normalis kdédok is talalhatok.
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K(3,4;2) = 13 és egyetlen optimélis kod létezik. Konstrukeio 13 kodszoval: [60].
Also korlat és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [130]. Klasszifikdcio (ami itt az
unicitas bizonyitasat jelenti): [167]. Totokod 13 kodszoval: ,ARIC” (1943). Az egyetlen
optimélis kod kiegyensiilyozott és nem normélis.

17 < K(3,5;2) < 23. Konstrukeié 23 kodszoval: [60]. A 15 also korlat bizonyitasa:
[63]. Az als6 korlat javitasa 17-re: [130]. Totokod 23 kodszoval: Weikel (1950). Az
ismert rekord-tarté kod kiegyensiilyozott és nem normaélis.

25 < K(3,6;2) < 36. Konstrukcio 36 kodszoval: [60]. A 24 alsé korlat bizonyitasa:
[63]. Az also korlat javitasa 25-re: [149]. Totokod 36 kodszoval: ,,ARIC” v. Weikel

(1946). Az ismert rekord-tarto kod kiegyensulyozott és nem normalis.

43 < K(3,7;2) < 56. Konstrukci6 56 kodszoval: [78, 102]. Also korlat: [63]. Totokod
56 kodszoval: D’Agostino F (1989). Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan és
nem normalis.

K(4,1;2) = 6 és 11 optimalis kod létezik. Konstrukcio 6 kodszoval: [60]. Az 5 also
korlat bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 6-ra és ezaltal a pontos érték bizonyitéasa:
[78, 84, 102]. Klasszifikacio: [167]. Totokod 6 kodszoval: ,ARIC” (1947). Valamennyi

optimaélis kod kiegyensilyozott, s koztiik normélis és nem normalis kod is talalhato.

K(4,2;2) = 10 és 4 optimalis kod létezik. Konstrukeio 10 kodszoval: [60]. Also
korlat és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [130]. Klasszifikacio: [167]. Totokod
10 kodszoval: ismeretlen szerz6 (1941). Az optimalis kodok kozott kiegyenstlyozott és
kiegyenstlyozatlan kod is talalhato, s ezek egyike sem normalis.

15 < K(4,3;2) < 18. Konstrukei6 18 kodszoval: [60]. A 14 als6 korlat bizonyitasa:
[130]. Az also korlat javitasa 15-re: [167]. Totokod 18 kodszoval: ,ARIC” (1940). Az

ismert rekord-tarté kod kiegyensiilyozatlan és normalis.

20 < K(4,4;2) < 24. Konstrukci6 24 kodszoval: [60]. A 19 alsé korlat bizonyitésa:
[130]. Az als6 korlat javitasa 20-ra: [149]. Totokod 24 kodszoval: ,,ARIC” v. Weikel
(1934). Az ismert rekord-tarto kod kiegyensulyozott és normalis.

32 < K(4,5;2) < 48. Konstrukcio 48 kodszoval: [60]. Also korlat: [63]. Totokod
48 kodszoval: (ARIC” v. Weikel (1934). Az ismert rekord-tarto kod kiegyenstlyozott és
normalis.

55 < K(4,6;2) < 72. Konstrukci6 72 kodszoval: [60]. Also korlat: [63]. Totokod 48
kodszoval: Weikel (1946). Az ismert rekord-tarto kod kiegyensulyozott és nem normalis.

K(5,1;2) = 12 és egyetlen optimalis kod létezik. Konstrukcio 12 kodszoval: [60].
A 9 also korlat bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 12-re és ezaltal a pontos érték
bizonyitéasa: [130]. Klasszifikicio (ami itt az unicitas bizonyitéasat jelenti): [167]|. Totokod
12 kodszoval: Haméldinen H. (1984). Az optimalis kod kiegyensilyozott és nem normaélis.

16 < K(5,2;2) < 21. Konstrukci6 21 kodszoval: [78, 102]. Also korlat: [130]. Toto-
kod 21 kodszoval: D’Agostino F (1989). Az ismert rekord-tarto kod kiegyensilyozatlan
és nem normalis.
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24 < K(5,3;2) < 36. Konstrukei6 36 kodszoval: [60]. Also korlat: [63]. Totokod 36
kodszoval: [ ARIC” v. Weikel (1934). Az ismert rekord-tarté kodok kiegyensilyozottak
és normalisak.

42 < K(5,4;2) < 64. Konstrukcié 64 kodszoval: [60]. Alsé korlat: [63]. Totokod
64 kodszoval: Hamaldinen H. (1987). Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan és
nem normalis.

71 < K (5,5;2) < 108. Konstrukci6 108 kodszoval: [60]. A 70 alsé korlat bizonyitésa:
[63]. Az also korlat javitasa 71-re: [149]. Totokod 108 kodszoval: Weikel (1946). Az
ismert rekord-tartd kod kiegyensilyozott és nem normaélis.

19 < K(6,1;2) < 27. Konstrukeié 27 kodszoval: [60]. A 18 also korlat bizonyitasa:
[63]. Az also korlat javitasa 19-re: [130]. Totokod 27 kodszoval: ismeretlen szerzs (1941).
Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan és nem normalis.

33 < K(6,2;2) < 48. Konstrukcio 48 kodszoval: [60]. Also korlat: [63]. Totokod
48 kodszoval: Weikel (1958). Az ismert rekord-tartd kod kiegyenstlyozatlan és nem
normalis.

54 < K (6, 3;2) < 72. Konstrukci6 72 kodszoval: [60]. Az 53 also korlat bizonyitésa:
[63]. Az als6 korlat javitasa 5H4-re: [149]. Totokod 72 kodszoval: [, ARIC” (1939). Az
ismert rekord-tarté kod kiegyensiilyozott és nem normaélis.

94 < K(6,4;2) < 144. Konstrukci6 144 kodszéval: [60]. Alsé korlat: [63]. Totokod
144 kodszoval: ,ARIC” (1939). Az ismert rekord-tarto kod kiegyensulyozott és normaélis.

42 < K(7,1;2) < 54. Konstrukci6 54 kodszoval: [60]. A 41 als6 korlat bizonyitésa:
[63]. Az also korlat javitasa 42-re: [149]. Totokod 54 kodszoval: ,ARIC” (1941). Az
ismert rekord-tart6 kod kiegyensilyozott és normalis.

72 < K(7,2;2) < 108. Konstrukci6 108 kodszoval: [60]. A 70 alsé korlat bizonyitésa:
[63]. Az als6 korlat javitasa 72-re: [149]. Totokod 108 kodszoval: ,ARIC” (1941). Az
ismert rekord-tarté kod kiegyensilyozott és normélis.

130 < K(7,3;2) < 216. Konstrukci6 216 kodszoval: [60]. Also korlat: [63]. Totokod
216 kodszoval: [ ARIC” (1941). Az ismert rekord-tart6 kodok kiegyensilyozottak és
normélisak. Egyikben talalhatok két koordinata-helyen eltéré négyes kodszo-csoportok,
egy méasikban pedig egy koordinata-helyen eltéré harmas kodszo-csoportok.

99 < K(8,1;2) < 162. Konstrukci6 162 kodszoval: [60]. Alsé korlat: [63]. Totokod
162 kodszoval: ,,ARIC” (1936). Az ismert rekord-tarto kod kiegyensilyozott és normalis,
talalhatoak benne egy koordinata-helyen eltéré harmas koédszo-csoportok.

167 < K (8,2;2) < 288. Konstrukcio 288 kodszoval: [60]. Also korlat: [63]. Totokod
288 kodszoval: Hamaéldinen H. (1985). Az ismert rekord-tarto kod kiegyensulyozatlan és
nem normalis.

219 < K(9,1;2) < 396. Konstrukcié 396 kodszoval: [60]. Also korlat: [63]. Totokod
396 kodszoval: Hamaldinen H. (1985). Az ismert rekord-tarto kod kiegyensulyozatlan és
nem normalis.
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6.6.3. R = 3 elérési sugart kédokra vonatkoz6 eredmények

K(1,3;3) = 2 és 6 optimalis kod létezik. Az optimalis kodok alakja
x x x 0
T |

Y

ahol a *-gal jelolt helyeken tetszdleges szimbolum allhat.

K (1,4;3) = 2 ¢s 4 optimalis kod létezik. Az optimalis kodok alakja
* x 0 0 0
* x 1 1 1

Y

ahol a *-gal jelolt helyeken tetszéleges szimbolum allhat.
K(l, 0; 3) = 2 és 2 optimalis kod létezik. Magyaréazat és klasszifikdcio: 6.29. tétel.

K (1, 6; 3) = 3 és egyetlen optimalis kod létezik. Magyarazat és klasszifikacio: 6.30. té-
tel.

K(1,7;3) = 6 és 573 optimalis kod létezik. Konstrukeié 6 kodszoval: [60]. Also korlat
és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: |78, 84, 102|. Klasszifikdcio: [167]. Totokod 6
kodszoval: ismeretlen szerzd (1963). Az optimalis kodok kozott kiegyensulyozott és
kiegyensulyozatlan, normaélis és nem normalis kodok is talalhatok.

K(1,8;3) = 8 &s 21 optimalis kod létezik. Konstrukci6 8 kodszoval: [60]. A 6 also
korlat bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 8-ra, és ezéltal a pontos érték bizonyitésa:
[130]. Klasszifikacio: [167]. Totokod 8 kodszoval: ismeretlen szerzd (1975). Az optimalis
kodok kozott kiegyenstlyozott és kiegyensiilyozatlan kédok is talalhatok, s ezek egyike
sem normalis.

K(1,9;3) = 12 és 5 optimalis kod létezik. Konstrukeio 12 kodszoval: [60]. A 8
also korlat bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 12-re, és ezéltal a pontos érték
bizonyitasa: [130]. Klasszifikacio: [167]. Totokod 12 kodszoval: ismeretlen szerzd (kb.
1975). Valamennyi optimaélis kod kiegyensulyozott, és egyikiik sem normaélis.

K (2, 2; 3) = 2 ¢s 6 optimalis kod létezik. Az optimalis kodok alakja

Y

x % *x 0
x % k1
ahol a *-gal jelolt helyeken tetszdéleges szimbolum allhat.

K (2,3;3) =2 és 3 optimalis kod létezik. Magyarazat és klasszifikicio: 6.29. tétel.

K (2,4;3) = 3 és 5 optimalis kod létezik. Pontos érték bizonyitésa: 6.10-6.11. tétel.
Klasszifikacio: [167].
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K (2,5;3) = 4 és 12 optimalis kod létezik. Konstrukcio 4 kodszoval: [60]. Also korlat
és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [78, 84, 102|. Klasszifikacio: [167]. Totokod 4
kodszoval: ismeretlen szerzd [Valiosysteemit| (1963). Valamennyi optimalis kod kiegyen-
silyozott, s koziiliik 3 kod normalis.

K (2,6;3) = 6 és 2 optimalis kod létezik. Konstrukcio 6 kodszoval: [60]. Alsé korlat
és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [78, 84, 102]. Klasszifikacio: [167]. Totokod
6 kodszoval: ,SEPPO” (1975). Mindkét optimélis kod kiegyenstlyozott, s egyik sem
normalis.

K(2,7;3) = 11. Konstrukei6 11 kédszoval: [60]. A 7 also korlat bizonyitasa: [129].
Az also korlat javitasa 11-re, és ezaltal a pontos érték bizonyitasa: [130]. Totokod 11
kodszoval: Haméldinen H. (1986). Az ismert optimalis kod kiegyensulyozott, és nem
normaélis.

14 < K(2,8;3) < 16. Konstrukei6 16 kodszoval: [60]. Also korlat: [130]. Totokod
16 kodszoval: ,SEPPO” (1975). Az ismert rekord-tarté kod kiegyenstlyozatlan és nem
normalis.

K(3,1;3) = 2 és 4 optimalis kod létezik. Magyarazat és klasszifikacio: 6.29. tétel.

K(3,2;3) = 3 és 16 optimélis kod létezik. Pontos érték bizonyitésa: 6.10-6.11. tétel.
Klasszifikacio: [167].

K (3, 3; 3) = 3 és egyetlen optimélis kod létezik. Magyarazat és klasszifikacio: 6.31. té-
tel.

K(3,4;3) = 5 &s 2 optimalis kod létezik. Konstrukcio 5 kodszoval: [60]. A 4 also
korlat bizonyitéasa: [63]. Az also korlat javitasa 5-re, és ezaltal a pontos érték bizonyitéasa:
[78, 84, 102]. Klasszifikacio: [167]. Totokod 5 kodszoval: ,BEJON” (1975). Mindkét
optimélis kod kiegyensulyozott és normalis.

K(3,5;3) = 8 &s 131 optimalis kod létezik. Konstrukei6 8 kodszoval: [60]. A 6 also
korlat bizonyitasa: [129]. Az als6 korlat javitasa 8-ra, és ezaltal a pontos érték bizo-
nyitasa: [130]. Klasszifikacio: [167]. Totokod 8 kodszoval: Weikel (1974). Az optimalis
kodok kozott kiegyensiilyozott és kiegyensulyozatlan, normalis és nem normalis kédok is
talalhatok.

K(3,6;3) = 12. Konstrukeci6 12 kodszéval: [60]. A 11 alsé korlat bizonyitasa: [130].
Az als6 korlat javitasa 12-re, és ezaltal a pontos érték bizonyitasa: 6.28. tétel. Totokod
12 kodszoval: ,ARIC” v. Weikel (1975). Az ismert optimalis kod kiegyensilyozott és
nem normalis.

15 < K(3,7;3) < 20. Konstrukeié 20 kodszéval: [60]. A 12 also korlat bizonyitasa:
[63]. Az also korlat javitéasa 15-re: [130]. Totokod 20 kodszoval: Haméldinen H. (1986).
Az ismert rekord-tart6é kod kiegyensulyozatlan és nem normalis.

K(4,1;3) = 3 és 5 optimalis kod létezik. Magyarazat és klasszifikacio: 6.10-6.11. és
6.33. tétel.
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K(4,2;3) = 4 és 11 optimalis kod létezik. Konstrukcio 4 kodszoval: [60]. Also
korlat és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: |78, 102]. Klasszifikacio: [167]. Totokod 4
kodszoval: ismeretlen szerzé (kb. 1975). Az optimalis kodok kozott kiegyensulyozott és
kiegyensulyozatlan, normalis és nem normalis kodok is talalhatok.

K(4,3;3) = 6 és 45 optimalis kod létezik. Konstrukeio 6 kodszoval: [60]. Alsé korlat
és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [78, 102]. Klasszifikacio: [167]. Totokod 6 kodszo-
val: ,ARIC” (1974). Az optimaélis kodok kozott kiegyensulyozott és kiegyensulyozatlan,
normalis és nem normalis kodok is talalhatok.

K(4,4;3) = 10. Konstrukci6 10 kodszoval: [60]. Also korlt és egytttal a pontos
érték bizonyitasa: [130]. Totokod 10 kodszoval: Weikel (1972). Az ismert optimaélis
kodok koziil az egyik kiegyensilyozott és nem normélis, egy masik kiegyenstulyozatlan és
normalis.

12 < K(4,5;3) < 16. Konstrukcio 16 kodszoéval: Johansson, lasd [60]. A 9 also
korlat bizonyitasa: [63]. Az als6 korlat javitasa 12-re: [130]. Totokod 16 kodszoval:
L,BEJON” (1988). Az ismert rekord-tarto kod kiegyenstlyozatlan és nem normaélis.

16 < K(4,6;3) < 24. Konstrukeié 24 kodszoval: [60]. A 14 also korlat bizonyitasa:
[63]. Az also korlat javitasa 16-ra: [130]. Totokod 24 kodszoval: [SEPPO” (1975). Az
ismert rekord-tarté kod kiegyensiilyozott és normaélis.

K (5,1;3) =4 és egyetlen optimalis kod létezik. Konstrukcio 4 kodszoval: [60]. Also
korlat és egyuttal a pontos érték bizonyitasa: [63]. Klasszifikicio (ami itt az unicitas
bizonyitasat jelenti): [167]. Totokod 4 kodszoval: Weikel (1974). Az egyetlen optimalis
kod kiegyensulyozott és normalis.

K (5, 2; 3) = T és egyetlen optimalis kod 1étezik. Konstrukeio 7 kodszoval: Johansson,
lasd [60]. A 6 also korlat bizonyitasa: [129]. Az also korlat javitésa 7-re, és ezaltal a pon-
tos érték bizonyitasa: [130]. Klasszifikdcio (ami itt az unicitas bizonyitasat jelenti): [167].
Totokod 7 kodszoval: . BEJON” (1984). Az egyetlen optimalis kod kiegyensulyozott és
normalis.

11 < K(5,3;3) < 12. Konstrukei6 12 kodszoval: [60]. A 8 als6 korlat bizonyitasa:
[129]. Az also korlat javitasa 11-re: [130]. Totokod 12 kodszoval: ,,ARIC” v. Weikel
(1975). Az ismert rekord-tarto kod kiegyensulyozott és nem normalis.

13 < K(5,4;3) < 21. Konstrukci6 21 kodszoval: [78, 102]. A 11 alsé korlat bizonyi-
tasa: [63]. Az also korlat javitasa 13-ra: [130]. Totokod 21 kodszoval: Héméldinen H.
(1992). Az ismert rekord-tart6 kod kiegyenstlyozatlan és nem normalis.

18 < K (5,5;3) < 32. Konstrukei6 32 kodszoval: [60]. A 17 als6 korlat bizonyitasa:
[63]. Az also korlat javitasa 18-ra: [149]. Totokod 32 kodszoval: Haméldinen H. (1987).
Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan és normalis.

K(6,1;3) = 9 és 4 optimalis kod létezik. Konstrukcio 9 kodszoval: [78, 102]. A
6 alsé korlat bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa O-re, és ezaltal a pontos érték
bizonyitasa: [130]. Klasszifikicio: [145]. Totokod 9 kédszoval: Ostergard P. (1988).
Valamennyi optimalis kod kiegyensulyozott, és egyikiik sem normalis.
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11 < K(6,2;3) < 16. Konstrukcié 16 kodszoval: Johansson, lasd [60]. A 9 also korlat
bizonyitasa: [129]. Az also korlat javitasa 11-re: [130]. Totokod 16 kodszoval: ,BEJON”
(1987). Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozott és nem normadlis. Taladlhato benne
két koordinata-helyen eltéré négyes kodszo-csoport.

15 < K(6,3;3) < 24. Konstrukeié 16 kodszoval: [60]. A 14 also korlat bizonyitasa:
[63]. Az also korlat javitasa 15-re: [130]. Totokod 24 kodszoval: Madsen E. (1986). Az
ismert rekord-tarté kod kiegyensilyozatlan és normalis.

22 < K(6,4;3) < 42. Konstrukei6 44 kodszoval: [60], 42 kodszoval (totokod gya-
nant): [168] (2005). A 21 als6 korlat bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 22-re:
[149]. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan és nem normalis.

12 < K(7,1;3) < 18. Konstrukei6 18 kodszéval: [60]. A 11 also korlat bizonyitasa:
[63]. Az alsé korlat javitasa 12-re: [149]. Totokod 18 kodszoval: Weikel (1975). Az
ismert rekord-tart6 kod kiegyensilyozott és normalis.

18 < K(7,2;3) < 33. Konstrukci6 33 kodszoval: [78, 102]. A 17 alsé korlat bizonyi-
tasa: [63]. Az also korlat javitasa 18-ra: [149]. Totokod 33 kodszoval: Haméldinen H.
(1992). Az ismert rekord-tarto kod kiegyenstlyozatlan és nem normalis.

27 < K(7,3;3) < 54. Konstrukci6 54 kodszoval: [60]. A 26 alsé korlat bizonyitésa:
[140]. Az also korlat javitasa 27-re: [149]|. Totokod 54 kodszoval: . BEJON” (1987). Az
ismert rekord-tart6 kod kiegyensilyozott és normalis.

21 < K(8,1;3) < 42. Konstrukei6 42 kodszéval: [78, 102]. A 20 als6 korlat bizonyi-
tasa: [63]. Az also korlat javitasa 21-re: [149]. Totokod 42 kodszoval: ,BEJON” (1987).
Az ismert rekord-tart6é kod kiegyensulyozatlan és nem normalis.

34 < K(8,2;3) < 70. Konstrukei6 72 kodszoval: [60], 70 kodszoval (totokod gya-
nant): [168] (2005). A 33 als6 korlat bizonyitasa: [63]. Az also korlat javitasa 34-re:
[149]. Az ismert rekord-tarté kod kiegyensulyozatlan és nem normalis.

45 < K(9,1;3) < 91. Konstrukci6 93 kodszoval: [78, 102], 91 kodszoval: [136] (2009).

Also korlat: [63]. Az ismert rekord-tarto kod kiegyenstlyozatlan és nem normaélis.
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7. fejezet

Kiilonosen vegyes térlefedé kédok

7.1. Meéretre vonatkoz6 eredmények

Ebben a fejezetben a Z§ZtZ8 térben értelmezett, tehdt a 4, 3 és 2 alapszamokra épiils
vegyes kodokra vonatkozo tételeket és konstrukcidkat ismertetiink. Az ebbe a kategériaba
tartozo, megadott szamu kodszobol allo optimalis térlefed6 kodokra 4 kodszoig sziikséges
és elégséges feltételt, 5 kodszo esetére elégséges feltételt tudunk megadni.

Egy, kettd, ill. harom kodszobol 4llo optimélis kodokra nyilvanvald vagy egyszerid mo-
don kovetkeztethetd a ternaris/binaris kodokra bizonyitott analog allitasbol a kovetkezd
allitas egy-egy sora.

7.1. Allitas.

Ky32(q,t,b; R) =1 akkor és csak akkor dll fenn, ha R = q+t+b;

Ky32(q,t,b; R) = 2 akkor és csak akkor dll fenn, ha ¢+t + ng <R<q+t+Vb;
K4,372(q,tb, b; R) = 3 akkor és csak akkor dll fenn, ha q + min { th%zbj , L%%%J} <R<
g+t+[2].

A négyszavas esetre vonatkozo tételt néhany lemmaéval készitjiik eld.

7.2. Lemma. (K. [1/3], Lemma 1)

Ha g, t,bbR>0,q+t+b>1¢és

RzminngjLitJr%J | {5q+zét+3bD’

akkor Ky 32(q,t,b; R) < 4.
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Bizonyitds. A lemma allitdsanak helyességét bizonyitja, ha megmutatjuk, hogy a

C={c=(0,...,0,0,...,0,0,...,0),
¢ =(1,...,1,0,...,0,1,...,1),
e =(2,...,2,1,...,1,0,...,0),
s =(3,...,3,2,....2,1,..., )Yy Cc 79zt 7}

kod elérési sugara
b
BB | g >y
L5q+éét+3bJ ha ¢ < t.

Tetsz6leges v € Z{ZLZ pont esetén jelolje qi(t;, b;) az egyes blokkokban az i-vel egyenld
koordinatak szamat, legyen tovabba d(z,c;) = (¢+t+0b) —d(z,¢;) és d(x,C) = (¢ +t +

b)—d(z,C). Ekkor qo+q1+q2+q3 = q, to+t1+t2 =1, bo+b1 = b, d(x, co) = go+to+bo,

d(z,c1) = qi +to+ b1, d(z,c2) = go + 11 + bo és d(x,¢3) = g3 + to + by
A felsorolt egyenlGségekbdl kovetkezik, hogy

d(z,co) + d(z,c1) + d(z,c2) +d(z,c3)  q+1t+2b+1,

d >
d(ﬂj, C) — 4 4 )

és

c_l(m, o) > E(x, co) + E(:U, 1) +623(:U, c2) + 23(:6, c3) _q + 2t + 32 + ¢ + qg.

Ezzel a C kod elérési sugarara kapunk két kiilonbozé felss korlatot:

t+ 20 4t 4 3b
d(z,C) < {%J és d(x,C) < {WJ '

Megmutatjuk, hogy alkalmasan megadott ¢;, t;, b; mennyiségek valasztasaval ¢ > t esetén
az els6, ¢ < t esetén pedig a mésodik egyenlGtlenség egyenlGséggel teljesithets. Ehhez
most sajnos elég sok esetet kell egyenként ellendrizni, azonban iigyes Osszevonéssal az
esetek szama az alabbi 14-re csokkenthets:

Ha g > t, q paros, q + t oszthato 4-gyel | akkor legyen

bo = |b/2], b1 = [b/2], to = 0, t1 = [1/2], ta = |1/2],
Go=q=_(+1)/4q¢=q=(—1)/4

Ha g > t, q paros, g+t + 1 oszthato 4-gyel , akkor legyen

b(): Lb/QJ, bl - [b/Z], tOIO, tl - [t/ﬂ, t2: Lt/ZJ,
o=@q+t+1)/4,q=(q+t-3)/4q=(g—t—1)/4,¢=(¢—t+3)/4

Ha g > t, g paros, q +t + 2 oszthato 4-gyel | akkor legyen

bo = |b/2], b = [b/2], to = 0, t; = [t/2], to = |t/2],
Go=(q+t+2)/4q=(q+t-2)/4, o= (q—t+2)/4, 3= (¢ —t—2)/4
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Ha g > t, q paros, q 4+t 4+ 3 oszthato 4-gyel | akkor legyen

bo = |b/2], b1 = [b/2], to = 0, t1 = [t/2], to = |1/2],
Go=(q+t+3)/4q=(q+t=1)/4,¢p=(q—t—3)/4q=(—t+1)/4

Ha g > t, q paratlan, q + t oszthato 4-gyel , akkor legyen

bo = |b/2], b1 = [b/2], to = 0, t1 = [1/2], ta = |1/2],
Gw=q=(q+t)/4@=(q-t-2)/4¢=(—-t+2)/4

Ha g > t, q paratlan, ¢ + ¢ + 1 oszthato 4-gyel , akkor legyen

b(): Lb/QJ, bl - [b/ﬂ, tOZO, tl - H/Q—I, t2: Lt/2j,
Ww=q=(@q+t+1)/4ep=(q-t+1)/4,¢=(¢-1t-3)/4

Ha g > t, q paratlan, g+t + 2 oszthato 4-gyel , akkor legyen

b(): Lb/QJ, b1 - [b/Q—‘, tOZO, tl - H/Q—I, t2: Lt/2j,
0=@q+t+2)/4qa=(q+t-2)/4¢p=g=I(—1)/4

Ha q > t, q paratlan, g+t + 3 oszthato 4-gyel | akkor legyen

bo = |b/2], b1 = [b/2], to = 0, t, = [t/2], t2 = |t/2],
Go=q=(q+t=1)/4¢=(q—-t+3)/4,q=(¢—t—1)/4

Ha q < t, q paros, q + 2t oszthatd 3-mal , akkor legyen

bo = Lb/ij by = [b/2—|7 qo = [Q/Q-Ia q1 = LQ/2J7 g2 =q3 =0,
to=(t—q)/3,t1 =t = (¢ +2t)/6.

Ha q < t, q paros, q + 2t + 1 oszthato 3-mal , akkor legyen

bo = [b/2], b1 = [b/2], o = [q/2], 1 = [4/2], @2 = 45 = 0,
to=(t—q—1)/3,t = (q+ 2t +4)/6,t, = (¢ + 2t — 2) /6.

Ha g < t, q paros, q + 2t + 2 oszthato 3-mal , akkor legyen

bOZ Lb/2J7 by = [b/Q—Iv qo = [q/2—|7 q1 = LQ/2Ja (]2:(]3:0,
fo = (t—q+1)/3, 11 = (q+2t +2) /6, ts — (q + 2t — 4)/6.

Ha q < t, q paratlan, g + 2t oszthato 3-mal , akkor legyen

bo = [b/2], by = [b/2], @0 = [q/2], &1 = [4/2], 2 = 43 = 0,

Ha q < t, q paratlan, q + 2t + 1 oszthatd 3-mal , akkor legyen

bo = [b/2], by = [b/2], @0 = [q/2], &1 = [4/2], 2 = 43 = 0,
to=(t—q—1)/3,t; = ts = (g + 2t + 1)/6.
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Végiil, ha ¢ < t, q paratlan, q + 2t 4+ 2 oszthaté 3-mal , akkor legyen

bOZ Lb/2J7 bl = [b/Q-‘: qo = [Q/2~|7 q1 = LQ/2J7 Q2:CI3207
to=(t—q—2)/3,t1 =(q+2t+5)/6,ta = (¢+ 2t — 1)/6.

A felsorolt esetekre a megadott ¢;,t;, b; mennyiségekhez tartozé x € ZJZtZ% pontnak

a kodszavaktol vald téavolsagat kiszamitva azt kapjuk, hogy C' elérési sugara LWJ

5q+tt+3bjminden olyan esetben, amikor ¢ < t.

g

minden olyan esetben, amikor ¢ > t és \_

7.3. Lemma. (K. [143], Theorem 1 eqyik esete)

K47372(2, 2, 0, 2) = 5

Bizonyitas. Tekintsiik a

} C Zi73

kodot. Konnyt belatni, hogy C' elérési sugara 2, kévetkezésképpen Ky 34(2,2,0;2) < 5.
Az ellentétes iranyu egyenlStlenség bizonyitasahoz tegyiik fel indirekten, hogy létezik
Z2Z3-ben olyan négyszavas kod, melynek elérési sugara legfeljebb 2. Egy ilyen kod
esetén a kodszavak elsé két koordindtajaban a 0, 1, 2, 3, a két ternaris koordinataban
pedig a 0, 1, 2 szimbolumok mindegyikének el6 kell fordulnia, mivel ellenkez6 esetben
Ky32(1,2,0;1) < 4-re, ill. Ky432(2,1,0;1) < 4-re, ezekbdl pedig K52(3,0;1) < 4-re
kovetkeztethetnénk, amirdl viszont tudjuk, hogy nem igaz. Ekkor feltehetjiik, hogy az
els6 két koordinata-helyen 0123 all, a harmadik és negyedik koordinataban pedig 0012
tetszdleges permutacidja. Ilyen kodokra az alabbi harom inekvivalens lehet&ség van:

{(0,0,0,0), {(0,0,0,0), {(0,0,0,1),
(1,1,0,0), (1,1,0,1), . (1,1,0,2),
(2,2,1,1), (2,2,1,0), & (2,2,1,0),
(3,3,2,2)} (3,3,2,2)} (3,3,2,0)}.

Ezek elérési sugara azonban 2-nél nagyobb, mivel az els6 két kod esetén a (0,1,1,2)
pont ezektdl valo tavolsdga 3, a harmadik kod esetén pedig a (0,2, 2,2) pont van attol 3
tavolsagra. U

Sziikségiink lesz a 6.6. lemma kiterjesztésére a Z§Z5 7% térben értelmezett kodokra, va-
lamint e kod kategoéria esetében még egy harmadik hasonl6 allitasra is. Azonban a
6.6. lemma megfelel§jét most csak az M = 4 specialis esetre mondjuk ki és bizonyit-
juk. Folosleges is lenne ennél altalanosabban fogalmazni, mivel a kiegészité harmadik
allitas nem altalanosithato tetszdéleges M-re. A szovegezésben figyelembe vessziik és a
bizonyitasban felhasznaljuk, hogy 02(4,2) > 4 és 03(3,3;1) = K3(3,1) > 4.
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7.4. Lemma.
Ha Ky35(q,t—3,b; R—2) > 4,1t >3 és R> 2, akkor Ky32(q,t,b; R) > 4.
Ha Ky32(q,t,b—2,R—1) >4, b>4 és R> 1, akkor K,32(q,t,b; R) > 4.

Ha Ky39(q—2,t—2,bR—3)>4,¢>2,t>2és R>3, akkor Ky32(q,t,b; R) > 4.

Bizonyitas. Mindharom &llitdst indirekten bizonyitjuk, tehat a bizonyitas els6 mon-
data mindharom esetben igy szol: Tegyiik fel, hogy az adott feltételek mellett
K4,3,2(Q7 t7 ba R) S 4.

Legyen C' C Z{ZLZ5 olyan négy szobol allo kod melynek elérési sugara legfeljebb R.
Bontsuk fel C-t a C és Cy kodok konkatenacidjara, ahol az els6 esetben C'; C ZZZé_gZS
és Cy C Z3, a masodik esetben C} C ZZZ};ZS_Q, Cy C 72, és Cy nem 2-sziirjektiv —
09(4,2) > 4 miatt van ilyen felbontas —, a harmadik esetben pedig C} C ZZ_QZé_QZé’ és
Cy C Z272. Jelolje C; elérési sugarat R;.

A megfelels esetre vonatkozo feltételbdl az elsé esetben Ry > R — 1, a méasodik esetben
Ry > R, a harmadik esetben pedig R; > R — 2 kovetkezik. Ugyanakkor az elsé esetben
Ry > 2 (mivel K3(3,1) > 4), a masodik esetben Ry > 1 (Cy vélasztasa folytan), a
harmadik esetben pedig Ry > 3 (a 7.3. lemma kovetkeztében). Mindharom esetben azt
kapjuk, hogy R; + Ry > R + 1, ami lehetetlen, mert az Osszeftizéssel nyert kod elérési
sugara nem lehet az Gsszefilizott kodok elérési sugaranak az Osszegénél kisebb. Az igy
kapott ellentmondas bizonyitja az allitas mindharom részének a helyességét. U

7.5. Lemma. (K. [1/3], Lemma 2)

Adott q,t,b > 0 esetén, melyekre fenndll b+t +q > 1 és q < t, bdrmely 4 szobol dllo
C C Z1ZLZb kod elérési sugara legaldbb

rq + 4t + SbJ
6 9

kivéve a ¢ =t =0, b pdros esetet, melyre a lehetd legkisebb elérési sugdr b/2 — 1.

Bizonyitds. A lemma &llitasanak a kovetkezs indirekt atfogalmazasat bizonyitjuk: Ha
t>q>0,b>0,¢és

6

akkor Ky32(q,t,b; R) > 4 — a kivételként megfogalmazott esetet kivéve. Az indirekt
atfogalmazas soran a Ky 32(q, t, b; R) fiiggvény monotonitasat is felhasznaltuk. (Nyilvan-
valo, hogy R értékének csokkentése esetén Ky 31(q,t, b; R) értéke névekszik vagy esetleg
valtozatlan marad.)

4t + 3b
R= {MJ _1,

El6szor a q,t,b paraméterek néhany kisebb értékére vizsgaljuk, szamitogép segitségét is
igénybe véve, a lemma allitasdnak a helyességét, ami ezekben az esetekben a kévetkezs
egyenlGtlenségek bizonyitésat jelenti.
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Ki32(0,1,0;R)>4hal<b<3é R=|[(3b—2)/6],
K132(0,2,b; R) >4ha0<b<3és R=|[(3b+2)/6],
K1352(0,3,b;R) >4ha0<b<3és R=|[(3b+6)/6],
Ki32(1,1,b;R) >4ha0<b<3és R=|[(3b+3)/6],
Ki32(1,2,b;R) >4ha0<b<3és R=|[(3b+7)/6],
Ki52(1,3,b;R) >4ha0<b<3é R=|(3b+11)/6],
Ki32(2,2,b;R) >4ha0<b<3é R=[(3b+12)/6].

A ¢ = 0 specialis esetre vonatkozoan a 6.14. lemmaban bebizonyitottuk az allitast,
egyuttal a kivételt is tisztaztuk. A fenti egyenlGtlenségek kozott azért kellett mégis
felirni ¢ = O-ra vonatkoz6 egyenlGtlenségeket, mivel a 7.4. lemma harom allitasara épils
rekurzidhoz ezekre is sziikség van.

Ha a felsorolt egyenlGtlenségeket a b paraméter lehetséges értékeire kiilon-kiilon felirjuk,
akkor a ¢ = 0 esethez tartozo, a 6. fejezetben méar megtargyalt eseteken kiviil ez 0sszesen
16 egyenlGtlenséget jelent. Ezek kozott vannak nyilvanvaléan fennéllo, vannak konnyen
bizonyithat6 és vannak szamitogép segitségével bizonyitott, gépi program nélkiil nehezen
bizonyithato egyenlStlenségek. A 9. fejezetben targyalasra keriils algoritmusnak a vegyes
4/3/2 kodokra kiterjesztett valtozataval az érintett K (q,t,b; R) mennyiségek pontos ér-
tékét is meg tudtuk hatarozni, s6t legtobb esetben az inekvivalens megoldasok szamét
is. Valamennyi esetben K (q,t,b; R) értékére legalabb 5-6t kaptunk, nevezetesen

Ky32(1,1,0;0) =12, Ky32(1,1,1;1) = Ky32(1,1,3;2) =5, Ky32(1,1,2;1) =8,
Ky32(1,2,0;1) = K432(1,2,2;2) =6, Ky32(1,2,1;1) =12, Ky3(1,2,3;2) =8,
Ky32(1,3,0;1) = K432(1,3,2;2) =12, Ky32(1,3,1;2) =8, Ky32(1,3,3;3) =7,
K432(2,2,052) = K432(2,2,2;3) =5, Ky32(2,2,1;2) = K432(2,2,3;3) =8.

Vegyiik észre, hogy b értékét 2-vel novelve, az R-re megadott kifejezés értéke pontosan
1-gyel novekszik. Ennélfogva a 7.4. lemma masodik &llitasat alkalmazva arra tudunk
kovetkeztetni, hogy a felsorolt 7 egyenlétlenség a b-re vonatkozé korlatozas nélkiil is
fennall.

Hasonléan, t értékét 3-mal novelve, az R-re megadott kifejezés értéke 2-vel novek-
szik. Most a 7.4. lemma els6 allitasat alkalmazva arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy
Ky32(q,t,0; R) > 4 fennall, ha 0 < ¢ <1,¢> 1, b tetszbleges és R = L%H?’bj — 1.

Végiil, q értékét és t értékét is 2-vel novelve, az R-re megadott kifejezés értéke 3-mal
novekszik. Ekkor a 7.4. lemma harmadik allitdsanak alkalmazasa azt eredményezi, hogy
Ky32(q,t,0; R) > 4 fennall a megadott R kifejezéssel minden olyan esetben, melyre
0 < ¢ <t, nem mindkettd 0, b pedig tetszéleges. Ez megegyezik azzal az allitassal, amit
bizonyitani akartunk. O
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7.6. Lemma. (K. [143], Lemma 3)

Adott q,t,b > 0 esetén, melyekre fenndll b+t +q > 1 és q > t, barmely 4 szobol dllo
C C Z1ZLZb kod elérési sugara legaldbb

{3q + 3t + 2bJ
4

ugyanazzal a kivétellel, mint a 7.5. lemma esetén.

Bizonyitas. Ha q = t, akkor az allitas kovetkezik a 7.5. lemmabol, mivel ilyenkor az
elérési sugarra megadott két eltérs kifejezés azonos értéket vesz fel.

Ha g = t + 1, akkor legyen t; = g =t + 1 és ¢ = t. Az 1j paraméter-értékekre mar
q1 < t1, ezért a 7.5. lemma alkalmazhato.

Ekkor

{5Q1+4t1+3bJ B L5t+4(t+1)+3bJ 3 {3t+b+1J
6 - 6 L2

{3q+3t+2bJ B L3(t+1)+3t+26J B {3t+b+1J
4 h 4 L2

A 7.5. lemma szerint barmely 4-szavas C' C Z{Zi 78 kod elérési sugara legalabb annyi,
mint a fenti kifejezések értéke. Ekkor a Zit!'ZLZb térben értelmezett 4-szavas kodokra
még inkabb fennéll, hogy minden ilyen kod elérési sugara legaldbb Lg’H—QbHJ

Végiil, ha ¢ > t + 2, akkor legyen ¢; = ’—qTHW és t; = VTHJ Ezekre a modositott
paraméter-értékekre ¢; = t1 vagy ¢ = t1 + 1. Ilyen értékekre az allitast méar bebizonyi-
tottuk. Mivel most

Fql + 3t + QbJ B Pq + 3t + 2bJ
4 B 4 ’

a konnyen belathato Ky32(q,t,b; R) > Kys2(qu,tb; R) egyenlStlenség figyelembe
vételével az allitas helyessége ¢ > t + 2 esetére is kovetkezik. 0

A 7.2.,7.5. és 7.6. lemmak alapjan kimondhatjuk a kovetkezs tételt.

7.7. Tétel. (vo. K. [143], Theorem 2 és 7.1. dllitds)

Ky32(q,t,b; R) = 4 akkor és csak akkor dll fenn, ha

2 4 2t + 2 2
min{Fq%—it%— bJ7{5q+6t+3bJ}SR<q+mm{{ t—?|)— bJ?th‘: bJ}7

vagy pedig q =t =0, b pdros pozitiv egész és R = g — 1.

Otszavas kodokra a kovetkezs két tételt tudjuk megfogalmazni.
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7.8. Tétel. (K. [143], Theorem 4 elsd része)

Haq,t, R>0,t+q>1 és

RZrnin(quBtJ | L7q49r6tJ)7

akkor Ky 32(q,t,0; R) <5.

7.9. Tétel. (K. [143], Theorem 5 specidlis esete)

Haq,t,bbR>0,t>qg>1 és

5q + 4t +3b— 1 5q + 4t + 3b
R ELA R |

akkor K432(q,t,b; R) = 5.
A két utobbi tétel bizonyitasa az eddigiekhez képest 1j eszkozoket nem igényel, ezért

terjedelmi okbol ezek bizonyitasat elhagyjuk. Mindkét bizonyitast angol nyelven a [143]
cikk, magyar nyelven a [167| monografia tartalmazza.

A 7.8. tétel feltétele teljesiil pl. abban a specialis esetben, ha ¢ = 2u, t = 2u + 3v és
R = 3u + 2v — 1, tehat fennall

Ky32(2u,2u+3v,0;3u+2v—1)=5 hau>1ésv>0.
Ennek egy specialis esete a korabban kiilon is bizonyitott Ky 34(2,2,0;2) = 5 egyenldség.

A 7.9. tétel feltétele alapjan nagyon sok otszavas kodot tudunk képezni, a kévetkezs
paraméter-értékekkel:

Ky32(6u+22+4+1,6u+3v+22+1,2w+1;9u+2v+w+ 32+ 1) =5,
Ky32(6u+2242,6u+3v+22+2,2w;9u+2v+w+ 32+ 2) =5.
Mindkét esetben u, v, w, z tetsz6leges nemnegativ egészek lehetnek.

Hatszavas kodokra a kovetkez§ tételt mondhatjuk ki.

7.10. Tétel.

Ky32(3u+3,u+3v+1,0;3u+ 2v +2) = 6 tetszileges u,v > 0 esetén.

A bizonyitast elhagyjuk, mivel az a mar tobbszor alkalmazott technikédkon kiviil 4j otletet
nem igényel.

Nyolcszavas kodokra két érdekes paraméteres esetet talaltunk.
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7.11. Tétel.
K4’3’2<1,0,2U + 4,'LL + 1) =8 hau > 0.

Ky32(1,2,2u+3;u+2) =8 hau > 0.

Bizonyitds. Csak az els6 esetet bizonyitjuk. Tekintsiik a

C={ ) Clu) = {

»—lOHOI—!O»—*O
O»—*O»—vn—or—to
SR P OO == O
—_— OO, O~k O

e e R
O PO O~ —=O
_ oo kO == O

és

W WD~ OO

wwhn oo

N U P
~— — — N —
Py

_ O O = O = = O
— O N

} C Z, 74 VC ZyZ3 75

kodokat. Az utobbi az el6bbibdl tgy jon létre, hogy C' kddszavaiban az utolso koordinéta
értékét 2u + 1-szer ismételjiik. C' a Lindstrom [37] altal talalt vegyes perfekt kodok kozé
tartozik, melynek elérési sugara 1, legkisebb tavolsdga pedig 3. Ennek ismeretében,
valamint tudva, hogy C' a binéris koordinatéira nézve normalis kod, konnyen belathato,
hogy C(u) elérési sugara u + 1, tehat fennall Ky 35(1,0,2u +4;u+ 1) < 8. Az ellenkezd
iranyu egyenl6tlenség kovetkezik abbol a vegyes ternéris/binaris kodokra vonatkozo
ismeretiinkbdl, hogy K32(1,2u+4;u+ 1) > 8. O

A szorvanyos esetek koziil itt egyet emeliink ki, a K432(1,0,12;1) = 1024 egyenlGsé-
get, amely szintén a Lindstrom [37] altal talalt egyik vegyes perfekt kod segitségével
bizonyithato.

7.2. Az optimalis kodok méretére és klasszifikiciojara
vonatkoz6 eredmények néhany konkrét esetben

Ezuttal csupan azokra az esetekre korlatozodunk, melyeknél az elérési sugar legfeljebb 3
és Ky 32(q,t, b; R) értékét pontosan meg tudjuk adni. A legtobb ilyen esetre az inekviva-
lens optimélis kodok szamat is meghataroztuk.

Mivel itt tobbnyire kis méretti kodokrol lesz sz6, nem foglalkozunk a kodok torténeté-
vel. A legtobb esetben nem is lehet megéllapitani a prioritast az ezekre a viszonylag
egyszeri esetekre adott konstrukciokat illetGen (és véleményem szerint itt nem is tul
érdekes). Két perfekt vegyes kod esetén méar megadtuk a [37] irodalmi hivatkozast.
Néhany e kategoriaba tartozo vegyes kod esetére Ostergard [86] kozolt korabban ered-
ményeket, egyebek kozott a Ky 32(1,2,0;1) <6 és Kq32(1,2,3;2) < 8 korlatokat. Méas
esetekre vonatkozoan egy torindi team — Bertolo és szerzdtarsai [168] — adott konst-
rukeiot és ezzel egyuttal fels6 korlatot Ky3(q,t,b; R) értékére. Télik kaptam meg pl. a
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K432(3,2,1;3) < 7és Ky32(4,0,2;3) < 6 korlatot bizonyito két konstrukciot. Az egyen-
16séget minden esetre magam bebizonyitottam, mivel alsé korlatokra (és egyenlségekre)
vonatkozo irodalmi el6zményt nem talaltam. A legtobb esetre a bizonyitast szamitogépes
vizsgalattal végeztem. Néhany esetben segitettek a ternaris/binaris kodokra vonatkozo
ismeretek, pl. K32(1,5;1) = 16-bdl levezethets a K, 32(1,0,5;1) = 16 egyenlGség, vagy
K35(2,3;1) = 12-b6l a K,32(1,1,3;1) = 12 egyenlSség. Legegyszertibben (a szférikus
also korlat segitségeével) a Ky32(2,0,2;1) = 8 esetre bizonyithaté az egyenldség.

A vizsgalt esetekre vonatkozo egyenkénti felsoroléast most mellgzve, tablazatokba foglalva
adjuk meg az optimalis kodok szdmara, normalitasi tulajdonsagaira és legkisebb tavol-
sagara vonatkozo adatokat. E tablazatokban még egy jellegzetességet feltiintetiink, ami
nem az esetekhez tartoz6 optimalis kodokat, hanem magukat az egyes eseteket mindsiti.
Ennek magyarazatdhoz a kévetkezd megfigyelésbdl indulhatunk ki.

A (3.2), (4.1), (5.3), (6.1), (6.2) egyenl6tlenségekkel analdg, azokhoz hasonloan bizonyit-
hato
Kuzo(q,t,0;R) < Kyzo(g—1,t,0; R —1) (7.1)

relaci6 bizonyos esetekben egyenlGséggel teljesiil. Ilyenkor a ¢ — 1, ¢t b, R — 1 paraméte-
rekhez tartozé barmely optimalis kod szavait tetszéleges modon kiegészitve a {0, 1,2, 3}
kodabécébdl vett értékekkel, akar pl. csupa 0 értékd koordinataval, az 1-gyel névelt mé-
retd térben 1-gyel nagyobb elérési sugara optimalis kodhoz jutunk. Az ilyen esetekhez
tartozo optimalis kodok nyilvan kevésbé érdekesek, mint az olyanok, ahol (7.1)-ben ha-
tarozott egyenlGtlenség all fennall, azaz a dimenzio és az elérési sugar 1-gyel torténd
szimultan novelése a kddszavak szamanak csokkenéséhez vezet az optimalis kddokban.

Az el6z6 fejezetekben e kérdéssel azért nem volt értelme foglalkozni, mivel a tapasztalatok
szerint eddig csak trivialis esetekben, legfeljebb 4 kodszo esetén fordult els, hogy (3.2),
(4.1) vagy (6.2) els6 egyenlétlensége egyenldséggel teljesiilne. 4 kodszoval sem konnyii
példat talalni olyan vegyes ternaris/binaris optimélis kodra, melyre

K(tb:R)=K({t—1,b;R—1)=4.

Legfeljebb 4 elérési sugarig valosziniileg nincs is ilyen kod, 5 elérési sugarral azonban
van, amire legegyszertibb példak a K (6,3;5) = 4 egyenlGséghez tartozé optimalis kodok.
Konnyt ellendérizni, hogy t = 5,0 = 3, R = 4, ill. t = 6,b = 3, R = 5 esetén egyarant
fennall a 6.4 szakaszban az (e) esetre felirt egyenlStlenség-péar.

Visszatérve a Z§ZiZY térben értelmezett vegyes kodokra, itt mar joval tobb eset-
ben, és még 6, 7, 8, 9 kodszoval is elsfordul, hogy (7.1) egyenlSséggel teljesiil,
pl K473’2(1,2,2;2> = K473,2(0,2,2;1) = 6, K4’3’2<1,0,5;2) = K4’372<0,0,5;1) = 7,
K47372(2,0,4;2) = K473,2(1,0,4; 1) = 87 K47372(1,4, O, 2) = K47372(074,O; ]_) =9.

A 7.1-7.4 tablazatokban felsoroljuk azokat az eseteket, melyekre Osszegytijtottiik az op-
timalis kodok szamara és jellegzetességeire vonatkozd adatokat. A tablazatok jobb atte-
kinthetdsége érdekében a Ky 32(q,t, b; R) kifejezésben elhagytuk a K melletti indexeket
ezekben a téablazatokban.

A tablazatok els6 oszlopa mutatja az adott esetnek megfelel optiméalis kodok szavainak
a szamat, a mésodik oszlop az inekvivalens optiméalis kodok szamat, a kdvetkezs 3 oszlop
a 4-normélis, 3-normélis, 2-normalis koordinatak szamanak létezd legnagyobb értékét az
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eset inekv. | 4-n. 3-n -n. | dmin megjegyzés

K(1,0,1;1) =2 21 0 - 1 2

K(1,0,2;1) =4 9] 1 - 2 2

K(1,0,3;1) =7 171 0 - 3 1 K(0,0,3;0) =38
K(1,0,4;1) =8 11 0 - 4 3 K(0,0,4;0) =16
K(1,0,5;1) =16 81 O - 5 2 K(0,0,5;0) = 32
K(1,1,0;1) =3 31 0 1 - 2

K(1,1,1;1)=5 21 0 1 1 1 K(0,1,1;0) =6
K(1,1,2;1) =38 51 0 0 2 2 K(0,1,2;0) =12
K(1,1,3;1) =12 11 0 0 3 1 K(0,1,3;0) =24
K(1,2,0;1) =6 11 0 0 - 1 K(0,2,0;0) =9
K(1,2,1;1) =12 70 1 2 1 2 K(0,2,1;0) =18
K(1,2,2;1) =18 51 0 0 2 2 K(0,2,2;0) = 36
K(1,3,0;1) =12 11 0 0 - 1 K(0,3,0;0) =27
K(2,0,1;1) =6 41 2 - 1 2 K(1,0,1;0) =38
K(2,0,2;1)=8 11 0 - 2 2 K(1,0,2;0) =16
K(2,0,3;1) =16 20 1 - 3 2 K(1,0,3;0) = 32
K(2,1,0;1) =38 71 0 1 - 2 K(1,1,0;0) =12
K(2,1,1;1) =12 11 0 0 1 1 K(1,1,1;0) =24
K(2,2,0;1) =16 11 0 0 - 1 K(1,2,0;0) = 36
K(3,0,1;1) =16 34| 3 - 1 2 K(2,0,1;0) = 32

7.1. tablazat. Az optimalis kodok jellegzetességei (R = 1)

optimélis kodokban, az utolso el6tti oszlop pedig az optimalis kodok lehetséges legna-
gyobb kodtéavolsagat. Végiil az utolsé (megjegyzés) oszlopban csak akkor van bejegyzés,
nevezetesen K (q—1,t,b; R—1) értékének megadasa, ha K(q,t, b; R) értéke csokken hozza
képest. Az utolso oszlopot iiresen hagytuk azokban a kevésbé érdekes esetekben, amikor
K(q,t,b;R) = K(q—1,t,b; R —1).

A 7.5 tablazatban néhany olyan esetet sorolunk fel, melyekre Ky32(q,t,b; R) értéke is-
mert, de az inekvivalens optimélis kdédok szdma nem. E tablazat esetén a normalis
koordinatakra és a kodtavolsagra megadott adatok nem a létezé legjobb értéket jelentik,
hanem a mellékelt lemezen megadott optimalis kod jellegzetességeit fejezik ki.

Az e tablazatokban 6sszefoglalt eredmények tekintélyes részét szamitogép segitségével
kaptuk. Ehhez a 9. fejezetben ismertetésre keriil6 algoritmus modositott valtozatat hasz-
naltuk. Az S; input fajl generdlasdhoz ilyenkor nem 3, hanem 4 tagiu particiokat hasz-
nalunk, tehat az input fajl rekordjainak a szdma a korabbi P(M, 3), ill. Q(M, 3) helyett
most a tipikus esetekben P(M,4), ill. Q(M,4). A tovabbi lépések logikaja megegyezik a
a 9. fejezetben elmondottakkal.
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8. fejezet

Optimalis térlefed6 k6dok mérete és
normalitas

8.1. ADS konstrukcié optimalis térlefedé koddal és is-
métléses koddal

Az eddigiekben targyalt egyes kod kategoridkra a 3.3.3, 4.2.3, 5.3.3, ill. 6.2.3 szakaszban
ismertetésre keriilt a normalis kodokra alkalmazhaté ADS konstrukcionak az a specialis
esete, ahol a konstrukcié egyik elemét képezs kod g + 1 dimenzids ismétléses kod. Te-
kintve, hogy e konstrukcié a mésik elem koédszavainak szaméval azonos szamu kodszobol
allo kodot hoz létre, ezért a linearis, ternaris, ill. tetszéleges ¢ alapszamu koédok esetére
megallapithato az alabbi allitasok érvényessége:

(a) Ha a K(n, R)-hez tartozé optiméalis kodok kozott van normaélis kod, akkor
Kn+2,R+1) < K(n,R); (8.1)

(b) ha a K3(n, R)-hez tartozé optimalis kodok kozott van normaélis kod, akkor
Ks(n+3,R+2) < Ks(n, R); (8.2)

(c) ha a K,(n, R)-hez tartoz6 optimalis kodok kdzott van normalis kod, akkor
K,n+q,R+q—1) < K,n,R). (8.3)

A fentiekkel analog allitasok vegyes kodokra is megadhatok. Az aldbbiakban csak a
vegyes ternéris/binaris kodokra vonatkozo analog allitasokat irjuk fel.

(d) Ha a K(t,b; R)-hez tartozo optimalis kodok kozott van binéris koordinatdban nor-
malis kod, akkor
K(t,b+2;R+1) < K(t,b; R); (8.4)

(e) ha a K(t,b; R)-hez tartozo optimalis kodok kozott van ternaris koordinataban nor-
malis kod, akkor
K({t+3,b;R+2) < K(t,b; R). (8.5)
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Idaig eljutva onkénteleniil is felvet6dik az emberben a kérdés, hogy nem teljesiilnek-e
altalanos érvénnyel a (8.1)—(8.5) egyenlStlenségek. Ezek barmelyikének altalanos érve-
nytsége elvileg lehetséges vagy tgy, hogy a normaélis kod 1étezését feltételezd premissza
igaz minden paraméter-par (paraméter-harmas) esetén, vagy pedig az egyenlGtlenség
fennall minden olyan esetben is, amikor a premissza nem igaz. Az elfajulé n = R, ill.
t + b = R eseteket, melyekre az egyenlGtlenségek jobb oldalanak értéke 1, kizarjuk a
vizsgalatbol. Ezekre az elfajuld esetekre nyilvanvaléan nem &allhatnak fenn a felsorolt
egyenlGtlenségek.

A kérdésre jelenlegi tudasunk szerint az a vélasz, hogy a (8.1) egyenl6tlenség altalanos
érvénytisége még nyitott probléma, a (8.2)—(8.5) egyenlStlenségek viszont nem allnak
fenn altalanos érvénnyel. A nemleges valasz az alabbi ellenpéldakkal tamaszthato ala:

K3(6,3) =6 > K3(3,1) =5, K3(8,4) =9 > K;(5,2) = 8&;
Ki(8,5) =8> K,(4,2) =T

K(6,3;5) =4 > K(6,1;4) =3, K(8,47)=4> K(8,2:6) = 3;
K(4,4;3) =10 > K(1,4;1) =8, K(5,2;3) =7 > K(2,2;1) = 6.

A binéris esetre Cohen és szerzétarsai a [47] cikkben felvetették a (8.1) egyenlétlenség
altalanos érvénytiségére vonatkozo sejtésiiket. Ennek helyessége az R = 1 esetre mér
bebizonyosodott, ugyanis a [47]-ban (Proposition 2.2) megfogalmazott allitas szerint N =
9 és N = 16 esetleges kivételével ebben az esetben a sejtés igaz. Ma mar tudjuk, hogy
K(11,2) < 44 (ez 1988-ban az [51] cikkben publikilt eredmény) és K(18,2) < 2944 (ez
pedig 1998-ban a [107| cikkben publikalt eredmény), s mivel e fels§ korlatok kisebbek,
mint a K(9,1), ill. K(16,1) szférikus alsé korlatjaként szamitott 52, ill. 3856 érték, ezzel
bebizonyosodott, hogy a [47]-ban esetleges kivételként emlitett két eset sem kivétel, tehét
méar kimondhatjuk az alabbi allitast:

8.1. Allitas.

K(n+2,2) < K(n,1) tetszdleges n > 2 egész esetén. (8.6)

Ez egyébként kovetkezik az 1991-ben megjelent [62] cikknek abbdl az eredményébdl is,
mely szerint n > 3 esetén minden 1 elérési sugara binaris optimaélis térlefeds kod normalis
minden koordinataban. Az viszont mindmaig eldontetlen régi sejtés, hogy (8.1) fennall-e
tetszéleges n > R + 1 egész esetén ha R > 2.

8.2. A kodtavolsag korlatja normalis kéd esetén

Az el6z6 szakaszban targyalt egyenlGtlenségek viselkedésének magyarazatat adja a ko-
vetkezG tétel, amely egyuttal kozelebb visz annak a tapasztalati aton megfigyelhetd je-
lenségnek a magyarazatahoz is, hogy az ismert optimalis térlefedé kodok tobbsége miért
normalis a binaris kodok korében és miért abnormalis a nem binaris kodok korében.
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8.2. Tétel.

Legyen C C Z' normdlis kod R elérési sugdrral. Ekkor fenndll a kovetkezd egyenldtienség:

dmin(C) < R+ 1+ q_il (8.7)

Bizonyitds. A normalis kod definicidja szerint fennall az (1.5) egyenl6tlenség tetszoleges
r € Z; esetén, tehat a kodszavak esetén is. Mivel tetszbleges ¢ € C \ C; kodszora
d(c,C;) > dwin(C), ezért kodszo = esetén az (1.5) bal oldalan allo Osszeg tagjai egy
kivétellel a dmin(C) kodtavolsagnal nem kisebbek, ¢ € C; esetén viszont d(c,C;) = 0,
ennélfogva fennall

Ebbdl minimaélis atalakitassal kapjuk a (8.7) egyenl6tlenséget. O

Binéris kod esetén a (8.7) korlat semmitmondo, hiszen a barmely kodra érvényes (1.1)
egyenlStlenségre redukalodik, g novelésével viszont egyre szorosabb korlatot fejez ki (val-
tozatlan R esetén), mivel (8.7) jobb oldala fokozatosan csokken, egyre tavolabb keriil a
perfekt kodok kodtavolsagat kifejezd 2R 4 1 értéktdl és aszimptotikusan R+ 1 értékéhez
kozeledik.

Logikus elvaras, ha az optimalis (és az optimalishoz elég kozeli rekord-tarto) kodokrol
azt varjuk, hogy az (1.1) egyenl6tlenség két oldalanak értéke kozel legyen egyméshoz.
A normalis kodokra fennallo (8.7) egyenl6tlenség viszont éppen ezzel ellentétes kovetel-
ményt hataroz meg, ha ¢ > 3. Ez az ellentét annal jelentGsebb mértéki, minél nagyobb
a q alapszam értéke.

Konnyen belathato, hogy a 8.2. tétel kis modositassal érvényes vegyes kodok tetszsleges
kategoriaja esetén; ilyenkor a (8.7) egyenlétlenség jobb oldalan a nevezében allo ¢ helyére
azt a legnagyobb ¢;-t kell helyettesiteni, amelyhez tartozé valamelyik koordindtara nézve
az adott kod normélis. Részben ez a tény indokolja a soron kovetkezd elemzés elvégzését.

8.3. Normalis vegyes és ternaris kodok minimalis mé-
rete

Tekintve, hogy az optimalis vegyes ternaris/binaris (és hasonloan a tisztan ternaris) tér-
lefeds kodok kozott a (8.7) egyenldtlenség folytan, s egyuttal az eddigi tapasztalatok
szerint is csak az esetek kisebb részaranyaban talalhato ternéris koordinatdban normalis
kod, viszont az évek soran, és még a kozelmiltban is sok 4j optimalis, ill. rekord-javitod
térlefedd kodot eredményezs ADS konstrukeioé (lasd 4.2.3. és 6.2.3. szakasz) tObbnyire
csak normalis kodokra alkalmazhato, ezért megvizsgaltam, hogy azokban az esetekben,
amikor ismerjiik K (t,b; R) pontos értékét, mekkora a térlefeds kodoknak az a minimalis
mérete, amelyre létezik ¢ (> 0) ternaris és b binéris koordinatat tartalmazo, R elérési
sugart, ternaris koordinatdban normalis térlefeds kod. Jelolje K*(¢,b; R) ezt a minimaélis
méretet. E méret meghatarozéasaval foglalkozunk ebben a szakaszban, ahol tudjuk, ott az
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inekvivalens megoldéasok szamat is megadva. Mindeniitt szogletes zardjelben feltiintetjiik
K (t,b; R) értékét is, mivel igy azonnal lathato, hogy K*(t,b; R) és K (t,b; R) mely esetek-
ben egyezik, és mely esetekben kiilonbozik egymaéastol, tovabba azt is, hogy eltérés esetén
mekkora rés van kozottitk. A mellékelt CD lemezen a ,, K*(t, b; R) tablazata és minimalis
meéreti normaélis kodok listazasa” cim alatt konkrétan is megadom a K*(¢,b; R) értékéhez
tartozo normalis kodokat, ill. klasszifikicios eredmény hijan legaldbb egy ehhez az érték-
hez tartozo normalis kodot. Ez kiilonosen olyan esetekben érdekes, amikor K (t,b; R)
és K*(t,b; R) értéke kiilonbozik egymastol. Az ide vonatkozo valamennyi eredményt
szamitogép segitségével kaptam.

Az aldbbiakban felsoroljuk azokat az eseteket, amelyekre ismerjik K*(¢,b; R) pontos
értékét. Ahol tudjuk, az inekvivalens megoldasok szamat is megadjuk.

K*(1,1;1) =3 [K(1,1;1) = 2] — 2 inekvivalens megoldassal.

K*(1,2;1) =4 [K(1,2;1) = 3] — 4 inekvivalens megoldassal.
K*(1,3;1) =6 [K(1,3;1) = 6] — 9 inekvivalens megoldassal.
K*(1,4;1) = 10 [K(1,4;1) = 8] — 14 inekvivalens megoldassal.
K*(1,5;1) =16 [K(1,5;1) = 16] — 10 inekvivalens megoldassal.
K*(2,0;1) =3 [K(2,0;1) = 3] — 3 inekvivalens megoldassal.
K*( 1) 4 |K(2,1;1) = 4] — 1 inekvivalens megoldassal.
K*(2,2;1) =7 [K(2,2;1) = 6] — 1 inekvivalens megoldassal.
K*(2,3;1) = 12 [K(2,3;1) = 12] — 9 inekvivalens megoldassal.
K*(3,0;1) =6 [K(3,0;1) = 5] — 5 inekvivalens megoldassal.
K*(3,1;1) = 10 [K(3,1;1) = 9] — 49 inekvivalens megoldassal.
K*(3,2;1) =16 [K(3,2;1) = 16] — 1 inekvivalens megoldéssal.
K*(4,0;1) = 12 [K(4,0;1) = 9] — 2 inekvivalens megoldassal.
K*(4,1;1) = 18 [K(4,1;1) = 18] — 1 inekvivalens megoldassal.
K*(4,2;1) = 36 [K(4,2;1) = 36].

K*(5,0;1) = 27 [K(5,0;1) = 27] — 17 inekvivalens megoldéssal.
K*(1,2;2) =3 [K(1,2;2) = 2] — 3 inekvivalens megoldassal.
K*(1,3;2) = 3 [K(1,3;2) = 2] — 3 inekvivalens megoldassal.
K*(1,4;2) =4 | 4;2) = 3| — T inekvivalens megoldassal.
K*(1,5;2) =6 [K(1,5;2) = 6] — 40 inekvivalens megoldassal.
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K*(1,6;2

K*(2,1;2) = 3
K*(2,2,2) = 3
K*(2,3:2) = 4
K*(2,4;2) =7
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[K(5,0;2) = 8] — 342 inekvivalens megoldéssal.
[K(1,3;3) = 2] — 6 inckvivalens megoldassal.
[K(1,4;3) = 2] — 6 inekvivalens megoldassal.
|K(1,5;3) = 2] — 68 inekvivalens megoldassal.
|K(1,6;3) = 3] — 10 inckvivalens megoldassal.
[K(1,7;3) = 6] — 148 inekvivalens megoldéssal.
[K(2,2;3) = 2] — 12 inekvivalens megoldassal.
[K(2,3;3) = 2] — 14 inekvivalens megoldassal.
[K(2,4;3) = 3] — 127 inekvivalens megoldassal.
[K(2,5;3) = 4] — 3 inekvivalens megoldassal.
[K(2,6;3) = 6] — 14 inekvivalens megoldassal.
[K(3,1;3) = 2] — 17 inekvivalens megoldassal.
[K(3,2;3) = 3] — 9 inekvivalens megoldassal.
[K(3,3;3) = 3] — 56 inekvivalens megoldassal.
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5 |K(3,4;3) = 5] — 2 inekvivalens megoldassal.
8 [K(3,5;3) = 8] — 61 inekvivalens megoldéssal.
3 |K(4,0;3) = 3] — 14 inekvivalens megoldéssal.
K*(4,1;3) =3 [K(4,1;3) = 3] — 5 inekvivalens megoldéssal.
4 |K(4,2;3) = 4] — 9 inekvivalens megoldassal.
6 [K(4,3;3) = 6] — 36 inckvivalens megoldéssal.
=10 [K(4,4;3) = 10].
3 |K(5,0;3) = 3] — 3 inekvivalens megoldassal.
K*(5,1;3) =4 [K(5,1;3) = 4 — 1 inekvivalens megoldéssal.
7 [K(5,2;3) = 7] — 1 inekvivalens megoldassal.
6 [K(6,0;3) = 6] — 24 inekvivalens megoldéssal.

A 6.4. szakaszban szamos egyenlGséget adtunk meg egy vagy tobb paramétert tartal-
maz6 esetekben K (t,b; R) pontos értékére legfeljebb 9 kodszo esetén. K*(t,b; R)-nek a
fenti felsorolasban megadott értékei K (t,b; R) értékeinek a kovetkezs tételben szerepls
fels6 korlatait eredményezik. Ezek konstruktiv bizonyitasa olyan eljarason alapul, mely-
nek soran ternaris koordinataban normalis kodokon ternaris ismétléses koddal végzett
ADS konstrukciot tobbszordsen alkalmazunk. Az aldbbi tételben néhéany 9 kodszonal
hosszabb esetre gytjtottem 6ssze az ily médon adodo felsd korlatokat, pl. a 8.3. tétel elsd
egyenl6tlenségét a K*(1,4;1) = 10 egyenl6ségbdl kapjuk.

8.3. Tétel.

Tetszdleges nemnegativ u egészre fenndllnak a kévetkezd egyenldtlenségek.

KBu+1,4;2u+1) < 10, K3u+1,52u+1) <16,
KBu+2,32u+1)<12,  KBu+3,1;2u+1) <10,
KQBu+3,2;2u+1) < 16, K(Bu+4,0;2u+1) <12,
KQ@Bu+4,1;2u+1) <18, K(Bu+5,0;2u+1) <27,
KBu+1,6:20+2) <10,  K(3u+2,52u+2) <12,
K3u+4,2;2u+2) < 11.

Erdemes végigfutni ezeken az egyenldtlenségeken az u = 1 esetben kiilon is. Ekkor azt
talaljuk, hogy az els6 egyenl6tlenség optimélis térlefedd kodot, a tébbi egyenlGtlenség
egy kivétellel rekord-tartod térlefeds kodot eredményez, ha u = 1.
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9. fejezet

Algoritmus és gépi program vegyes
térlefed6 koédok klasszifikaciojara

A vegyes ternaris/binaris térlefeds kodok esetére kozolt klasszifikacios eredmények jelen-
t6s részét szamitogép segitségével nyertiik. Az e célra alkalmazott algoritmust ebben a
fejezetben ismertetjiik. Kisebb vagy nagyobb moédositasokkal ez az algoritmus mas kod
kategoriak esetére is alkalmazhato.

A gépi program segitségével végzett klasszifikacid 1ényege egy olyan, tulajdonképpen mar
régdta ismert és alkalmazott modszer, melynek soran az eredményhalmazba, vagyis az
adott esethez tartozd inekvivalens optimélis térlefed6 kodok halmazaba tartozé kodo-
kat koordinatanként épitjiik fel. A modszer binéris kodokra megfogalmazott egyszertibb
valtozatat mar a [16] és a [22]| cikk szerz6i megfogalmaztak és kisebb méretek esetére
alkalmazték, késsbb a [103|, valamint a [121] cikk szerzéi tovabbfejlesztették, tovabbra
is még csak a binéris esetre, és még nem klasszifikacios célra, hanem alsé korlatok javita-
sara. A modszer vegyes kodokra vonatkozo valtozatanak alkalmazasarol elészor a [130]
cikk szédmol be, azonban magét a modszert csak nagyon réviden vézolja. A Z7 térre
vonatkozo valtozatot, amely tehéat a binéris, ternaris, és magasabb alapszamu kodokra is
érvényes, a [138] konyv 7.2. szakaszaban fogalmaztak meg a szerzdk. Kifejezetten klasszi-
fikacio céljabol alkalmaztak (de nem magyaraztak) a modszer vegyes kodokra vonatkozo
valtozatat a [145] cikk szerz6i a ,,Theorem 14”7 tétel bizonyitasaba beékelt megjegyzés
soran. A modszer bindris valtozatat — tovabbfejlesztett formaban — a [155] cikk szer-
z61 klasszifikiciora (Theorem 6), valamint alsé korlatok javitasara (Theorem 7, 8, 10)
alkalmazték.

Az altalam alkalmazott algoritmus tehat nem sajat, hanem mar kordbban ismert Gtle-
teken alapul, viszont a szédmitédsokat nem készen kapott meglévs, hanem sajat készitési
gépi programokkal végeztem, az itt ismertetett algoritmust személyi szamitogépre imp-
lementélva, és kiilonbo6z6 kod kategoridkra adaptalva, néhéany esetben a gépi programot
az adott paraméter értékekre kiélezve.

Visszatérve a vegyes ternaris/binaris kodok esetére, Legyen ¢t > 1, b > 0, n = ¢t + b,
R >1é M > 2. At ternaris, b binaris koordinatat, tehat osszesen n koordinatét
tartalmazo, R elérési sugari, M kodszobol 4llo inekvivalens térlefedd kodok halmazéanak
meghatarozasara szolgalo algoritmus-valtozatot az alabbiakban ismertetjiik.
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Néhany eldzetes megjeqyzés

Amennyiben az eredményiil kapott halmaz tires, ezzel azt bizonyitjuk, hogy K(¢,b; R) >
M. Ha viszont az eredményiil kapott halmaz nem iires, de az 1-gyel kisebb M-re, egyéb-
ként azonos paraméterekkel lefolytatott hasonlé eljaras tires halmazt eredményez, akkor
K(t,b; R) = M és az inekvivalens optimalis kodok szamét az eredmény-halmaz elem-
szama adja meg. (Ha ismerjiikk K(¢,b; R) értékét, akkor természetesen mar nem kell az
optimélis kodoknél 1-gyel kevesebb kodszot tartalmazo kddokkal foglalkoznunk a klasszi-
fikacio elvégzése soran.)

Az algoritmus fajljainak értelmezése

Az algoritmus &ltal hasznalt fajlok olyan halmazok, melyek rekordjait képezd kodok
kodszavai kozott lehetnek azonosak. Legyenek Sp,.5,,...,95, az 1-t6l n-ig névekvs mé-
ret(, eleinte ternaris, késébb (attol kezdve, amint S indexe meghaladja ¢ értékét) vegyes
ternéris/binaris Hamming terek meghatéarozott kodjaibol mint rekordokbol allo fajlok.
(Kivétel a b = 0 eset, amikor végig ternaris Hamming terek kodjairél van szo.) Az
igy értelmezett fajl-sorozatban Sy az input fajl, S, az output fajl (vagyis az eredmény
halmaz), Ss, Ss, ..., S,_1 pedig a kozbeess lépések soran kapott fajlok.

A vegyes kodok koordinatait tgy rendezziik el, hogy balrél jobbra eldl alljanak a ternaris
koordinatak, és utanuk kovetkezzenek a binaris koordinatak. Igy tehat az Sy fajl k
ternéris koordinatat tartalmazo kodokbol all, ha k& < ¢, viszont t ternaris és k — t binaris
koordinatat tartalmazo kodokbol &ll, ha k > t.

Az input fdjl elkészitése

Input fajl gyanant minden esetben vehetjiikk az 1 dimenziés Z3 Hamming tér Osszes
inekvivalens M kodszobol allo kodjabol mint rekordokbol allo fajlt. (Ebben az egyszert
esetben minden kodszo egyetlen szimbolum, tehat 0, 1, 2 valamelyike.) Igy pl. M = 2
esetén az S input fajl rekordjainak valaszthatjuk a C; = {0,0} és Cy = {0, 1} kodokat,
M = 3 esetén a C7 = {0,0,0}, Cy = {0,0,1}, és C3 = {0, 1,2} kodokat, M = 4 esetén
a Cy = {0,0,0,0}, Cy = {0,0,0,1}, C3 = {0,0,1,1}, é&s Cy = {0,0, 1,2} kodokat stb.
Tetszb6leges M érték esetén a megfelels S, fajl egyszert programmal generalhato.

Erdemes észrevenni a kapcsolatot az S; fajl rekordjai és az M egész legfeljebb 3 pozitiv
tagbol allo particioi kozott, melyek kolesondsen egyértelmi kapcsolatban allnak egymas-
sal. Tetsz6leges M = My + My + My (My > M; > M) particibhoz rendeljiik hozzéa az
My szamu 0-bol, My szamu 1-esbdl és My szamu 2-esbél mint 1 hosszusagi kodszavakbol
allo kodot. Keét pozitiv tag esetén az M = My + My (My > M) particihoz rendeljiik
hozza az My szamu 0-bol és My szamua 1-esbdl allo kodot, az egy taga M = M, parti-
cidhoz pedig rendeljiik hozza a csupa 0-bol allo kodot. A megfeleltetésbdl az is kidertil,
hogy az S; fajl rekordjainak a szama P(M, 3). (Emlékeztetésiil: P(N,t) jeloli az N egész
legfeljebb t pozitiv tagbol allo particidinak a szamat.)

Sok esetben, féleg nagyobb M értékek esetén, S; el6bbi specifikaciojatol eltéréen elég
Si-ben azokat a Zs-beli kodokat Osszegytjteni, melyekben a 0, 1, 2 szimbo6lumok
mindegyike legalabb egyszer el6fordul. FErre akkor van lehetéség, ha tudjuk, hogy
K(t,b;R) > K(t — 1,b; R — 1). Konnytd belatni, hogy ilyenkor a K(t,b; R)-hez tar-
tozo tetszéleges optimalis térlefedd kod esetén minden ternaris koordinatdban legalabb
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egyszer eld kell fordulnia mindharom szimboélumnak. Ilyen esetekben M = 3 és M = 4
esetén az S fajl egyetlen rekordbol, a {0, 1,2}, ill. {0,0, 1,2} kodot tartalmazo rekord-
bol all, tovabba tetszSleges M-re S; rekordjai az M egész pontosan 3 pozitiv taghol
allo particioibol képezhets. Jeloljiik ezek szamat Q(M, 3)-mal (és altalaban az N egész
pontosan t pozitiv tagbhol allo particidinak a szamat Q(N,t)-vel). Egyszerid gondolat-
menettel adodik, hogy tetszdleges N és t pozitiv egész esetén P(N,t) = Q(N + t,1).
A P(M,3) értékek sorozata pedig M = 60-ig megtalalhato a The on-line encyclopedia
of integer sequences [175] Osszeéllitasban, mint az A001399 azonositoval jelolt sorozat
tagjai. P(M,3) és Q(M,3) értékei ismeretében az algoritmus inditdsdhoz generalt S,
input fajl teljességét ellendrizni tudjuk.

A kédhossz (vagyis a koordindtdk szamdnak) fokozatos novelése

Az algoritmus {6 része az Si_; fajl feldolgozasa alapjan az S, fajl elkészitése. Ezt a
lépést k = 2,3,...,n-re, tehat Osszesen n — 1-szer ismételjik. Az S,_; fajlban tarolt
minden egyes C' kod esetén figyelembe vessziik a C' kodnak egy tovabbi (k-adik) koor-
dindtaval minden lehetséges modon torténd meghosszabbitédsat. Mivel minden kodszo
ternéris koordinata esetén harom kiilonbo6zé szimboélummal, binaris koordinata esetén
két kiilonb6zd szimbolummal egészithets ki 1 koordinataval hosszabb kodszova, igy a
meghosszabbitasra k < t esetén 3" lehetSség, k > t esetén pedig 2™ lehetGség van.
Természetesen az S fajlban nem taroljuk az Gsszes lehetséges meghosszabbitott kddot,
hanem csak azokat, amelyek bizonyos feltételeket (egyenlGtlenségeket) kielégitenek. Az
utolso lépésnél ez a feltétel egyszertien annak vizsgalata, hogy a vizsgalt kod elérési
sugaranak az értéke R vagy anndl kisebb legyen. A feltételek teljesiilésének vizsgéla-
tan tulmenden arra is tigyeliink, hogy minden egyes lépés soran Sj rekordjai kozé csak
egymastol kiilonbozos és csak inekvivalens kodok kertiljenek.

A feltételek megfogalmazdsa
Minden lépésben annyi egyenlStlenség teljesiilését vizsgaljuk, mint amennyi az elkészi-
tends és Sy-ban taroland6 kodok méretének megfelels Hamming tér (Z% ha k < ¢, ill.

ZLZ57" ha k > t) pontjainak a szdma. Ez az els6 esetben 3, a masodik esetben 3'2¢F~*
egyenlGtlenség.

Legyen most D valamely C' € S,_; kddnak egyel6re még tetszéleges, az algoritmus el6z6

mozzanataban emlitett meghosszabbitasa, és legyen v = (v1, vy, ..., V) a Z5 vagy ZéZéHe
tér tetszéleges pontja. Jeldlje wg,wy,...,wrg a D kéd azon kodszavainak a szamét,
amelyek a v ponttol 0,1, ..., R tavolsagra vannak.

Jeloljiik Z (v)-vel a Zt Z5 Hamming térnek azt az n—k dimenzios alterét, amelyet az elsé k
koordinata értékének vy, vo, . . ., vx értéken valo rogzitése hatdroz meg. Ha most egy c € D
kodszot tovabbi n — k koordinataval kiegészitiink, akkor az igy kapott n koordinatabol
allo sz6 a Z(v) altérben egy R — d(c,v) sugart gomb pontjaitol, és csak azoktol van
R-nél kisebb vagy egyenld tavolsagra. Az ilyen pontok szama V' (t — k, b; R — d(c,v)), ill.
V(0,t+b—k;R—d(c,v)), attol fiiggben, hogy k < t vagy k > t, ahol V(¢,b; R) a ZLZ}
Hamming tér R sugariu gombjének a (6.8) képlettel megadott elemszdma. Legyen

V(t—kb;R—1i) és Y =3"7%20 ha k<t

Yi =
V(O,t+b—k;R—1i) és Y =207F ha k>t
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Ahhoz, hogy az 6sszes ¢ € D kodszo tovabbi n — k koordinataval barhogy térténé meg-
hosszabbitasai egylittesen R tavolsagon beliil elérjék a Z(v) altér valamennyi pontjat,
fenn kell allnia a kovetkezs egyenlétlenségnek:

R
1=0

Az utols6 1épés, melynél mar k£ = n, kiilon meggondolast igényel. Ilyenkor a D kod
tarolasanak a feltételét méar kozvetleniil az elérési sugarra vonatkozo kovetelmény szabja
meg, ami formalisan a ZZE:O w; > 1 egyenlGtlenséggel is kifejezhets, tehat ebben az
esetben (9.1)-ban minden y;, valamint Y értéke is 1-nek veends. Egyébként a (6.8)
képlet formalis alkalmazasa a t = b = 0 esetre ugyanezeket az értékeket eredményezi.

A fentiek alapjan az eljaras a kovetkezs: Az Sy, fajl egy lehetséges rekordjaként szobajove
minden egyes D kod esetén a v vektorral bejarjuk a Z%, ill. Z§Z§_t altér pontjait, és
minden ilyen v-re ellendrizziik, hogy a (9.1) egyenlStlenség fennéll-e. Ha akér csak egy
v vektor esetén (9.1) nem teljesiil, akkor a D kodot elvetjiik, ha viszont (9.1) minden v
vektorra fennall, akkor a D kodot rekordként elhelyezziik az Sy, fajlba. (Feltéve, hogy Sk
rekordjai k6zott nincs még D-vel ekvivalens kod.)

Annak biztositdsa, hogy csak inekvivalens kdédokat gyijtsiink dssze

Az inekvivalenciat egyszert lexikografikus szaballyal tudjuk biztositani. Ennek els6 ko-
vetelménye, hogy minden egyes S fajl kodjaiban a kddszokat a koordinaték sora szerint
lexikografikusan nemcstkkend sorrendbe helyezziik el. Az ilyen, lexikografikusan elren-
dezett kodszavakbol all6 kodok teljes komplexumara viszont — mivel az egyes lépésekben
nem a kodszavak szamat, hanem a koordinatak szamét gyarapitjuk — oszlopfolytonos le-
xikografiat értelmeziink, vagyis a kodokat elsédlegesen az elsé kodszo elsé koordinatéja,
utana a masodik kodszo elsé koordinataja,..., az utolsd kodszo elsé koordinataja, majd
az els6é kodszé masodik koordinataja, a mésodik kodszé masodik koordinataja szerint
rendezziik, és igy tovabb, a végén az utolso el6tti kodszo utolsé koordinatéja, majd az
utolsé kodszo utolsé koordinataja szerint rendeziink. Ezt a rendezést nem kell tényle-
gesen is elvégezni, hanem mindig csak azt kell vizsgalni, hogy egy, a (9.1) feltételeket
kielégits kod esetén a vele ekvivalens kddok kozott nincs-e az oszlopfolytonos lexikogra-
fikus rendezésben a vizsgalt kodot megel6z6 kod, és az adott kodot csak akkor téroljuk
el az Sy fajlba, ha ez a vizsgalat nemleges eredménnyel zarul.

Az algoritmus implementdldsa, tesztelése és alkalmazdsa

A fentiekben megfogalmazott algoritmust személyi szamitdégépen C programnyelven imp-
lementélva elGszor olyan kisméretii eseteken teszteltiik, amelyekre az inekvivalens kddok
szamat gép nélkil is egyszertien meg tudtuk hatarozni, vagy a 6.29-6.34, ill. 4.10 tételek
valamelyike alapjan meghataroztuk. Ezt a tényt az alabbi tablazatokban a megjegy-
zés oszlop bejegyzései mutatjak, tovabba ugyanitt jegyeztiik meg, ha a klasszifikacios
eredmény valamelyik hivatkozott publikacié eredménye. Ahol a megjegyzés oszlop nem
tartalmaz bejegyzést, ott eddig még nem publikalt klasszifikicids eredményrsl van szo.

A téblazatokba foglalt valamennyi esetben megadtuk az algoritmus éltal generalt S; faj-
lok méretét. A téblazatok minden sordban az utolsé nem kihizott szamadat az adott
esethez tartozo inekvivalens optimalis kodok szama. (Harom hasonlo felépitésii tablaza-
tot adunk meg, egyet-egyet az R =1, R = 2, ill. R = 3 elérési sugar esetére.)
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Mint lathato, nemcsak vegyes kddokra, hanem néhany ternaris kédra vonatkozé adato-
kat is megadtunk ezekben a tablazatokban, mivel az algoritmus megfogalmazésiban is
megengedtiik a b = 0 egyenlGség fennallasat. Az egyetlen eddig még nem publikalt (és 3
kodszonal hosszabb) ternaris kodra vonatkozo klasszifikdcié menete a K(6,0;3) = 6-hoz
tartozo sorban talalhato.

Az ismertetett algoritmus és gépi program valtoztatas nélkil alkalmazhato, és alkalmaz-
tuk is a 8.3 szakaszban targyalt normalis vegyes és ternaris kodok minimélis méretével
kapcsolatos szamitasra, valamint 3-nal nagyobb elérési sugar esetére is.

A tér dimenzidjanak (f6leg a ternaris koordinatak szdmanak) bizonyos hataron tul valo
novelése a futasi id6t nagyon meghosszabbitotta, ezért pl. a K(1,8;2)-re és K(1,9;3)-
ra vonatkoz6 szamitdsokat megszakitottuk. Azt még sikeriilt viszonylag kénnyebben
bizonyitani az algoritmus segitségével, hogy K (1,8;2) > 18. Végil az az otlet segitett,
hogy olyan esetekben, amikor ¢ kicsi, és b nagy, forditsuk meg a koordinatak sorrendjét.
Ez az algoritmus tobb részletének modositdasat vonja maga utan, pl. az S; input halmaz
rekordjait az M egész legfeljebb 2 (vagy pontosan 2) pozitiv tagbol 4ll6 particioi alapjan
értelmezziik, az algoritmus fajljainak a sordban pedig az el6l allo fajlokban nem ternaris,
hanem binaris kédokat tarolunk.

Az algoritmusnak ez az utobbi valtozata mar a K(1,5;1) = 16 esetre is az eredeti val-
tozaténal kisebb méretd fajlokat eredményezett, ugyanis az S; fajlok méretére az alabbi
értéksort kaptuk: 11, 35, 115, 72, 120. Viszonylag kevés gépid6 felhasznalasaval sikertilt
43, 513, 8502, 154515, 899477, 206227, 4496, 51, 5. Az algoritmus utébbi valtozatanak
alkalmazasa megmutatta, hogy K(1,8;2) = 19 nem &llhat fenn, ugyanis 19 kodszoval a
fajlméretek sorara 26, 296, 5139, 49804, 2411, 426, 558, 0 adodott. Erdekes itt a méret
novekedés 426-rol 558-ra. Emiatt az utolsd, tobb mint egy hét gépidst igényls 1épés
eredményére varva azt reméltem, hogy talan sikeriil rekord-javité optimélis kodot talalni
19 kodszoval, de végiil ehelyett a K(1,8;2) = 20 egyenlGséget sikeriilt szamitogéppel
bizonyitani. Hasonldan, az algoritmus utobbi valtozatanak alkalmazéséaval, szamitogép
segitségével tortént a K (3,6;3) = 12 egyenlség bizonyitasa.

eset \ szint | Sy | S; Sy | S5 | Sg | S7 || megj.
K(1,20)=3 | 1] 1 - - [ - 630t
K 10)=4 | 3] 2 | - | - | - |-|634t
KB3.00)=5 | 2| 1 | - | - | - |- [94
K(1,3;1)=6 | 12| 24 | 24 | - | - | - ;
K221 =6 || 3] 3 | 1 |- |- |- .
KG3,1;1)=9 [[10] 8 | 4 | - | - | - | [45
K400 =9 || 1| 1 | 1 | - | - |- n7
K(L41)=8 | 2| 4 | 2 | 2| - |- | [
K(2,3;1)=12 | 35| 123 | 138 | 23 | - | - ;
K(3,2;1)=16 || 42| 2019 | 1840 | 3 | - | - -
K411 =18] 1] 4 | 5 | 5| - |- -
K(1,5;1) =16 || 34 | 342 | 1731 | 845 | 120 | - -
K(2,4,1) =201 45| 525 | 1550 | 73 | 1 | - -
KB3,30)=24|3| 5 | 5 | 7] 2]- ;
K(1,6;)=24 4| 4 | 6 | 6| 2|2 -
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A. Fuggelék

Szurjektiv kddok méretére,
konstrukcidjara és klasszifikaciojara
vonatkoz6 eredmények

A térlefeds kodok optimalis méretének a probléméaja a K, (n, R) kifejezés, valamint a ve-
gyes kodokra értelmezett hasonlo kifejezés értéke meghatarozasanak a kérdésére vezetett.
A paraméterek bizonyos értékeire

K,(n,R) = érték
egyenl@séget, tobbnyire azonban csak
also korlat < K, (n, R) < fels6 korlat

egyenl6tlenségpart tudtunk megadni. A K, (n, R) kifejezés értékének, ill. korlatainak a
kutatésa soran a térlefeds kodok szinte valamennyi vizsgalt kategoridja esetén az egyik
vagy mindkét korlat meghatarozasahoz tobb esetben is sziirjektiv kodok méret-adataira
vonatkozo ismereteket hasznaltunk. Also korlatok beallitasidhoz vagy javitdsahoz hasznos
eszkoznek bizonyult binéris kodok esetében a 3.1. lemma és annak 3.2-3.6. kdvetkezmé-
nyei, ternaris és magasabb rendi kodok esetére az el6bbiekhez hasonld, de dltalanosabban
megfogalmazott 4.2. lemma és annak 4.3-4.5. kovetkezményei, vegyes kodok esetén pe-
dig a 6.7-6.8. lemmak. Felst korlatok bedllitasahoz vagy javitasahoz az 5.4.1 szakaszban
targyalt modszert — sziirjektiv kodok egyesitését — igen sok esetben tudtuk alkalmazni
az 5.4 kévetkezmény formulaja alapjan.

Mindezek indokoljak, hogy a sziirjektiv (és altalanositott sziirjektiv) kodok méretével,
raltabban foglalkozzunk. Mivel azonban a sziirjektiv kodok nem tartoznak szorosan a
munka 6 témajahoz, hanem segédeszkozként hasznélva itt csak alarendelt szerepiik van,
ezért keriilt ez az anyagrész a fiiggelékbe. Ugyanezen ok miatt a mondanivalo kifejtése
itt kevésbé részletes, tovabba a hosszabb bizonyitasok ismertetése helyett csak utalast
adok azok elérési helyére.
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A.1. Ismert pontos értékek

A tovabbiakban el6szor az adott g alapszamhoz tartozé n dimenzids s-sziirjektiv kodok
minimalis méretét kifejezs o,(n, s) fiiggvény értékeivel, majd az altalanosabb o,(n, s;7)
fiiggvény értékeivel foglalkozunk a g > 2 és 2 < s < n kikotések mellett. Ezek ismert
pontos értékeit, ill. legjobb ismert also és fels§ korlatait az [166] cikk sziirjektiv kodokra
vonatkozo téblazataiban adtuk meg ¢ < 8, n,s < 10 (binéris kodokra n,s < 14) ese-
tén. Szamos esetben sikeriilt meghatérozni az adott paraméterekhez tartozo inekvivalens
sziirjektiv kodok szamét is.

Az alabbiakban néhany egyszertiibb, ill. érdekesebb esetrdl tesziink emlitést.
(a) Han = s vagy n = s+ 1, akkor o,(n, s) értékére nyilvanvaléan fennall
o.(s,8) =q° ¢és o,(s+1,5)=¢° (A.1)
tetsz6leges 1-nél nagyobb ¢, s egészekre.
Az MDS kodok elméletébdl ismert az alabbi két allitas:
(b1) Ha ¢ prim vagy primhatvany és s < ¢, akkor
o4(q+1,8)=¢’,
és kovetkezésképpen (tovabbra is feltéve, hogy ¢ prim vagy primhatvany)
o4(n,s) = ¢° minden olyan n esetén, melyre s <n < g+ 1. (A.2)
(by) Ha ¢ péaros primhatvany (azaz 2-nek pozitiv egész kitevds hatvanya), akkor
o lq+2,3)=¢" és a,(qg+2,q—1)=q¢"". (A.3)

Szamos olyan esetben is ismerjiik o,(n,s) értékét, amikor az nagyobb, mint ¢". Ilyen
esetek példaul:

(Cl) 02(47 2) = ’5:
(cg) 02(n,2) =6, ha b <n <10,
(c3) 02(n,2) =7, ha 11 <n < 15 sth., a (3.13) formula szerint.

(d) Az alabbi formulat Johnson és Entringer [53], valamint Roux [48] egymastol fiig-
getleniil talaltak. (Lasd még [61], Theorem 6).

oo(n,n —2) =12"/3]. (A.4)
(1) 99(6,3) = 03(7,3) = ... = (11,3) = 12, 05(12,3) = 15.
(€2) 02(T,4) = 05(8,4) = ... = 0(12,4) = 24.

Itt kiilon érdekesség az (ey) valamennyi esetéhez tartozo sziirjektiv kod unicitasa. Fzt
szamitogeép segitségével tudtam bizonyitani. (e;)-nél viszont j eredmény az utolsé esetre
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vonatkoz6 egyenldség — ugyancsak szamitogépes — bizonyitasa, mivel eddig csak kisebb
vagy egyenld relacioval volt ismert.

Ratérve az altalanositott sziirjektiv kodok vizsgalatara, tekintsiik elGszor azokat az ese-

teket, amikor K, (s,r) = ¢. A 4.9. allitas szerint az ilyen esetek azok és csak azok,
melyekre fennall r < s < quTJrlq. Az ilyen esetekhez tartozd egyik optimalis térlefedd kod

az s dimenzios ismétléses kod, ezért ilyenkor tetszéleges n > s esetén az n dimenzids
ismétléses kod segitségével adodik, hogy o,(n,s;r) = ¢. Ilyen esetek pl. az alabbiak:
o9(n,3;1) = 2, 09(n,5;2) = 3, 03(n,4;2) = 3, 04(n,5;3) = 4 sth. Az is eléggé nyil-
vanvalo, hogy a K,(s,r) = ¢ egyenlGséghez tartozo optimalis kod unicitasa esetén a
o4(n, s;1) = q egyenldséghez tartozo altalanositott sziirjektiv kodbol is csak egy van (az
ismétléses kod) tetszoleges n > s esetén.

Egyszert konstrukcioval adodik a
oo(n,n—1;(n—3)/2) =4 (A.5)

egyenl@ség tetszdleges 1-nél nagyobb paratlan n esetére, ami a

NN N N
=
=)
— o~ O
O =~ O

kod segitségével bizonyithato, de a 3.10. allitds kovetkezményeként is kimondhato. Ha-
sonl6 konstrukcioval vagy a 3.12, 3.16, ill. 3.17. tétel kovetkezményeként adodik, hogy

oo(n,n—1;(n—4)/2) =7 (A.6)
tetsz6leges 4-nél nagyobb paros n esetén,

oa(n,m—1;(n—>5)/2) <12 (A.7)
tetsz6leges 5-nél nagyobb paratlan n esetén,

oa(n,m—1;(n—6)/2) < 16 (A.8)

tetszéleges 6-nal nagyobb péaros n esetén.

A.2. Fels6 korlatok

A paraméterek kiterjedt tartoményara (2 < g < 25, 2 < s < 6, n < 10000 vagy
n < 10000) a Colbourn altal készitett és idénként frissitett [169] tablazat-rendszerben
megtalalhatok a o,(n, s) kifejezés legjobb ismert fels korlatjai. Itt csak néhany esetet
emlitiink, amelyekre valamelyik K,(n, R) fels6 korlatjanak meghatarozasahoz sziikségiink
volt:

03(5,3) < 33, 03(7,3) <40, 04(7,3) < 88.
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Megjegyezziik, hogy e korlatok esetleges javitasa lehetévé tenné K, (n, R) jelenleg ismert
legjobb fels6 korlatjanak a csokkentését néhany esetben. Ha ugyanis feltessziik, hogy
a szoban forgd o,(n, R) értékek valamelyikére (vagy netan ezek mindegyikére) a jelen-
leg ismert legjobb fels6 korlathoz képest valaki A, Ay, Az mértéki javitast talal, azaz
bizonyitja, hogy

0'3(5,3) S 33—A1, 0'3(7,3) §40—A2, 0'4(8,3) S 88—A3,

akkor az 5.4.1 szakasz végén a példak kapcsan megadott egyenlGtlenségek alapjan az
adddna, hogy
Kg(5,2) <66 —2A;, K7(5,2) <97 — Ay,

tovabba

Ks(7,4) < 92 — 2A,, Ko(7,4) < 120 — 3A,, Ki0(7,4) < 168 — 2A5 — A,

A.3. Klasszifikacid és az elérési sugar szamitasa

Az A.1 szakaszban felsorolt esetek kozil az 1.1 szakaszban definialt ekvivalencia értel-
mében csak az (a), (¢), (d) és (e) esetekre ismeriink klasszifikacios eredményt. A vizsgalt
sziirjektiv kodok elérési sugarat a 2 < ¢ < 10, 3 < n < 15 tartomanyban szamitottuk ki,
de altalaban csak azokra a kodokra, amelyekben a kodszavak szama legfeljebb 10000.

A részletek ismertetését az A.1 szakaszban megadott sorrendben folytatjuk.

(a) Tetszoleges s > 2 egészre n = s+ 1 esetén az n dimenziods s-sziirjektiv kodok elérési
sugara nyilvanvaloan 1, g értékétdl fliggetleniil. A binéris esetben az ilyen s-sziirjektiv
kédokra minden koédszo sulyanak azonos paritasunak kell lennie, amibdl kovetkezik az
ilyen binaris kédok unicitasa. Nagyon egyszerii a klasszifikacid akkor is, han = 3,5 = 2
és ¢ = 3 vagy q = 4. Az utobbi két esetben az inekvivalens 2-sziirjektiv kodok széma 1,
ill. 2.

(b) A (by) és (bs) esetre a linearis kodok korére sziikitetten értelmezett ekvivalenciara
nézve ismeriink klasszifikacios eredményeket, lasd [105], [142] és [172]. Néhany specialis
esetben ismerjiik az MDS kodok elérési sugaranak az értékét is. Ilyenek a Reed—Solomon
kodok, a szimpla kiterjesztést Reed—Solomon kodok, lasd [97], Theorem 10.5.7, valamint
a dupla kiterjesztést Reed—Solomon kodok, lasd [81].

() g =2,5=2,3<n <35 esetére a [145] cikk Table 1 jeld tablazatat atvéve és kissé
modositva, az A.1. és A.2. tablazatokban megadjuk az inekvivalens sziirjektiv kodok
szamat és elérési sugarat. Az A.l. tablazat a 3 < n < 15 intervallumra vonatkozdan
szam szerint is mutatja a kiilonbo6zo6 elérési sugara sziirjektiv kodok szamaét.

(d) Johnson és Entringer [53] bebizonyitottak a oy(n,n — 2)-hoz tartozo 2-sziirjektiv
kod unicitasat. E kodok elérési sugarara nyilvanvaléan 1 < R < 2. A kis n-ekhez tartozo
elérési sugarak pontos értékét az A.4. tablazat tartalmazza.

(e) Sloane [79] észrevette, hogy a +1 értéki elemekbdl allo Hy, Hadamard matrixbol
elhagyva azt az egy oszlopot, amelyben csupa azonos érték van, az igy adodo 12 x 11
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n | oo(n,2) | db. R

3 4 1 1

4 5 1 1

5) 6 7 2 mind

6 6 4 |2 (3kod), 3 (1 kod)
7 6 3 3 mind

8 6 1 3

9 6 1 4

10 6 1 5

11 7 26 5 mind

12 7 10 | 5 (8 kod), 6 (2 kod)
13 7 4 6 mind

14 7 1 6

15 7 1 7

A.1. tablazat. Binéaris 2-sziirjektiv kodok szama és elérési sugara 3 < n < 15 esetén

méret matrix sorai 3-sziirjektiv kodot alkotnak. Ennek kapcsan felmeriilt bennem, hogy
a valtozatlanul hagyott Hadamard matrix soraibol és azok komplemenseibdl alkotott 24
szobol allo kod hatha 4-sziirjektiv. Szamitogépes vizsgalat azt mutatta, hogy valéban
igy van. Ugyanerre a méretre J. Yan [150] és C. J. Colbourn [161] is talalt egy-egy
konstrukciot, melyek koziil az utobbi ciklikus transzlacion alapul.

A fentiek szerint o9(11,3) < 12 és 05(12,4) < 24, tehat o9(n,3) < 12, ha n < 11, ill.
o9(n,4) < 24, ha n < 12. A forditott egyenlStlenségek n > 6 (n > 7) esetén az ismert
o,(n+ 1,5+ 1) > goy(n, s) relacio segitségével bizonyithatok. Az ezeknek az eseteknek
megfelels egy-egy kod elérési sugarat az A.5. tdblazat mutatja.

Néhéany tovabbi 2-, ill. 3-sziirjektiv esetre az elérési sugarra a kévetkez6 értekeket kaptuk:
A 03(5,2) = 11 (lasd Ostergard [86]), 03(6,3) = 33 (lasd Chateauneuf és szerzétarsai
[111]), 06(4,2) = 37 (lasd Stevens [108]) esetekhez tartozo kodok elérési sugara egyarant
2.

A o3(n, 3; 1) kifejezéshez tartozo altalanositott sziirjektiv kodokra a [145] cikk Table 2 jeltd
tablazatat atvéve és kissé modositva, az A.6. tablazatban megadjuk az ilyen altalanositott
sziirjektiv kodok szamaéat és elérési sugarat.

Az altalanositott sziirjektiv kodok bizonyos eseteire a klasszifikacio gép nélkiil is konnyti-
szerrel elvégezhet. Igy példaul konnyen belathato a o9(5,4; 1) = 4 egyenldséghez tartozo
kod unicitasa.

A szamitogép hasznalataval kapott eredményeket (szamos also korlatot és klasszifika-
cios eredményt) a 9. fejezetben ismertetett algoritmushoz hasonlé modszerrel kaptuk.
Az egyetlen lényeges eltérés a korabbihoz képest, hogy minden szinten (tehat nemcsak a
befejezs 1épésben) az aktuélisan vizsgalt sziirjektivitas fennallasat ellendrizziik. Az 6ssze-
gyljtott kodok inekvivalencidjanak biztositdsa a korabbi esettel teljesen azonos médon
torténik.
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n | o2(n,2) | db. R

16 8 700759 7 vagy 8
17 8 579466 | 7 vagy 8 vagy 9
18 8 440826 8 vagy 9
19 8 309338 9 vagy 10
20 8 200326 9 vagy 10
21 8 119752 10 mind
22 8 65993 10 vagy 11
23 8 33463 11 mind
24 8 15596 11 vagy 12
25 8 6704 12 mind
26 8 2646 12 vagy 13
27 8 977 13 mind
28 8 343 13 vagy 14
29 8 118 14 mind
30 8 39 14 vagy 15
31 8 15 15 mind
32 8 5 15 vagy 16
33 8 2 16 mind
34 8 1 16

35 8 1 17

A.2. tablazat. Binaris 2-sziirjektiv kodok szama és elérési sugara 16 < n < 35 esetén

A.3. tablazat. Extrém binéris 2-sziirjektiv kodok szama és elérési sugara

A 4. tablazat. Binaris (n-2)-sziirjektiv kodok szama és elérési sugara

n | oy(n,2) | db. | R
o6 9 1 27
126 10 1 63
210 11 1 ]105
462 12 1 1231
792 13 1 1396

oa(n,m —2)

db.

—_
o © 00N o3

10
21
42
85
170
341

177

o= N NN |

— = = = = =




oe(n, 3)

02(” + 17 4)

—_ =
e oo o3

12
12
12
12
12
12

U W oW NN

24
24
24
24
24
24

B W W N |y

A.5. tablazat. Néhany binaris 3-sziirjektiv és 4-sziirjektiv kod elérési sugara

n | o3(n,3;1) | db. R

4 6 7 2 mind

5) 7 89 3 mind

6 7 28 | 3 (6 kod), 4 (22 kod)
7 7 4 4 mind

8 7 1 5

9 7 1 6

10 7 1 6

11 8 239 7 mind

12 8 35 | 7 (1 kod), 8 (34 kod)
13 8 7 8 mind

14 8 2 9 mind

15 8 1 10

A.6. tablazat. Ternaris, r = 1 sugarral 3-sziirjektiv kodok szama és elérési sugara

AA4.

Térlefed6 koédokra vonatkozd korlatok javitasa

szurjektiv k6dok segitségével

A sziirjektiv kodok lehetd legkisebb méretének ismert pontos értékei és felss korlatai (lasd
[166, 169]) segitségével a térlefeds kodokra vonatkozoan is szamos, az eddig ismertnél
jobb also, ill. fels§ korlatot nyeriink.

Binéris kodra vonatkozoan jonnan nyert also korlat a 04(9,7;2) > 10-bol és K (14,5) >
10-bsl kovetkezs, a (4.3) formula alapjan bizonyithatd alabbi egyenlétlenség:

K(21,8) > min{04(9,7;2), K(14,5)} > 10.

Ezutan o,(11,5;1) > 13-bdl ugyancsak a (4.3) formula alapjan kapjuk, hogy
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K(13,4) > min{o9(11,5;1), K(8,2)} > 12;

K(15,5) > min{os(11,5; 1), K(10,3)} > 12;
K(20,7) > min{oo(11,5;1), K(15,5)} > 12;
K(17,6) > min{o(11,5;1), K(12,4)} > 11;
K(22,8) > min{oy(11,5; 1), K (17,6)} > 11;
K(19,7) > min{oo(11,5;1), K(14,5)} > 10;
K(24,9) > min{oy(11,5; 1), K (19,7)} > 10;

K(26,10) > min{oy(11,5;1), K(21,8)} > 10.

Hasonloan adodik két 0j ternaris also korlat o3(5,2;0) = 11, ill. 03(9,5;2) > 10 ismere-
tében:

K3(9,4) > min{o3(5,2;0), K3(7,3)} > 11;

K3(12,6) > min{o3(9,5;2), K3(7,3)} > 10.

Hasonl6 moédon kapjuk vegyes ternéris/binaris kodokra az eddig ismerteknél jobb
K(1,12;4) > 12, K(2,11;4) > 13, K(3,9;4) > 12, K(4,7;4) > 10, K(4,8;4) > 12,
K(5,6;4) > 11, K(6,4;4) > 10, K(6,5;4) > 12, K(7,3;4) > 11, K(7,4;4) > 13,
K(8,2;4) > 11, K(9,1;4) > 12 also korlatokat.

Néhany fels6 korlat javitasa az (5.13) formula alapjan a kévetkezé modon adodik:

n=_8r=3k=3,s = sy =3,s3 =4 paraméter értékekkel kapjuk, hogy

Ks(8,5) = 06(8,8;5) < 02(8,3;0) + 02(8,3;0) + 029(8,4;1) =2 - 12 + 6 = 30;

K8(87 5) = 08(87 87 5) < 03(87 3? 0) + 03(87 37 O) + 02(87 47 1) <2-42+6= 907
n=10,r =3,k =4,s; = so = s3 = 3, 54 = 4 paraméter értékekkel pedig, hogy

K+(10,7) < 01(10,3;0) + 2 - 05(10,3; 0) + 02(10,4;1) = 1+ 2- 12 + 8 = 33;

K5(10,7) < 3-05(10,3;0) + 05(10,4;1) = 3- 12 + 8 = 44,

A fliggelékben targyalt sziirjektiv kodokra vonatkozoan az alabbi tomoritett fajlokban
elhelyezett interneten tarolt kod listazasok allnak rendelkezésre: A [166] cikk melléklete
céljabol késziilt
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http:/ /www.sztaki.hu/~keri/arrays/CA _listings.zip
http:/ /www.sztaki.hu/~keri/arrays/CAr_listings.zip
http://www.sztaki.hu/~keri/arrays/CCA _listings.zip
http: / /www.sztaki.hu/~keri/arrays/CCA1 listings.zip
http:/ /www.sztaki.hu/~keri/arrays/CCA2 _listings.zip
http:/ /www.sztaki.hu/~keri/arrays/CCA3 _listings.zip

anyagok (melyek koziil az els6 kett6t P. P. Rivas Sorianotél kaptam) tovabba ezek kiegé-
szitéseként a mar kordbban ismert néhény fontosabb sziirjektiv kod listajat tartalmazo

http:/ /www.sztaki.hu/~keri/codes-hu/CA _listings.zip
http:/ /www.sztaki.hu/~keri/codes-hu/CAr_listings.zip
http://www.sztaki.hu/~keri/codes-hu/CCA listings.zip

anyagok. Mindkét felsorolasbol a CC kezdetii zip fajlok a (zomében e munka szerzgje
altal kapott) klasszifikdcios eredményeket tartalmazzak.
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