Kéri Gerzson
Optimalis térlefedo kédok

cimu MTA doktori értekezésének
értékelése

Bevezeto elmélkedés

Egy véges abécé feletti n hosszisagi sorozatokbol valasszunk ki minél
tobbet gy, hogy barmely két sorozat d helyen kiilonbozzék. Ez a kdédelmélet
legismertebb és legelterjedtebb feladata, amit hirkozlési és elektronikai alkal-
mazasok motivalnak. Az ilyen kdédokat (optimédlis) hibajavité kédoknak
nevezziik.

A jelen dolgozat feladata mas, fogalmazzuk meg azonnal pontosan. A
0,1,...q — 1 elemekbdl all6 n hosszusagu sorozatok egy C' halmazat itt
is kédnak nevezziik, ennek elemei a kdédszavak. Két sorozat (Hamming)
tavolsadga azon helyek szama, ahol a két sorozat kiilonbozé. C-t R-sugaru
térlefed6 kodnak nevezziik, ha barmely (ezen abécébdl készitett) sorozat
tavolsaga a koéd valamely elemétol legfeljebb R. Ez tgy is fogalmazhato,
hogy a C' kddbeli kédszavak koré irt R sugard gombok lefedik az egész teret,
azaz az Osszes, az abécébol készitett sorozat benne van a gombok unidjaban.
Az ilyen tulajdonsgu kdédokat nevezziik térlefed6 kédoknak. Mig a hiba-
javité kédoknal a kodszavak maximalis szamat keressiik, itt a kédszavak min-
imumét. Ezt a minimumot a dolgozatban K,(n, R) jeldli, és ennek megha-
tarozasa a témakor {6 feladata.

Bér a hibajavité kddok elmélete fejlettebb, a térkitolté kédoknak is sok
alkalmazasa, és kiterjedt irodalma van. Mar az 1960-as években sziilettek
benne emlitésre méltd eredmények.



Sem (az adott paraméterek melletti) legnagyobb hibajavité kédok leg-
nagyobb, sem a térkitolto kddok legkisebb méretét nem lehet pontosan meg-
hatarozni altaldban, ezért a kutatas redlis célja a jé also és fels6 becslések
keresése. Egy — a feltételeket kielégité — konkrét, adott kod alsé becslést ad
a hibajavité kodoknal, és felsot a térlefedéknél. Az alkalmazéasok elsésorban
a konkrét, kis paraméterekre adott konstrukcidokat igénylik. Persze azért még
a mérnokot is érdekli, hogy , nincs-e jobb?”, ezért a kis értékekre vonatkozo
— masik oldali — becslésekkel is sokan foglalkoznak. A nagy értékekre
vonatkozo altalanos, vagy aszimptotikus also-felsé becslések megtalaldsa na-
gyon nehéz, messze vannak az igazsagtol, az alkalmazasok nem kényszeritik
ki, igy az irodalom jelentOs része a kis paraméterek esetével foglalkozik. Az
mar altalanos jellegii eredménynek szamit, ha a paraméterek csupan egyike
is végigfut a természetes szamokon.

Tehat — példaul adott paraméterek mellett — a kutatas a kovetkezokép-
pen folyik. Meg kell adni egy kevés szébol allé térlefedé kodot. Ezutan
bizonyitani kellene, hogy kisebb nincs. Szerencsés esetben ez sikeriilhet
osszefliggések, lemmédk segitségével, de sokszor csak az a lehetdség marad,
hogy szamitogéppel kell sok esetet végigprobalni. Ha az Osszes esetet akar-
nank végigprobalni, azok szama olyan nagy, hogy a szamitogép is kudar-
cot vall. Ugyes kis lemmék, allitdsok segitségével az esetek szdma annyira
lecsokkenthetd, hogy a szamitégép mar képes végezni a feladattal. Sajnos a
kis allitasok annyira specifikusak, hogy nincs szép altalanositasuk, egyaltalan
nem latvanyosak, pedig megtalalasuk komoly szellemi eréfeszitést igényelhet.

Régebben a kdédelméleti monografidk az elméleti alapok, altalanos ered-
mények utan hosszu tablazatokban adtdk meg a legjobb értékeket. (Sokszor
csak alsé és felsé becsléseket.) Az ujabb, és ujabb kiaddsokban beirva a
javitott értékeket. Manapsdg mar jol karbantartott internetes tablazatok
vették at ezt a szerepet. A kutatok kozott pedig igen nagy verseny folyik,
ki, mit tud megjavitani.

Mindezekbol latszik, hogy bar a feladat tisztan kombinatorikus, a tertilet
igen messze all a ,,;magyar” kombinatorikai iskola stilusatél. Vannak a mate-
matikanak mas hasonlé teriiletei. Példaul a statisztikai kisérlettervezésben
hasznalt dizajnok, vagy az oridsi primszamok keresesése. De bizonyos ge-
ometriai feladatok is hasonléak, amikor a gémb felszinén kell kivalasztani
adott szamu pontot gy, hogy a legnagyobb tavolsdg minimalis legyen. Ezek
a feladatok részben az informatika problémakoréhez hasonlitanak. Ezért
értékeléséhez figyelembe kell venniink az informatikai munkék értékelésére
korabban kidolgozott elveket is.



A dolgozatban — természetesen — vannak a klasszikus kombinatorikai
értelemben vett szép eredmények is. Azonkivil olyan pontos értékek, vagy
becslések, ahol egy vagy tobb paraméter a végtelenbe fut. Sokszor ezek is
Osszefiiggésben vannak a ,,munkas” eredményekkel. To6bbszor is a szamité-
géppel talalt, kis, adott paraméterekre vonatkozé kddot jol hasznalja a szerzo
egy, paraméterek végtelen halmazara érvényes konstrukcié készitésére.

Szinte torvényszerd, hogy Kéri Gerzson rataldlt erre a témara. Hiszen
mar elsd, 1964-ben megjelent, sok hivatkozassal rendelkezé cikke is hasonld
volt: meghatdrozta az R(6,3) = 18 Ramsey szémot. Elete késébbi sza-
kaszaban linedris programozasi feladatokkal foglalkozott, ami hasonlé gon-
dolkozast igényelt.

Az értekezés tartalma

Az els6 37 oldal, a 3.1-3.4 részek egy nagyon alapos bevezetot tartalmaz-
nak. A szerz6 nyilvanvaléan figyelembe vette, hogy hazankban senki sem
foglalkozik a téméaval f6foglkozasként, sét kevesen is ismerik az eredményeket.
Ezutan a bevezeto utan barki jo eséllyel indul a megértés fele.

A vildgosan fogalmazott bevezetében még humor is van. Idézem: | Kiilo-
nosen hangsulyozni szeretném, hogy az ,abnormalis’ jelzonek itt nincs pejo-
rativ értelme, hanem csupan azt fejezi ki, hogy valamely kod nem rendelkezik
egy meghatarozott tulajdonsaggal.”

De van a bevezeto részben egy definicid, az r-sugaru sziirjektiv kédoké,
ami a szerzotol szarmazik, és fontos szerepet jatszik mddszereiben.

A 3.5 rész mér tartalmaz j eredményeket. Az Ostergarddal kozos 3.7
tétel azt mondja ki, hogy a 2R+ 4 hosszui bindaris sorozatok tere nem fedhet6
le 9-nél kevesebb R sugard gombbel. Eddig a 7 volt csak ismeretes. Ez a tétel
azért kilonosen kedves a biralonak, mert az extremadlis halmazrendszerek
elméletének egy régi tételét haszndlja. A 3.7 tétel segitségével azt is meg
tudjék pontosan mondani, hogy K (n, R) mikor lehet 7 illetve 8. Ezt eddig
csak a 2,3,4,5,6 értékekre tudtak.

A 3.6 rész a bindris térlefed6 kédok jellemzésével, felsorolasaval, oszta-
lyozéséaval foglalkozik. Az Ostergarddal kozos 3.12 tétel felsorolja az Gsszes
olyan binaris térlefedd kédot, amik a 2R + 3 hosszu sorozatokat 7 darab R
sugart gombbel fedik le. A 3.13 tétel megadja a szamukat is egy szép —
generatorfiiggvényes — forméaban. A 3.16, 17 és 18 tételek mas paraméterek
mellett adnak nagyszamu konstrukciét térlefedé kédokra, de itt nem sikertil
a teljes felsorolast megadni.



A 3.7 rész Kéri (Ostergard nélkiil) azon kutatési eredményeit tartalmazza,
amelyek a 2-sziirjektiv bindris kédokra vonatkoznak. Azt a specidlis esetet
tekinti, amikor a kodhossz
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ahol m kett6hatvany. A 3.21 Tétel pontosan megadja a lefedéshez sziikséges
R sugédr minimumat a minimalis méretii 2-sziirjektiv binaris kédok kozott.
Valészintileg ez a dolgozat legszebb bizonyitasa, ugyanis a probléméat a Ba-
ranyai-tételre vezeti vissza.

A 3.8 rész Osszefoglalja, hogy mit lehet tudni az 1, 2 és 3 sugart térlefedd
kodokrol.

A negyedik fejezet a ternaris térlefedé kdédokkal foglalkozik, mikben 3
jelet hasznalunk. A 4.1-4.3 részek itt is bevezeto jellegtiek. A 4.4 rész vis-
zont a f6 kérdéssel, az adott R sugaru terndris térlefedé kdédok minimalis
méretével foglalkozik. Itt hasznalja fel a szerzé az altala bevezetett r-sugara
sziirjektiv kédokat, megmutatva, hogy szorosan osszefiiggenek az itt targyalt
f6 probblémaval (4.2 Lemma és 4.3-4.5 Kovetkezmények). Ezek segitségével
az Ostergarddal kozos 4.6 és 4.7 tételek pontosan megadjék azon n és R
értékeket, amelyekre K3(n, R) éppen 4, 5, 6, 7 vagy 8. A 4.8 tétel a 9-es
értékre ad végtelen sok esetet lefedo elégséges feltételt.

A 4.5 részben a ternaris kodok leirdsara vonatkozé eredmények talalhatok.
A 4.9 Allit4s altaldnos g-elemii 4bécére vonatkozik: pontosan lefrja a K. .(n, R)
= q egyenloségnek megfelel6 otptimalis kddokat. A 4.10 Tétel viszont megadja

a Ks3(n,R) = 3 esetben optimélis térlefed6 kédok szamat egy generator-
fiiggvénnyel. A 4.6 rész Osszefoglalja, felsorolja, mit lehet tudni a szerzo
eredményei utan az 1, ... , 7 elérési sugaru ternaris térlefedé kodokrol.

Az 5-ik fejezet a nagyobb dbécék esetével foglalkozik. A bevezetd 5.1 és
5.2 részek utén az 5.3 rész az Ostergarddal kozosen elért 1 felsé becsléseket
tartalmazza K,(n,1)-re, ahol n = 8, 9 illetve 10, ¢ viszont a mod 7, 8 illetve
9 egy maradékosztalyan fut végig (tehat egy r paramétretél fiigg).

Az 5.4 rész a sziirjektiv kddokkal valé szoros kapcsolatra mutat ra. Az
Ostergarddal kozos 5.3 tétel és az 5.4 Kovetkezmény egy nagyon altaldnos
felsé becslést ad K (n, R)-re sziirjektiv kddok minimélis méreteinek segitsé-
gével.

Az 5.5 részben 16v6 5.5 Tétel szerint
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teljestil, ha 9 < ¢ < 15 vagy 21 < ¢q. Ennek konstrukcids részét Rodemich
mar 1970-ben megadta, de csak most sikeriilt Kérinek bebizonyitania, hogy
a konstrukcié nem javithato.

Az 5.7, 5.8 és 5.9 részek az optimalis és rekorder kédokat tekinti at g = 4-
re, ¢ = H-re illetve 6 < ¢ < 10-re.

A 6-ik fejezet olyan kédokkal foglalkozik, amelyekben adott szamu helyen
lehet 0,1 illetve 0,1,2. A 6.1-6.3 részek a sziikséges elGismereteket tartal-
mazzak.

A 6.4 rész foglalkozik K (t,b; R) értékével. (Minimalis, R sugaru térlefedd
kéd, ami ¢ terndris és b binéaris jelbél all6 kédszavakat tartalmaz.) Az
Ostergarddal kozos 6.12, 6.15, 6.18 és 6.23 tételek pontosan jellemzik azon
t,b parokat, amelyekre K(t,b; R) 4, 5, 6 illetve 7. Ezek bizonyitdsai a dol-
gozat leghosszabbjai, 0sszesen 12 oldalt foglalnak el. A 6.24 és 6.25 tételben
megadnak végtelen sok ¢,b pért, amikor K (¢,b; R) 8 illetve 9, de itt nem
tudjak, hogy ezek az oOsszes-e. Végiil a 6.28 tétel a szerzo altal szamitogép
segitségével bizonyitott K (3,6;3) = 12 és K(1,8;2) = 20 1j allitasokat tar-
talmaza.

A 6.5 rész a szerzé altal bizonyitott, a terndris-binaris vegyes esetre
vonatkozo klasszifikacios eredményeket tartalmazza. A 6.29-6.34 tételek bi-
zonyos paraméterek mellett.

A 6.6 rész ismét a konkrét esetekre vonatkoz6 eredmények attekintését
adja.

A T7-ik fejezet K (q,t,b; R)-rel foglalkozik, azaz a b helyen 0,1-et, ¢ helyen
0,1,2-6t, g helyen 0,1,2,3-at tartalmazé kodszavakbol allo R sugart térlefedo
kédok minimadlis méretével. A 7.7 tételben a szerzo egy 6 oldalas bizonyitassal
adja meg annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy K(q,t,b; R) pontosan
4 legyen. Az itteni tovabbi tételek végtelen paramétersereget adnak meg,
amikor az érték pontosan 5, 6 illetve 8, de ezekben az esetekben nem biztos,
hogy az Osszes ilyen paraméter-egyiittes fel van sorolva. A 7.2 fejezet néhany
klasszifikdcidés eredményt mutat be, és tablazatokat ad a legjobb konkrét
eredményekre, amelyeket a szerzé szamitogép segitségével bizonyitott.

A 8-ik fejezet a normalis kodokkal foglalkozik. Ezek definicidja egy képlettel
van megadva a 17. oldalon. Ez azt fejezi ki, hogy van a kédban egy olyan
irdny, amelyre vetitve a kapott kddok Osszlefedési sugara is kicsi. A dolgozat
egy kis hianyossaga, hogy nincs kelloen megmagyarazva, miért érdekes ezen
kodok vizsgdlata. Persze az alapos olvasd megtalalja késébb, hogy normalis
és optimalis kédokbdl jol lehet hosszabb és nagyobb sugaru kédokat csinalni.
Tulajdonképpen ez van osszefoglalva a 8.1 részben.
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A 8.2 részbeli 8.2 Tétel egy egyszerli észrevétel, a normalis kod fedési
sugara és a minimalis kédtavolsag kozotti viszonyt kifejezd egyenlétlenség.
Azonban megmagyarazza, miért normaélisak tobbnyire az optimalis bindris
térlefed6 kodok, mig ugyanez nagyobb ¢-kra nem igaz.

A 8.3 rész a normélis, minimalis, R-sugaru térlefedd kédok méreteit adja
meg a ternaris-binaris esetben kis ¢ és b értékekre. A szamitégépes eredmények
tobb mint két oldalt foglalnak el. Ezek segitségével azutan mar egyparamé-
teres végtelen halmazokra tud jé konstrukcidkat, azaz fels6 becsléseket adni
K(t,b; R)-re. A 8.3 Tétel ilyen tipusi becsléseket tartalmaz: K (3u+1,4;2u+
1) < 10.

A 9-ik fejezet a szamitogépes algoritmusokat és a szerzd altal készitett
implementaciokat irja le.

Egy kérdés

A 3.5 részben a szerzo osszefliggést mutat be a minimalis binaris sziirjektiv
kédok és az optimalis térlefedé kdédok kozott. Ezutan felhsznélja, hogy a
bindris sziirjektiv kodok minimuma egy dudlis formdban mar ismert az ex-
tremdlis halmazrendszerek elméletébdl. Az idézett Kleitman-Spencer [32]
és a nem idézett Gargano-Korner-Vaccaro cikk (JCTA, 61(1992), 173-192)
aszimptotikus eredményeket tartalmaz a paronként kvalitativan fliggetlen g-
részes particiok maximalis szamarél. Ez pedig lefordithaté a g-sziirjektiv
kédok legkisebb méretére. Nem kaphaté ezek felhasznalasaval aszimptotikus
eredmény a térlefedé kdédokra?

Ertékelés

A dolgozat jelent6s hozzdjarulas a térlefedé kodok elméletéhez. Az ered-
mények egy kisebbik része szépnek nevezhetd, érdekes kapcsolatokat mutat
ki a kombinatorika mds teriileteivel (3.7, 3.21, 5.5 Tételek). Més résziik
a kodelmélet szamara fontos, viszont sok munkét és kisebb oOtletek seregét
igényelte (3.12, 3.13, 3.16, 3.17, 3.18, 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 5.3, 6.24, 6.25, 8.2, 8.3
Tételek, az 5.3 rész eredményei, az 5.4 Kovetkezmény). A 6.12, 6.15, 6.18,
6.18, 6.23 és 7.7 Tételeknek, hosszabb, nehezebb bizonyitasuk van. A szerzé
érdeme az r-sugaru szirjektiv kédok fogalmanak bevezetése és hasznélata.
A konkrét, kis paraméterekre vonatkozé eredmények seregét lehetetlen fel-
sorolni. A munka egy része ismert, er6s matematikusokkal kozos. A cikkek jo



nevi folyoiratokban jelentek meg. Az eredményeket a nemzetkozi honlapos
tablazatok valéban szamontartjak.

Javaslom az értekezés nyilvanos vitara bocsatasat és a jeloltnek
az MTA doktora cim odaitélését.

Budapest, 2011. oktdber 10. Katona Gyula



