Valasz Halasz Gabor biralatara

Ko6szonom Haldsz Gabornak a rendkiviil alapos, kimeritd birdlatot, és az érdekes kérdé-
seket. Annak idején sokat tanultam T6le komplex fiiggvénytanbdl, harmonikus analizisbdl,
Riemann-feliiletekbdl, és specidlis fiiggvényekbdl. Mindez kihat a munkdmra, ezért a véle-
ménye fontos nekem. A tovdbbiakban részletesen valaszolok a kritikai észrevételeire és a
kérdéseire.

1. Birdlom szerint jobb lett volna, ha az értekezés ugyanilyen terjedelemben csak egy
tételt (az 1.3-at) targyalna, részletesebb magyardzatokkal. Megvallom, ez a lehet&ség nem
meriilt fel bennem, hiszen a hasonlé doktori mivek tobb rokon tételt szoktak tartalmazni,
nem ritkdn 5-6t vagy akdr 10-et. Az értekezésbeli bizonyitdsok valoban hosszadalmasak
és technikai jellegliek, mégis ugy gondoltam, érdemes Gket egy fedél ald hozni. Minde-
nekel6tt szerettem volna egy kiilsd alkalmazdson keresztiil bemutatni az eredmények hasz-
nossagit. A f6 valasztdsom természetes moédon Duke eloszlasi tételének élesitésére esett,
amelyet igyekeztem a kordbbindl jobb hibataggal kimondani, hogy tjdonsag is legyen az
értekezésben. Ehhez az alkalmazdshoz nem elegendd az 1.3 Tétel, sziikség van az 1.1 és
1.2 Tételekre is. Ugyanilyen okbdl az 1.3 Tétel er6sebb formaban szerepel, mint az erede-
ti 2006-0s kozleményben: a javitast éppen az 1.1 Tétel teszi lehetové, ami csak 2008-ban
jelent meg. A tobbi alkalmazdsra, amiket bizonyitdssal vagy csak hivatkozdssal vettem be
az értekezésbe, ugyanez vonatkozik: a harom tétel kiilonféle kombindcidi adjak Sket. Sze-
retném hangsulyozni, hogy mindegyik tétel a legjobb ismert becslést tartalmazza a benne
szerepld L-fiiggvényekre. A tételek mogott huz6dé mdédszerek is szorosan Osszefiiggnek,
pl. mar az 1.3 Tétel kozlésekor megelSlegeztiik, hogy az eljards miikodni fog az 1.2-beli
csalddra. Mikdodik is, de csak 1j otletek bevondsdval, amiket szintén hasznosnak tartottam
az értekezésbe foglalni.

Persze ett6l még lehetnének a bizonyitasok részletesebbek. Hogy miért nem azok, annak
gyakorlati okai vannak. A tdrsszerzGimmel annak idején igen gondosan ellendriztiik a sza-
mitasokat: nem csak az 1.3 Tétel kidolgozdsa €s leirasa tartott 1 évig, hanem az 1.2 Tételé is.
Mindegyik bizonyitas alapos lektordldson és revizion ment keresztiil, miel6tt megjelent. A
dolgozatok f6szovegét 1ényegében valtoztatds nélkiil emeltem at az értekezésbe, leszdmitva
hogy egységesitettem a jeloléseket és a kereszthivatkozdsokat, illetve helyenként javitot-
tam a becsléseken. A nyilvanval6 kényelmi és terjedelmi szempontok mellett azt reméltem,
hogy a fenti sziir6k folytdn a szoveg hibamentes lesz €s a birdl6im nagyobb bizalommal vi-
seltetnek majd irdnta. A 6.1 Fiiggelék azért részletesebb, mert eredetileg el6adasjegyzetnek
késziilt, a Clay Institute kotetében jelent meg.

2. Az elsd kérdés az 1.3 Tétel bizonyitdsdnak technikai magjara irdnyul, a konvolicids
0sszegek elemzésére. Ebben a részben a kormodszert kombindljuk Voronoi és Kuznyecov-
formulaival, és sajnos zavardlag hat, hogy ekkor mar tdl vagyunk ezen formuldk egy-egy
alkalmazdsan. A legjobb ezért az eltolt konvolicids 0sszegeket onmagukban kezelni, tehat
elfeledkezni az eredetiikrdl, és csak arra 0sszpontositani, hogy a cél érdekében hatékonyan
kell 6ket becsiilniink.

A kormddszer szokdsos alkalmazasaban a kort felbontjuk két részre: az elsd rész 4ll a
kis nevezdjli raciondlis szdmokhoz kozeli pontokbdl, a masodik rész all a tobbi pontbdl,
amelyek csak nagyobb nevezdji raciondlis szdmokhoz lehetnek kozel. A koron egy expo-
nencidlis 6sszeget integralunk: az elsé rész feletti integrdl adja a f6tagot, a masodik feletti



a hibatagot. A jelen probléméban nincs f6tag, tehat a kis nevezdjl raciondlis szamok koriili
ivek jarulékat is kicsinek varjuk. Ebbdl a megfontoldsbol jobbnak l4tszik nem megkiilon-
boztetni a kis és a nagy nevezd esetét, hanem inkdbb egyenletesen befedni a kort valogatott
nevezGjl raciondlis pontok koriili egybevigé ivekkel. Ez az otlet Jutilatél szdrmazik és
az un. Kloosterman-finomitds egy valtozatidnak tekinthetd. Jegyezziik meg, hogy Kloos-
terman az 1926-os eredeti cikkében nagyon hasonlé konvolicids dsszegeket vizsgal, csak
ndla van f6tag. Példdul a 4 négyzetszam Osszegeként valo elallitdsszam a 2 négyzetszam
Osszegeként vald elballitdsszam onmagaval vett konvolidcidja, és az utébbi elallitdsszam
felfoghat6 egy 1 sulyu holomorf moduléris forma Fourier-egyiitthatéinak. Akarhogy is,
az integralds utan a vizsgdlt konvolicids Osszeg felbomlik 1ényegében Gauss-0sszegeknek
Hecke-sajatértékekkel sulyozott 6sszegére. Haldsz Gébor kérdése az volt, hogy miért al-
kalmazzuk ezutdn a Voronoi-formulat, miért van sziikség a Gauss-0sszegekrdl a bonyolul-
tabb Kloosterman-dsszegekre attérni. Erre a legjobb vélaszom az, hogy valamiképpen ki
kell haszndlni, hogy a konvolucidban egy csucsforma Hecke-sajatértékei szerepelnek, és a
Voronoi-formula éppen ezt teszi. A Voronoi-formula alkalmazdsa és a fellépd Kloosterman-
Osszegek nemtrivialis becslése mdr elegend6 annak beldtdsahoz, hogy a konvolucids 0ssze-
gek kiilon-kiilon kicsik. Az 1.3 Tétel bizonyitdsdban ennél tobbre van sziikség, nevezetesen
hogy az 6sszegek nem korreldlnak a Dirichlet-karakterekkel: itt segit a Kuznyecov-formula,
ami a Kloosterman-osszegeket tovabb bontja a megfelel6 automorf spektrumban.

A végjitékban megjelend Ag(m)Ag(n)Ay(£1m — €an) egyiitthatokat abszoldt-értékben
becsiiljilk. Haldsz Gabor éleslatdsdval észrevette, hogy ezek konvolucio-kinézetli osszegét
finomabban kezelve esetleg a rogzitett g modularis forma D szintjében is szubkonvexitas
érhetd el. Persze elegend6 lenne D-ben csak a konvexitast bedllitani, mert akkor f és g
szerepcseréjével a kapott két becslés kozott interpoldlva a szimultdn szubkonvexités is ko-
vetkezne. A részletes elemzés honapokat venne igénybe, mert a D burkoltan a bizonyitds
tobb helyén el6fordul: kiemelten vesz részt a Jutila-féle kormddszer paramétereiben, il-
letve a ||g||../||gll, hdnyadosban, ami a g-hez tartoz6 exponencialis 9sszegek becsléséhez
sziikséges. Erzésem szerint a felvetett 6tlettel a D-t61 valé fiiggés jelentSsen javithatd, és
ez mindenképpen figyelmet érdemel, de a konvexitds eléréséhez tobb mas olyan akadalyt
kell lekiizdeni, amik nehézségben vetekszenek az eredeti problémédval. Hasonlé szamoldst
mdr végigvittiink Blomer és Michel kollegaimmal a 2007-es Forum Math. cikkiinkben,
amelyben az 1.1 Tételhez hasonlé Burgess-tipusd becslést dllitunk fel csavart moduléris
L-figgvényekre, a melléktipusra vonatkozé megszoritds nélkiil. Ebben a munkédnkban a
Zmﬁl_g(m)?tg(n)/lw(élm — ln) Osszegre Ggy tekintiink, mint a Zglm_gzn:h/l_g(m)/lg(n) és
a Ay (h') konvoldci6jdra, amit aztdn a spektrélis nagy-szitdval becsiiliink tovdbb. Végered-
ményben a D kitevgjét 9/16-nak taldltuk, ami messze van az 1/4 konvexitasi kitevStdl.
Az 1.1 Tétel egyik érdekessége éppen az, hogy a konvexitasi kitevd Bikovszkij més jel-
legli médszerével ténylegesen elérhetd, lasd az (1.5)-0t az értekezésben. A mi eredeti el-
jardsunk a D kitevGjét még akkor sem viszi 7/16 ald, ha a ||g||.. /||g||, hdnyadosra a leg-
optimistabb D-t6l val6 fiiggést feltételezziik (amitdl igen messze vagyunk, egyelSre csak
négyzetmentes D-re ismeriink nemtrividlis eredményt ebben a kérdésben). Persze tekinthe-
tink a ¥, , A_g(m)lg(n)lw(é 1m — {yn) Osszegre ugy is, mint osztatlan harmaskonvoliciora.
Ennek altalam ismert leghatékonyabb elemzése az automorf spektrumban lehetséges ugy,
hogy az L?(To(D¢1£2)\ SL2(R)) térben kifejezziik 6t (G(¢,w)G(ow), ¥(w)) alaki belsd
szorzatként, ahol G(w) (ill. W(w)) alkalmas sima vektorok a g(z) (ill. a y(z)) formdhoz
tartoz6 irreducibilis automorf reprezentaciéban. A Plancherel-formula miatt a belsd szor-



zat D-t6l valo fiiggése ugyanaz lesz, mint a Hé(e 1w)G(law) Hz norméénak. Ezen a ponton
jobb otlet hijan visszajutunk a méar emlitett probléma éltalanositdsahoz: milyen nagy lehet a
|Gl / |G|, a D fiiggvényében.

3. Merre tovabb? — kérdezi a birdlém. A A¢(n)A,(n)x(n) egyiitthatés Dirichlet-sor ese-
tét tartalmazza az 1.3 Tétel, mert az 1ényegében az f és a g ® ¥ modularis forma Rankin—
Selberg L-fiiggvényével egyezik meg, aminek konduktora nagyjabol D}ng“. Mindazon-
altal nagyon is érdekes kérdés, hogy erre a specidlis csalddra jobb szubkonvex becslés
igazolhat6-e, mint éltaldban, ahogyan az 1.1 Tétel is élesiti az 1.2 Tételt a csavart modu-
laris L-fiiggvényekre. Az egyik legizgalmasabb kérdés, amit Haldsz Gébor is felvetett, hogy
mi mondhat6 a Rankin—Selberg L-fiiggvényekrdl, amikor egyik forma sincs rogzitve. Ennek
legnehezebb esete az, amikor a két forma valamilyen értelemben kozel van egymdshoz, mert
ilyenkor a konduktor jéval kisebb a megszokottnal, tehat rovidebb dsszegben kell latnunk a
tagok részleges kioltodasat. A szubkonvex becslések egy eredeti, geometriai megkozelitésé-
vel Michel és Venkatesh jelentds sikereket értek el a kozelmultban. Ez a mddszer szerveseb-
ben haszndlja az automorf formédk elméletét, mint a miénk, pl. a Hecke-sajatértékek helyett
altaldnosabb automorf periédusokkal dolgozik. Eldnye, hogy szamtestek felett ugyanolyan
J61 milikodik, mint a raciondlis szdmok felett. A két modszer kozott egyfajta dtmenetet képez
a Blomerrel k6z0s djabb keletli munkank, amit a Duke Math. Journal és a Geom. Funct.
Anal. hasdbjain kozoltiink. Akarhogy is, az altalanos problémara alkalmasabbnak latszik
a geometriai modszer. Michel és Venkatesh a Rankin—Selberg L-fiiggvényeket az Osszes
aspektusban hatékonyan tudja becsiilni mindaddig, amig a két forma kell6 tavolsdgra van
egymadstdl. A teriileten dolgozok kozott dltalanos a vélekedés, hogy a legfontosabb aktua-
lis probléma az L(s, f ® f) szubkonvex becslése (barmely aspektusban), vagy mésképpen
a GL3(IR) csoport 6ndudlis L-fiiggvényeinek nemtrividlis becslése. Ez nehéz feladatnak tdi-
nik. A terveim kozott kiemelt helyet foglal el a GL,(R) csoportra nemrégiben kifejlesztett
Voronoi- és Kuznyecov-tipusu formuldk tanulmanyozasa, illetve az ujformak elméletének
készségszintli megértése. Sok érdekes U eredmény sziiletett a tobbszords Dirichlet-sorok
elméletével is, aminek szintén nem vagyok szakértdje. Pl. Hoffstein nemrégiben feltett egy
hosszu kéziratot az arXiv-ra, amiben az 1.1 Tételt bizonyitja holomorf moduléris formékra,
de a melléktipusra valé megszoritas nélkiil. Ez figyelemre méltd, hiszen a Ramanujan-sejtés
hidnya miatt a 6 paraméter mindeddig makacsul megjelent a kitevében, errdl szl a mar em-
litett Forum Math. cikkiink is. J6 lenne tudni, hogy a kézirat helytdllo-e, illetve megérteni a
benne szerepld mddszerek hataskorét, pl. hogy miikddik-e a Maass-formdk esetére.

Végezetiil Haldsz Gabor megkérdezte, hogy 1étezik-e olyan ,,szuper” szubkonvex becs-
1és, amelyben a kitevG linedrisnél gyorsabban tart a nullahoz, amint Rs — 1—. Nem ismerek
ilyen becslést, és szkeptikus is vagyok, hogy a kozeljovSben ilyet tudunk majd bizonyitani.
A meglévs eredmények — amennyire én tudom — mind kihasznaljak a Dirichlet-egyiitthatok
periodicitdsat, ami lehetové teszi Vinogradov mély mddszereinek alkalmazdsat a fellépd ex-
ponencidlis 6sszegekre. Ugy tiinik, ttorésre van sziikség az dltaldnos esethez, hiszen az
automorf L-fliggvények egyiitthatéi messze nem periodikusak.
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