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A téma. Mar négy évtizeddel ezel6tt propagalta Turan Pal a modularis formék akkor itthon
még hianyteriiletnek szamito elméletét. Egy évtizede, hogy kezdtek megjelenni érdemleges
eredmények fiatal magyar matematikusok, az els6k kézott Harcos Gergely tollabol, és ez az
els6 nagydoktori disszertacio.

Nem csoda, hogy lassan ment a honositas. Amellett, hogy modularis forméak a legkiilon-
bozébb teriileteken meriilnek fel alkalmazéasként, a legkiilonb6z6bb matematikai diszcipliné-
kat igénylik eszkozként. A valamelyik, de tobbnyire mind a két irdnyu kapcsolatra példa
az analitikus, algebrai és diofantikus szamelmélet, reprezentacio-elmélet, algebrai geometria,
harmonikus analizis és parcialis differencidlegyenletek sokasagokon, specialis fiiggvények, ma-
tematikai fizika, grafelmélet.

A sziikebb téma. Modularis forman itt a fels6 félsikban értelmezett f(z) fiiggvényt kell
érteni, ami az SL(2, Z) egy kongruencia-részcsoportja elemeinek, azaz egy Dy modulus sze-
rint az identitdsmatrixszal kongruens matrixoknak egy adott x¢(d) (mod Dy) karaktertél
is fiiggé hataséara invarians, a szdmelméleti alapon definialt tgynevezett Hecke-operdtorok
sajatfiiggvénye Ar(n) sajatértékekkel, fiiggvénytani szempontbol pedig vagy holomorf (ezek
a holomorf formdk) vagy a Laplace-operator sajatfiiggvénye (a technikailag altalaban nehe-
zebben kezelhet6 Maass-formdk). Az
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Dirichlet-sor a forma L-fiigguénye, ami analitikusan kiterjeszthets az egész sikra, akarcsak a
legegyszeriibb specialis esetben a Riemann-féle (-fiiggvény.

A (-fliggvény becslésével a Riemann-sejtés megkozelitéseként kezdtek foglalkozni, de ki-
deriilt, hogy mar annak vannak szamelméleti kovetkezmeényei. Altalanos vélekedés, hogy a
sejtett nagysagrend elérése ugyanolyan nehéz probléma, mint maga a Riemann-sejtés.

Hasonl6 az altalanos moduléris formék esete is. A definici6 jo becslést ad a Rs > 1
félsikban, az s és az 1 — s pontbeli értékeket Gsszekapcesold fiiggvényegyenlet révén a s < 0
félsikban is. Altalanos komplex fiiggvénytani tételekbdl kovetkezik az tgynevezett konvex
becslés a 0 < Rs < 1 kritikus savban. Ennél (akdrmelyik paraméterben) hatvanyrendben
jobb korlat szubkonvex becslés.

Eredmények. Az értekezés harom ilyen szubkonvex becslést tartalmaz. Az 1.1 Tétel V.
Blomerrel kozos, a Journal fiir Reine und Angewandte Mathematik-ban jelent meg, az 1.2
Tétel V. Blomerrel és Ph. Michellel kozosen az Annales Scientifiques de 1'Ecole Normale
Supérieure-ben, az 1.3 Tétel (és alkalmazéasa) egy Ph. Michellel kozos, 75 oldalas dolgo-
zat az Inventiones Mathematicae-ben. Mindkét tarsszerzd, kiilonosen az utobbi az elmélet
élvonalédhoz tartozik.

Az 1.1 Tétel
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alaku fiiggvényekre ad szubkonvex korlatot a y(n) Dirichlet-karakter modulusaban, ha a
xs(n) karakter trivialis (azaz a fékarakter), Harcos Ph.D. disszertacidja egy tételének mas
modszerrel torténd numerikus javitasa. Az volt az elsd ilyen tétel, ami Maass-forméakat is
megengedett.

Az 1.2 Tétel magarol L(f, s)-r6l szol, a szubkonvexitas Dy-re vonatkozik. Az ujdonsaga —
a numerikus javitas mellett —, hogy a x; karakterrsl nem kell feltenni, hogy primitiv, mint
a korabbi tételekben, elég, ha nem a trivialis. Ennek az alkalmazasokban van szerepe.

Minden szempontboél az 1.3 Tétel az értekezés legjobb eredménye. Két formabol felépiils
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ugynevezett Rankin—Selberg-féle L-fiigguények szubkonvex becslése az egyik (a tovabbiakban
a Dy) modulusban, feltéve, hogy xsx, nem trivialis.

Az elméleti érdekessége — bar a bizonyitasban ennek nincs szerepe —, hogy ilyen L-fliggvény
a GL(4, R) csoporthoz tartozik, és igy beleillik Langlands nagyszabasu programjaba, ami
altalanos automorf forméak analitikus leirasat is célul tiizte ki. A rang szempontjabol tud-
tommal ma is 4 a cstcs.

A korabbi eredmények csak szigort megkotések mellett voltak érvényesek. Az utolsdéban,
a tarsszerzG, Ph. Michel Annals of Mathematics-beli cikkében a ¢(z) forménak holomorfnak
kellett lennie. Itt tetszéleges Maass-forma is lehet.

A nem emlitett paraméterekben minden korlat, ha nem is konvex, de hatvanyrend, ami
lényeges az alkalmazasok szempontjabol.

Kovetkezmények. Nem kis szenzéaciot keltett 20 egynéhany évvel ezel6tt, amikor W. Duke
teljes altalanossaghban bebizonyitotta Linnik klasszikus sejtését adott diszkriminénsa egész
egyiitthatos masodfoki egyenletek gyokei ekvivalenciaosztalyainak egyenletes eloszlasarol
a hiperbolikus metrika szerint a felsé félsikon, ha a diszkriminans —oo-hez tart, illetve a
gyokoknek megfelel§ zart geodétikusok egyenletes eloszlasarol a modularis csoport Riemann-
feliiletén, ha a diszkriminédns 4oo-hez tart.

Mérmost a harom tétel 1.4 Kovetkezménye szerint az ekvivalencia-osztalyok minden elég
nagy részcsoportjan és aszerinti mellékosztalyan is egyenletes az eloszlas, az értekezésben
eszkozolt numerikus javitdsoknak koszonhetGen erésebb kvantitativ formaban, mint a 3.
dolgozatban eredetileg szerepelt.

A dolgozatban tobb, masok altal tortént alkalmazas is idézve van. Emellett az 1.1 Té-
telt lényegesen hasznalja a masik ketts, de a szerzének az értekezésben nem targyalt mas
szubkonvex becslése is.

A modszer. Az aprd betiis részben az 1.3 Tétel modszerét vazolom. Nem tartozik szigo-
raan az értékeléshez, de segit a megértésben és érzékelteti, milyen Osszetettek a bizonyitasok.

A képletekben csak a leglényegesebb mennyiségeket tiintettem fel, példaul a valtozojatol siman fiiggs tagokat,
tényezSket nem; erre utalnak a hullaimos egyenlségjelek.
Eszerint példaul
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Az els6 1épés angol szoval az amplification, forditsuk hizlaldsnak: a becslendd mennyiség kiegészitendd sulyozott
tagokkal dgy, hogy a teljes Gsszeg kiszamolhat6 és ne til nagy legyen.



Itt az f(z) forma kiegészitésérdl van sz6 ugyanolyan invarianciaval rendelkezd formak egy ortogonalis rendszerévé
— jeloljik 6ket @(z)-vel. A hizlalt sor tehat
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(A sulyokat lecsaltam.) A belsG 6sszegre vonatkoznak Petersson és Kuznyecov nevezetes formulai:

2 Ae(mAo(n) ~ S S @),

c¢=0 (mod Dy)a=1

a bels§ szumma Kloosterman-ésszeg, benne @ a multiplikativ inverze (mod c).
Az ezen utébbi altal okozott szamelméleti nehézséget Voronoi formuldja — egy analitikus kifejezése annak, hogy

g(z) invariéns (¢ ;) hatésara —,

Z Ag (n)ezmw ~ Xg(a) Z Ag (n)e—zm%
n=1 n=1

agy keriili meg, hogy @-bol a-t csinal. (Ennek persze feltétele, hogy ¢ =0 (mod Dy), de feltehets, hogy Dy|Dy.) Az
el6z6 képletbe helyettesitve, azt a hizlalt soréba:

DD A mA(m) D xsxe (a)e%i@;
a=1

m=1n=1
a c-re vett Osszegzést elhagytuk, mert ez a harmas 0sszeg kiilon-kiilon minden c-re meg lesz becstilve.

A xrxq(a) &f x(a)(# f6karakter) egyszertsitéssel, h 4 10 — n értékei szerint csoportositva a tagokat, ez
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m—n=h

h negativ értékei hasonloan kezelhetsk, h = 0 esetén az a szerinti ugynevezett Gauss-dsszeg eltiinik. Elemi tény, hogy
ezen utobbi a h-t6l valé fiiggésben
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D o x(@e*™ e = x(h) > x(a)e*™ .
a=1 a=1

A mar csak c-t6l fiigg6 szumma abszolut értéke ismert, a tovabbiakban eltekinthetiink t6le, és csak X (h)-val kell
szamolnunk.

Ami a legbels6, m — n = h-ra kiterjesztett konvolicios Osszeget illeti, erre valé a Hardy és Littlewood nevéhez
fiz6d8 kérmddszer. Legyen
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A konvolucits Gsszeg
oo

G =D > Ag(m)Ag(n)em e
m=1n=1
—h-adik Fourier-egyiitthatoja:

Z Tg(m))\g(n):/o |G(@) 22 da.
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A moédszer abban all, hogy j6 kozelitéssel bizonyos g-kra a £ (0<p<gq, (p,q) =1) pontok egymastol diszjunkt kis
kornyezeteire bontjuk a [0, 1] intervallumot. g-nak csak Dy t6bbszoroseit valaszthatjuk — mindjart kideriil, miért —,
ezek azonban nem adnanak kell§ lefedettséget.

Ha a diszjunktsagot feladjuk, és minden pontot atlagosan ugyanannyiszor fediink le, akkor a teljes integral mégis
kozelithet§ a kornyezeteken vett integralok atlagaval. Ez Jutila més célra kitalalt eljarasa. Egy ilyen integral,

) O X (n—m+h) 3 )
/[p e |G(a)|2627rzha da = Z Z )\g(m))\g(n)e%l%/ e27\'1(n—m+h)a da.
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Ha § minden kornyezetre koz0s, akkor az utolsé integral p-t6l, g-tol fiiggetlen, a valtozoitol siman fiiggd mennyiség,
ilyentdl ebben a vazlatban mindig eltekintiink, és mondhatjuk, hogy a konvoluciés Gsszeg,
Z Ag(m)Ag(n) ~
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A x-t tartalmazo Gauss-Osszeg viselkedését is figyelembe véve, marad tehét

*© & 4 i n—mth)p
X(h) YD Xe(m)Ag(m) Y D ™
h=1 m=1n=1 q p=1

(p,q)=1

A legbelst osszeg ismét Gauss-Osszeg, a (mod q) f6karakterrel képezve. Ha mind az m, mind az n valtozora ismét
raeresztjiik a Voronoi-formulat — itt jon be a ¢ =0 (mod D) feltétel —,
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(p most (mod q) vett inverzet jelent), akkor
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= m=1n=14¢=0 (mod Dy) p=1
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ahol éppen forditva, mint korabban, Gauss-Osszeg alakult at a f6karakterrel (= x4(p)xq(P)) képzett Kloosterman-
Osszeggé.

A cél az volt, hogy ismét alkalmazhassuk a Petersson- és Kuznyecov-formuldkat — ezattal visszafelé olvasval —,
amelyek a jobb oldalon az utolsé el6tti, g-ra kiterjesztett szumméat a (mod D) kongruencia-részcsoport f6karakterhez
tartozé modularis forméi egy ortogonalis rendszerével — jeloljiik ezeket 1)(z)-vel — fejezik ki:

SR Au(m —n),
»

feltéve, hogy m > n. (Az m < n esetre hasonl6 formula érvényes, az m = n tagokat kozvetlenill kell kezelni.) h-ra is
Osszegezve

330 Y R mhs A = m) Y A (xR,
¥ m=1n=1 h=1

Itt mar minden egyes 1 (z)-re helyettesithetjiik a Ag(m), Ag(n), Ay(m — n) egyiitthatokat az abszolut értékiikkel,
felhasznalva az ismert tényt, hogy ezek négyzetes atlagban korlatosak, és készen lennénk, ha a legbelss 6sszegre volna
a x karakter modulusdban, Ds-ben szubkonvex becslésiink. Ez éppen az 1.1 Tétel esete.

A procedura tehat kezdddik elolrdl azzal az eltéréssel, hogy nem kell a teljes kort megismételni, hanem a Gauss-
és a konvolicios Osszeget tartalmazo képlet megfelelgjébe mar be lehet vinni az abszolut értéket.

A valésagban minden sokkal bonyolultabb. Komoly technikai problémét jelent, hogy a
Laplace-operator spektruma nem diszkrét, a (Petersson- és Kuznyecov-féle) spektralis for-
mulakban a folytonos részével is szamolni kell.

Lépten-nyomon sziikség van az analitikus szamelmélet klasszikusabb technikaira is. A
fliggvényegyenleteket véges alakban kell kozeliteni, Gsszegeket és integralokat sima fliggvé-
nyekkel le kell vagni, fel kell darabolni, ami rendszerint a Mellin-transzformaci6, Bessel-
transzforméaciok oda-vissza val6 alkalmazésat vonja maga utan, a kiilonb6z6 tartoményokban
mashogy és méashogy becsiilve. Mar a program gyakorlati végigvitele is komoly teljesitmény.
(Nem véletlen, hogy az Inventiones-cikk tudtommal egy évig késziilt.)

Mi ebben a szerzdk, specidlisan Harcos érdeme? A mindhérom tételben alapvetd
hizlalasos modszer ebben a témaban el6szor Duke, Friedlander és Iwaniec attoré munkajaban
jelent meg. Mar ott szerepet jatszanak Petersson, Kuznyecov, Voronoi formuléi, konvoltcios
Osszegek, a kormodszer egy modositasa.

Az 1.1 Tétel eredeti valtozata Harcos 6néll6 munkéja, itt szerepel el6szor a Jutila-féle kor-
modszer. A jelen valtozat pontosan koveti Bikovszkij dolgozatat, a jobb numerikus becslések
mellett kijavitva annak hidnyossagait, kidolgozva hidnyzo részleteket.



Az 1.3 Tétel kozvetlen el6zménye Ph. Michel cikke a Rankin—Selberg-féle L-fiiggvéyekrdl.
A hizlalas konkrét forméja abbodl vald. Ott jelent meg a Gauss- és a konvolicids Gsszeget
tartalmazo alaknak (az ittenitdl kiilonbo6zd) spektralis felbontés segitségével torténd vissza-
vezetése alacsonyabb rangi formakra.

Masfeldl vilagos az el6z6kbdl, hogy a kdrmodszer Jutila-féle valtozata Harcos adaléka volt.
Tovabbi részleteket remélve megkérdeztem magat Michelt. Felhatalmazott, hogy szabadon
hasznalhatom a kapott informaciot.

Lényegében az eddigieket erdGsitette meg: 6 ismerte fel, hogy a Gauss- és a konvolicios
Osszegek egyedi becslése nem vezet célhoz, de kimutathato a kioltas ezek Osszegeiben spekt-
ralis uton visszavezetve azokat egy masik szubkonvexitasi probléméara; ennek koszonhette,
hogy az Annals of Mathematics elfogadta a dolgozatat. Nem tudott viszont megbirkézni a
Maass-forma g(z) esetével. Harcossal valo beszélgetés soran jutottak arra a meggydzsdésre,
hogy a Jutila-féle kormodszer segithet a probléma megoldasaban. Az alkalmazasban Har-
cosé volt a vezetS szerep, mig neki volt nagyobb tapasztalata abban, mi a teend§ az utan. A
kivitelezés azonban nehéznek bizonyult, a kozos munkaban mindegyikiik részvétele 50-50%
volt. T6bb kényes analitikus nehézség athidalasa Harcos érdeme volt.

Az 1.2 tétel id6ben az 1.3 utén keletkezett, lényegében koveti annak bizonyitéasat. A Jutila-
féle kormodszerre itt nincs sziikség, mert csak a specidlis osztoszamfiiggvény konvolicios
Osszegei 1épnek fel. Ennek zavaro fétagja is van, amit technikailag tigyesebben kezelnek, mint
korédbban, amennyiben alkalmas magfiiggvénnyel elttintetik. A kozelit§ fliggvényegyenlet
felallitasaban hasznosnak bizonyultak Harcos korabbi ilyen iranyd vizsgalatai.

Formai szempontok. Dicséretes, hogy a palyazo értekezést irt, és nem néhany cikkének
az Osszeftizésébdl all a md.

Ennek ellenére nagyon nehéz olvasméany, meggyézédésem, hogy még a bennfentesek sza-
méra is, magam pedig nem tartozom hozzajuk.

Az altalaban kedvcsinalo bevezetést olvasva rogton felmeriilt bennem, hogy visszaadom
a biraléi megbizasomat. Azért nem tettem mégsem, mert szerencsére atugrottam az elsd
oldalt. A bizonyitasokban nagyon sok a magyarazat nélkiili hivatkozés. A formulak, eljarasok
alkalmazasara gyakran csak utalas torténik, az olvas6 mar csak a végeredményt latja, és az
6 feladata marad, hogy kitalalja, mi honnan szarmazik.

Furcsa modon az egyetlen kivétel az Appendix 6.1 pontja, ahol részletesen el vannak
magyarazva az egyik alkalmazasi teriilet alapfogalmai, ami az értekezésben csak érintGlegesen
szerepel, és amihez a palyazonak az értekezés tantisdga szerint kozvetleniil kevés koze van.

Tudom, mit fog minderre valaszolni. Sok igazsag van benne. Mégis, sokkal szebb lenne
az értekezés, ha ugyanilyen terjedelemben csak egy tételt (az 1.3-at) bizonyitana benne
részletesebb magyarazatokkal. Az Osszefoglald értékelésem ugyanez maradna, legfeljebb a
téma rejtelmeibe vald jobb betekintés birtokaban:

Osszefoglalas. Harcos Gergely értekezése egy modern, nagyon fontos, gyorsan fejlsds, ne-
héz, széleskort ismereteket igényls, itthon még kevéssé képviselt teriiletével foglalkozik a
matematikdnak. A benne foglalt eredmények komoly elérelépést jelentenek az elméletben.
Egyértelmt, hogy tarsszerz6i mellett ebben neki is lényeges szerepe volt, konkrétan elss-
sorban a Jutila-féle kormodszer szubkonvexitasi problémékra valé alkalmazéasaban, és ilyen
problémak alacsonyabb rangt automorf formékra valé visszavezetésének egy 1j, Petersson
és Kuznyecov formulait szokatlan médon hasznalo eljarasaban.



A sziikebb szakteriileten is nagy verseny folyik, amibe hires matematikusok is beszalltak.
Harcos Gergely ezekkel az eredményeivel, ha nem is az élen, de az élbolyban van. Az értekezés
vitara bocsatasat, és Harcos Gergelynek a doktori cim odaitélését feltétlentil javasolom.

Kérdéseim. 1. A bizonyitasok szamos lépése deus ex machina szamomra. A vazlatomban
a f6karakter Gauss-Osszege (az elsG p-re vett szumma) zéart alakban megadhat6. Ehelyett
Kloosterman-0sszeget csinalunk beléle, holott korabban éppen annak oriiltiink, hogy Gauss-
Osszeglink van.

Miésfelsl az utolsé lépésben A (m), Ay(n), Ay(m — n) mindegyikét az abszolit értékiik-
kel helyettesitettiik. Nem lehet a konvolicié-kinézetd Osszeget finomabban kezelni, és igy
egyidejtleg esetleg Dy-ben is szubkonvexitast elérni?

2. Merre tovabb? Af(n)A,(n)x(n) egylitthatos L-fiiggvények a kovetkezd cél?

Vagy a becslések kvalitativ élesitése is soron van? Létezik példaul olyan "szuper" szubkon-
vex becslés, amelyben a kitevé linearisnal gyorsabban tart 0-hoz, amint Rs — 1—07 (Persze
ilyen — tudtommal — a kozonséges L-fliggvényekre is csak a komplex véltozoban ismert, a
modulusban annak csak nagyon speciélis értékei mellett.)

Budapest, 2011. november 21.
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