Opponensi vélemény
Bohm Gabriella: Kvantum grupoidok

c. MTA doktori értekezésér

Bohm Gabriella értekezése a PhD fokozatanak merfsaerota sziletett dolgozatai
kozil hatot foglal egybe, mindegyik Hopf-algebrdlal@nositasaihoz kédlik.

Az értekezés cimében szekeplkvantum-grupoidok a kvantum-csoportok
altalanositasai. Az utébbi fogalomnak altalanosHiogadott definiciéja nincs, valamilyen
Hopf-algebrat szokas érteni rajta. A név abbdlmzaik, hogy kvantum szimmetriakat irnak
le kvantum-csoportokkal. Hopf-algebrara talan a&tpgzeiibb példa valamely véges csoport
test feletti csoportalgebraja, de Hopf-algebra kétn@ja van egy Lie-csoport univerzalis
burkoléalgebrajanak is. A tovabbiak szempontjabé&hykges megemliteni, hogy Hopf-
objektumok természetes madon definidlhaték monmdategoridkban, mégpedig ugy, hogy
kategoria) a Hopf-objektumok pontosan a Hopf-algkbHopf-algebrak természetes modon

Iépnek fel a topologidban is.

A Hopf-algebrak &ltalanositdsanak szikségességw emssllt fel, mert szamos, a
fizikaban ebkerllt szimmetria leirasara a Hopf-algebrdk nemalatiesak, és hasonld
jelenségek voltak észlellidt az algebrai topologiaban és a nem-kommutativ géddban is.

A Hopf-algebraknak szamos altalanositasa szlledsttezek kozul talan éppen a gyenge
Hopf-algebrak és a naluk még altalanosabb Hopfeatidok lettek a legsikeresebbek (ezt a
két fogalmat Bohm Gabriella Szlachanyi Kornéllak&éen vezette be). Ez valosiiay azért
lett igy, mert e fogalmak kialakitasa nem egy-egghkkét eset leirasanak igényével sziletett,
hanem a Hopf-algebrak kategorikus megkozelitésébanészetes feltételek megadasaval
tortént. (Itt kivhnom megjegyezni, hogy a Hopf-dlgedoknal az alapdyii nem feltétlendl
kommutativ.) Bohm Gabriella mind a gyenge Hopf-big&, mind a Hopf-algebroidok
elméletét szamos iranyban épitette, a Hopf-algebefikéletének megfelgl részeit

altalanositva.

A jelen értekezés legbb eredményei nem tételek, hanem fogalmak és diméle

fejezetek. A kategoriaelmélet sajatos tulajdonsagay itt a munka legjeletgebb része a



megfeleb fogalmak megtalalasa, olyanoké, amelyekkel teretészméodon fejezhik ki
kordbbi elmélet-fejezetek altalanosabb szintentdEZnik itt is. A tételek sokszor annyira
technikaiak, hogy ezeket nem szakemberek szaméahet@&n megfogalmazni eléggé

reménytelen vallalkozas.

Az értekezésben a gyenge Hopf-algebrak leginkalatk &sinduldépontként vannak
jelen. Egyetlen fejezet foglalkozik kifejezettenlidle a masodik, amely gyenge Hopf-
algebrdk feletti Doi-Hopf-modulusokrél sz6l. Ezekzeeepeltetése bizonyara annak
k6szonhet, hogy a szokasos Doi-Hopf-modulusok szerves rédkétjak a monadok Street-
féle formalis elméletének, és a kiterjeszéiségiik a gyenge Hopf-algebrak esetére Iényeges
épivkove a monadok gyenge elméletének, amely az édekaplsod két fejezetének a témaja.
Ezt a kiterjesztést adja a masodik fejezet, a W@#st fogalmak, ill. konstrukcidok
megadasaval: gyenge Doi-Hopf-adatok, gyenge DoiHdopdulusok, gyenge csapott

szorzat, gyenge Doi-Hopf-adatok integraljai.

Az értekezés harmadik, negyedik és 6todik fejezétpf-algebroidokrél szol. A
Bohm és Szlachanyi altal bevezetett Hopf-algebfogilom jellem#je az, hogy egy adott
algebran nem egy, hanem két kompatibilis bialgebstiuktira van jelen az algebra, ill. az
ellentettje folott. Ez két konvolUcidalgebrat eratiimez, amelyeket egy Morita-0sszefliggés
kot 0ssze. Az identitds leképezés a Morita-OssgEfSigegyik bimodulusanak az eleme, az
antipdd a mésiknak. Ez a konstrukcio természeteszérencsésebbnek latszik mas Hopf-
algebroid definicioknal. A szdéban forgd harom fefea Hopf-algebrak elméletének tébb
részét viszi at Hopf-algebroidokra. A harmadik tejfeaz alapvétosszefluiggéseket fejti ki —
ez lényegében a Hopf-algebroidok elméletének a lapgzasa. A negyedik fejezet a Hopf-
algebroidok integralelméletét épiti fel. Itt hargetents tételt is ki tudok emelni:

— a Maschke-tipusu tételt (a szeparabilis, ill. fléfigszeii bovitések jellemzése — ez a

fejezet 3.1-es, a tézisek 10. tétele) és a

— dudlis Maschke-tipusu tételt (ez a fejezet 3,&d8zisek 11. tétele);

itt érdemes megjegyezni, hogy a dudlis tétel folagadudlisa az ék6 tételnek, de a

bizonyitas nem dualizalhatd, mert maga a strukiéra 6ndualis;

— a Frobenius-tipusu tételt (a FrobenidsHiiesek jellemzése — ez a fejezetben a javitas

3. kdvetkezmeénye, a tézisek 12. tétele).

Az o6todik fejezet a Hopf-algebroidokkal valo Galbidviteések elméletet irja le; innen a

Kreimer-Takeuchi-tipust tételt emelem ki (ez a Zefe 3.3-as lemmaja és 4.3-as



kovetkezménye, a tézisek 17. tétele), valamint aitsl@Iméletet is hasznaldé gyenge ésser

struktaratételt (a fejezet 5.4-es tétele és 5.8litasa, a tézisek 18. és 19. tétele).

Az értekezés két utolsé fejezete a gyenge Hopmfkalik elméletének ,tiszta”
kategoriaelméleti megalapozasdizit ki célul. Ehhez szeretném megjegyezni, hogy az
Eilenberg-Moore-kategoériak, a monadok és a monidétegoriak az algebrai elméletek
kategoriaelméleti targyalasanak fontos eszkozeiorRitja az algebrai és més elméletek
targyalasadt, ha nem csak a kategoridkat és a fuokdty hanem a természetes
transzformaciokat is figyelembe vesszik — ez aac#lR-kategoriak és vele rokon fogalmak
(pl. a bikategoriak) bevezetésének. Bénabou veiereg hogy a monad-konstrukciod
elvégezhdt minden 2-kategéridbanéts minden bikategéridban, és a szokdsos monadok igy
Cat 2-kategoOriaban megadott monadok. Ez tekidtremonadok formalis definicigjanak, a
monadok Street-féle formalis elmélete pedig a mokabagyomanyos elméletének az
altalanositasa erre a szintre. Ez a szemlélet reiildalkalmasnak bizonyult Hopf-algebrak
(és altalanositasaik) targyalasara — ezt lényegtdén Pareigis vette észre, de formalisan a
disszertans irta le@zor az értekezés 5. fejezetéill szolgalé dolgeratdetésében.

Az 5. fejezet a monadok gyenge elméletének a megzdésat adja. Itt a széra
szokasos fogalmak ,gyenge” valtozatait vezeti beszArd gyenge Doi-Hopf-modulusokrol
sz0l06 cikkének (ez a jelen értekezés 2. fejezeppikalapved fogalma a gyenge szemidirekt
szorzat. Erre épitve definial itt egy bikategomdefti gyenge Eilenberg-Moore-bikategoriat,
gyenge koszoruszorzatot, majd a gyenge bialgebatoidalis struktirajaban fontos szerepet
jatsz6 gyenge felemeléseket. A gyenge elméletnatosaétele az, amely egy 2-kategoria és a
folotte vett gyenge Eilenberg-Moore-2-kategoria @djai kozti kapcsolatot irja le (ez az 5.
fejezet 2.3, a tézisek 30. tétele), valamint a ggefielemeléseket leird tétel (az 5. fejezet 4.4,
a tézisek 34. tétele). A fejezet vége szamos ésdgiéddat kozol gyenge felemelések
eléfordulasara.

A 6. fejezet a bimonadok (ezek egy monoidalis katiegfeletti alkalmas monadok) és
a gyenge bialgebrak kozos Aaltalanositdsaként bevezegyenge bimonadok fogalmat
monoidalis kategéridakon, majd a Hopf-monadokatitAzzerepb tételek kozul azt emelem ki
(6. fejezet 2.11-es, tézzisek 43. tétele), mistezy Cauchy-teljes monoidalis kategoria
gyenge bimonadjainak a kategorigja ekvivalens dggnokategoriaval, melynek objektumai
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értelmezett bimonadbdl allnak.



Két kérdésem van:
1. Lehet-e mar tudni, hogy a Schauenburg-féle Hopélmigid fogalma ténylegesen
altalanosabb-e az itt bevezetettnél?
2. Lack és Street megmutatta, hogy @§y2-kategoériara aEM (K) Eilenberg-Moore-2-
kategoria a&K-nak egy alkalmas lezarasa. Milyen kapcsolatbanazEM "(K) gyenge
Eilenberg-Moore-2-kategoria &K-val, megkaphat6-eK-bol valamilyen lezarasi

konstrukcioval?

Osszefoglalva Bohm Gabriella a kategoriaelmélet egy agaban, apfidigebrak
altalanositasai terén jelésteredmeényeket ért el, ezt tikrozi a disszertacMjmkassaganak
legesebb oldala a fogalomalkotas és ehhez kapcsoldédbuaéletek kiépitése. Melegen

javaslom nyilvanos védésénekikiését és szamara az MTA doktora cim odaitélését.
Budapest, 2012. februar 6.

Marki Laszlo
a erantikai tudomany doktora



