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A modern algebrai kutatasoknak egy jelentds része iranyul bizonyos Hopf-algebrakkal
(igynevezett kvantum-csoportokkal) kapcsolatos kérdésekre. Az ilyen algebrak fontos sze-
repet jatszanak tobbek kozt a kvantummechanikai rendszerek vizsgalataban. Ujabb —
példaul kvantum-dinamikai rendszerekkel valamint a Fields-érmes Alain Connes altal fel-
vetett nemkommutativ geometriaval kapcsolatos — kutatasok soran olyan rokon konstruk-
ciok és problémak meriiltek fel, amelyek mar nem targyalhatok a Hopf-algebrék nytjtotta
keretben; sziikségessé valt a fogalom kiilonféle altalanositasainak keresése és vizsgalata.
Ennek a teriiletnek egyik jelents kutatoja Bohm Gabriella, aki értekezésében a téma-
korbe tartoz6 eredményeibdl mutat be szép, Osszefiiggs valogatést.

A dolgozat — révid elGsz6 utan — egy, a definicidkat, a hatteret és az eredményeket
targyal6 magyar nyelven irt fejezetbdl, tovabba az egyes eredményeket tartalmazé hat
angol nyelvii publikiciobol épiil fel. Tematikai szempontbol két nagyobb részt kiilonite-
nék el. Ezek koziil az egyik a Hopf-algebroidok fogalmi felépitését, integral-elméletét és
Galois-elméletét targyalja. Ide az 1.2., 1.3. és 1.4. sorszamu alfejezetek, valamint az ezek
mogotti cikkeket tartalmazo 3., 4. és 5. fejezetek tartoznak. A jeloltnek ezeken a teriile-
teken végzett munkéissaganak jelentGségét és elismertségét jelzi az is, hogy a targykorben
egy, a Handbook of Algebra-ban megjelent fejezet megirasara kérték fel. A masik rész a
hasonloé konstrukciok kategoriaelméleti hatterérdl szol, amelybe a témaba tulajdonképpen
atvezetd 1.5. alfejezet és a 2. fejezet utan az 1.6. és 1.7. alfejezet, illetve a 6. és 7. fejezet
anyaga tartozik. A hatteret kitiinGen ismerteti az 1.1. alfejezet.

A disszertacioban szereplé munkak koziil véleményem szerint a legnagyobb hatasi a je-
16ltnek 2004-ben Szlachanyi Kornéllal kézdsen megjelentetett cikke, amely a dolgozatban
alapvetden az 1.2. alfejezet és a 3. fejezet anyagat képezi. Ez a rész a Hopf-algebrak Hopf-
algebroidoknak elnevezett altalanositésait vezeti be bialgebroidokra (bialgebrak nemkom-
mutativ gytrik folotti altalanositasaira) és bemutatja a Hopf-algebroidok alapvetd tulaj-
donsagait, valamint a legfontosabb példakat. A nem feltétleniil bijektiv antipod-leképezés
esetére miikods definicio a szerzének a Hopf-algebroidok integrilelméletét vizsgalo cik-
kében jelent meg, igy az 1.2 alfejezethez tartozik a 4. fejezet anyaganak egy része is. A
fogalom megalkotésanal két bialgebroid-struktirat tételez fel, és egy Morita-Osszefiiggésen
A definialt Hopf-algebroid a Hopf-algebranak a jelenleg ismert legtagabb érvényd olyan
altalanositasa bialgebroidra, amelyben garantalt az antipod-leképezés létezése. (Schau-
enburg még altalanosabb definicioja nem garantalja az antipod létezését.) A bemutatott
tisztan algebrai megkozelités egyenértékiinek bizonyult Day és Street kategoriaelméleten
alapuld, nagyjabol egyideji javaslatéaval (1.43 Tétel). A Hopf-algebroid fogalma igy a
Hopf-algebrak algebrailag elegans és kategoriaelméletileg természetes, messzemend alta-
lanositasa. Az altalanositas korantsem oncéla, példaul a nemkommutativ geometriaban



szerepet jatsz6 Connes-Moscovici-féle algebra is ide tartozik, tovabba algebrak kettes
mélységii Frobenius-kiterjesztései is leirhatok a fogalom segitségével. A Hopf-algebroidok
altalanositdsai a Bohm Gabriella és Szlachanyi Kornél altal kordbban bevezetett és az
értekezés kés6bbi részeiben szerepet jatszo ugynevezett gyenge Hopf-algebraknak is.

Az 1.3. alfejezet és a 4. fejezet nagy része Hopf-algebroidok integral-elméletének alap-
jait fekteti le. A f6 eredmény Maschke csoportalgebrak féligegyszertiségérsl szolo, il-
letve Sweedler ezt Hopf-algebrakra &altalanositd tételének tovabbi altaldnositdsa Hopf-
algebroidokra. Itt az algebroid specialis elemeinek, a kiilénféle struktirdkra vonatkozd
normalizadlt integrdljainak a létezésének és a kiilonféle struktiradkban rejls algebra-b&vitések
szeparabilitasanak illetve relativ féligegyszeriiségének ekvivalencidjarol van szo6. Integra-
lok és a bévitések Frobenius-tulajdonsaganak kapcsolatardl szol az alfejezet masik fontos
eredménye, amely igen értékes annak ellenére, hogy az eredeti publikidciéban egy elnézés
miatt valamivel erésebb tételt vélt bizonyitani a szerz6. (A hiba orvosolhatonak bizonyult
az eredetinél némileg ergsebb feltételek kikotése aran.) Az ilyen Hopf-algebroidokra si-
keriilt a szerz6nek megmutatni, hogy izomorf, illetve antiizomorf a kiilénféle duélisaival.
Tematikailag ide tartozik még a 3. fejezetnek az 1.2 alfejezetben nem targyalt integralel-
méleti része; ez arra a specialis esetre vonatkozik, amikor az antipod-leképezés bijektiv.

Az 1.4. alfejezet, illetve a mogotte allo cikket tartalmazod 5. fejezet algebrak olyan
bévitéseivel foglalkozik, melynek szimmetriait egy Hopf-algebroid bialgebroid-strukttrai
szerinti komodulus-struktirak irjak le. (Az 5. fejezetnek a kiilonféle oldali komodulus-
struktiurak egyméasbol valo meghatarozottsagarol szolo allitasa (Proposition 3.1.) a mar
emlitetthez hasonld elnézés miatt a jelenleg bizonyithaténal valamivel erGsebbre lett ki-
mondva, de szerencsére az igazolhat6 gyengébb valtozat is elegenddnek bizonyult.) Sike-
riilt Kreimer és Takeuchi Hopf-algebrak szerinti Galois-kiterjesztésekre vonatkozo ered-
ményét Hopf-algebroidokra éaltalanositani (1.53. Tétel). A szerz§ észrevette azt is, hogy
bizonyos tovabbi feltételek fennallasa esetén a két struktura lehetGvé teszi Caenepeel és
tarsai Morita-Osszefiiggéseken alapulé modszerének alkalmazéasat a Galois-bovitések fino-
mabb jellemzésére.

Az 1.5. alfejezet és a hozza tartozo 2. fejezet a Doi és Koppinen altal vizsgalt agyneve-
zett Doi-Hopf-modulusokat, ezek alapvet6 tulajdonsagait és az oda tartozé legfontosabb
példakat mutatja be, tovabba altalanositja az tgynevezett smash-product-algebra konst-
rukciot a szerzé és Szlachanyi Kornél altal kordbban definialt specialis Hopf-algebroidok,
a gyenge Hopf-algebrak felett. Az ebben a részben bemutatott munka a kévetkezs rész
motivaciojaként is szolgal.

Az 1.6. alfejezetben, illetve az emdgott allo, az Advances in Mathematics-ban meg-
jelent cikket tartalmazo 6. fejezetben a szerzd kiterjeszti monadoknak a Lack és Street
altal vizsgalt konstrukci6jat. Ebben egy 2-kategoria monadjaibol egy ijabb 2-kategoriat
épitenek fel. Bohm Gabriella kiterjesztése abban all, hogy a 2-ciklusoktol a Lack—Street-
féele kompatibilitési feltételeknél valamivel kevesebbet kdvetel meg. Ebben az j keretben
targyalhatova valnak gyenge Hopf-algebrakkal kapcsolatos konstrukciok, példaul a meg-
el6z6 részben szereplé Doi-Hopf-modulusok bizonyos aspektusai is. Ezen rész sok szép
eredménye koziil az 1.74. Tételt emelném ki. Ez Lack és Street egy fontos tételét alta-
lanositva bijektiv kapcsolat létezését igazolja a monadok kiterjesztett 2-kategoridjanak
mondadjai és az eredeti kategoridnak bizonyos szorzatalaki altalanositott monadjai (agy-
nevezett premonadjai) kézott. Ennek az eredménynek konkrét megnyilvanulasa az el6z6
részben felmeriil§ smash-product algebra. Tovabbi fontos eredmény az Eilenberg—Moore-



objektumokra valo felhtizast altalanosito gyenge felhizds fogalmanak bevezetése és gyenge
bialgebrak moduluskategorajanak monoidalis struktturajanak jellemzése ennek a segitsé-
gével.

Az 1.7. alfejezet és a hozza tartozd publikaciobol 4ll6 7. fejezet a gyenge bialgebrak és
a bimonadok kozos altalanositasat, a gyenge bimonadok fogalmat vezeti be. A definicio
Szlachanyi Kornél gyenge bialgebraknak a moduluskategéridjuk tulajdonsagaival torténd
jellemzése nyoméan a monad Eilenberg—Moore kategoridjaval szemben megfogalmazott fel-
tételekkel torténik. Ezen rész szamos eredménye koziil harmat emelnék ki. Az els6 az, hogy
az alapkategoria Cauchy-teljessége esetén sikeriilt egy viszonylag egyszer( egyenértékii fel-
tételrendszert is megadni (1.83. Tétel). A masodik a gyenge bimonad Eilenberg—Moore
kategoridjanak, illetve az alapkategérianak a monoidalis struktirai kézotti kapcsolat le-
irasa a gyenge felhtizas segitségével (1.84.-1.85. Tételek). A harmadikban, altalanositva
a gyenge bialgebrdk és bialgebroidok kozotti kordbban ismert kapcsolatot, azt igazolja,
hogy (szintén Cauchy-teljesség feltételezése mellett) a gyenge bimonadok kategoridja ek-
vivalens egy bimonad-kategoriaval (1.87. Tétel).

Az értekezésben bemutatott munkikban a jeldlt kiemelkedS elméletalkotd képesség-
r6l tesz tanibizonységot. Sikerrel alkotja meg a megfelel6 fogalmakat és igazolja a veliik
kapcsolatos legfontosabb tényeket. Fontos és érdekes altalanositasat taldlja meg tobb,
korabban ismert fogalomnak és eredménynek. Bizonyitasait, amelyek az érintett terii-
let mély ismeretérél arulkodnak, igen iigyesen tagolja kisebb lépésekre. Részben ennek
a tagolasi stratégianak koszonhetd, hogy gyakran el6fordulnak viszonylag hosszt, t6bb
allitasbol allo tételkimondasok. Az eredményeket attekinté fejezetben sikerrel oldja meg
a magyaritas nehéz feladatat is.

Osszefoglalva: Ertekezésében Bohm Gabriella bevezeti a Hopf-algebroidok fogalmat,
kidolgozza ezek integrélelméletének és a hozzajuk tartozd Galois-b&vitések elméletének
alapjait. Az algebrak masik arcat vizsgalva tovabbi szép és fontos eredményeket mutat
be a kapcsolodo kategoriaelmeéleti teriileteken is. Mindezzel a témakor egyik jelentds kép-
viselGjeként a Hopf-algebrék izgalmas kutatasi teriiletét érdekes, algebrai szemszoghbol
nézve elegans, ugyanakkor a nemkommutativ geometriaban és a fizikai alkalmazasokban
is fontos szerephez jutéd altalanositasokkal, 0j elméletekkel gazdagitotta. A végiil is teli-
talalatnak bizonyul6 fogalmak megalkotasa perspektivikus latasmodrol, az algebra tobb
teriiletének mély ismeretérdl arulkodik, emellett nem hidnyoztak a szellemes Otletek sem.
A disszertacio mogott allo munkassag fogadtatasat illetGen ismételten kiemelném az Ad-
vances is Mathematics-ba elfogadott (és megjelent) publikiciot, tovabba a Handbook of
Algebra-ban megjelent fejezet megiraséra torténd felkérést. Véleményem szerint a dol-
gozat bdségesen megfelel a formai és tartalmi kdvetelményeknek. Melegen javaslom az
értekezés kitizését nyilvdinos vitdra és az MTA doktora cim odaitélését.

Kérdés: Az értekezés olvasasakor kisebb nehézséget okozott, hogy a 6. fejezet (az
Advances-ben megjelent cikk) eredményeinél formalisan altalanosabbak az 1.6. alfejezet-
ben megfogalmazottak: mig az el6bbi a 2-kategoridk nyelvén szol, utobbi a valamivel
gyengébb bikategoria fogalmét hasznalja. A jeloltt6l az kérném, térjen ki réviden arra,
hogy miért maradnak érvényben a 6. fejezet eredményei az altaldnosabb kérnyezetben.
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