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0. BEVEZETES

A jelen disszertiacid Abel-varietdsokkal €és dltaldnositasaikkal foglalko-
zik. Az Abel-varietasok olyan projektiv varietdsok, amelyeken geometria-
ilag definidlt egy (sziikségképpen kommutativ) csoportstruktira. Legegy-
szerlibb példaként az elliptikus gorbéket emlithetjiik. Régota ismert, hogy
miutdn fix4ltunk egy O bazispontot valamely harmadfokd sima projektiv
sikgorbén, a gorbéhez huzott szeld és érintd egyenesek segitségével defi-
nidlhatunk a pontokon egy Osszeaddsi miiveletet, amely teljesiti az Abel-
csoportok Osszes axiomadit. E csoportstruktira nagy mértékben befolyédsol-
ja a gorbe geometriai és aritmetikai tulajdonsagait. Példaul amikor a gorbe
egyenletei raciondlis egyiitthatosak és az O bdzispont koordinatéi is raci-
ondlisak, akkor a raciondlis koordinatdju pontok részcsoportot alkotnak a
valés vagy komplex koordinétdju pontok csoportjdban. Mordell egy hires
tétele szerint e részcsoport végesen generdlt.

Természetes médon hozzarendelhetiink Abel-varietdsokat magasabb ne-
mii gorbékhez is. Algebrailag zért test felett definidlt sima projektiv gorbé-
ken a zérus foku divizorok linedris ekvivalenciaosztilyai megfeleltethet6k
egy Abel-varietds pontjainak. Ez a kanonikusan definidlt Abel-varietds a
gorbe Jacobi-varietdsa. Ha fixdlunk egy O bazispontot az X gorbén, és a
P pontot a P — O divizor ekvivalenciaosztalydt reprezentdld pontba kiild-
juk a Jx Jacobi-varietdson, kapunk egy oo : X — Jy morfizmust, amely 1
nemi gorbékre izomorfizmus, magasabb nemii gorbékre pedig bedgyazis.
Az op morfizmus univerzdlis tulajdonsag altal is karakterizalhat6: minden
X-bdl Abel-varietasba képezd morfizmus egyértelmiien faktorizdlédik ap-n
keresztiil.

A fenti univerzalis tulajdonsagot teljesitd Abel-varietds magasabb dimen-
zioban is létezik. Ez az X varietds Albanese-varietdsa, szokdsos jelolése
Alby. A Kkitiintetett O pontot a zérus pontba kiildé ap : X — Albx mor-
fizmust Albanese-leképezésnek nevezziik. Bér az Albanese-varietds ma-
gasabb dimenzidban nem jatszik annyira centrélis szerepet, mint a Jacobi-
varietds gorbék esetében, mégis szdmos geometriai informdaciét hordoz.

Magasabb dimenzids varietdsokon a divizorokat nem pontokbdl szarmaz-
tatjuk, hanem 1 kodimenzids részvarietdsokbdl. Mégis definidlhatunk di-
vizorok segitségével egy Abel-varietdst: ha X sima projektiv varietds va-
lamely algebrailag zart test felett, a divizorok linedris ekvivalenciaosztd-
lyai egy Picy nem-0sszefiiggé csoportséma pontjainak feleltethetok meg,
amelyben az egységelem redukélt komponense Abel-varietds. Ez a Picg
Abel-varietds az X Picard-varietdsa. Gorbék esetében természetesen a Jaco-
bi-varietdst kapjuk, és a Picy csoportséma tobbi komponenseit a divizorok
fokainak megfeleld egész szamok indexelik. Ha A Abel-varietds, a Picg
varietast az A dudlis Abel-varietdsanak nevezziik, és A*-gal jeloljiik. Fel-
allithat6 egy (A*)* = A kanonikus izomorfizmus; gorbék Jacobi-varietdsai
ondudlisak. Tetszbleges X esetén egy Severinek tulajdonithaté tétel szerint
a Picg} Picard-varietds dudlisa éppen az Alby Albanese-varietas.
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Nagy vonalakban azt mondhatjuk, hogy a jelen értekezés f6 t€émadja Abel-
varietasokrol sz616 ismert geometriai €s aritmetikai tételek kiterjesztése sze-
mi-Abel-varietdsokra. Szemi-Abel-varietdsnak olyan kommutativ csoport-
varietdst neveziink, amely Abel-varietdsnak algebrai térusszal valé bovi-
tése: utdbbi elnevezés olyan csoportvarietdst takar, amely az alaptest al-
gebrai lezdrtja felett a multiplikativ csoport egy véges direkt hatvanyaval
lesz izomorf. Szemi-Abel-varietdsok nagy szdmban fordulnak el6 ,.a ter-
mészetben”: ilyenek példaul nyilt (affin) gorbék Jacobi-varietdsai. Serre
[28] megmutatta tovabba, hogy tetszOleges X algebrailag zart test feletti
varietdshoz hozzarendelhetiink egy Alby altaldnositott Albanese-varietast,
amely teljesiti az univerzalis tulajdonsdgot szemi-Abel-varietidsokba mend
morfizmusokra. Ez az éltalanositds nyilt varietisokon érdekes: ha U az X
sima projektiv varietds nyilt részvarietdsa, akkor U és X klasszikus érte-
lemben vett Albanese-varietdsa megegyezik, azonban ha az altaldnositott
definici6t tekintjiik, akkor az Alby = Ale Abel-varietas éppen az AlbU
legnagyobb Abel-varietas faktora lesz, mig AlbU—nak altaladban van torikus
része is.

Szemi-Abel-varietdsokrodl szol6 tételek bizonyitdsandl a f6 nehézség az,
hogy a legtobb esetben az 4llitds nem redukdlhat6 az Abel-varietasok, il-
letve a téruszok specidlis esetére. Ennek oka az, hogy Abel-varietasok t6-
russzal val6 bovitése dltaldban nemtrividlis. Fennkoltebb nyelven ezt ugy
fejezhetjiik ki, hogy az Abel-varietdsok (példdul a gorbék Jacobi-varietdsai)
a tiszta motivumok iskolapélddit adjdk, mig a szemi-Abel-varietdsok un.
kevert motivumok. A Deligne [8] dltal bevezetett 1-motivumok a szemi-
Abel-varietdsok még tovabbi dltalanositdsat adjdk. Az 1-motivumok mar
nem csoportsémdk, hanem azok 2 hosszusagu komplexusai. Természetes
modon meriilnek fel példaul akkor, amikor a dudlis Abel-varietds konst-
rukcidjét szeretnénk szemi-Abel-varietdsokra altaldnositani. Bizonyos érte-
lemben az 1-motivumok a legegyszeri{ibb kevert motivumok.

A jelen értekezésben a szemi-Abel-varietdsok €s 1-motivumok aritmeti-
kdjanak és geometridjdnak hdrom kiilonb6zd, 4m egymdssal kapcsolatban
all6 kérdésével foglalkozunk.

1. A Serre-féle dltalanositott Albanese-leképezés. Elsdként a Serre [28]
altal bevezetett altaldnositott Albanese-leképezést vizsgdljuk sima kvézi-
projektiv varietdsokon. A f6 eredmény itt Roitman [25] egy hires tételének
altalanositdsa sima projektiv varietdsok nyilt részvarietdsaira. Mdédszeriink
Uj, koncepciondlis bizonyitdst ad a Roitman 4ltal vizsgalt esetben is, és az
Albanese-leképezések tovabbi tanulmanyozasat inspiralta.

2. Aritmetikai dualitdstételek 1-motivumokra. Ebben a részben tobb dua-
litastételt bizonyitunk szamtestek és telitéseik felett definidlt 1-motivumok
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Galois hiperkohomoldgia-csoportjaira. E tételek kozos szimmetrikus élta-
lanositasait adjak Cassels [6], Tate [36], illetve Tate—Nakayama [34] Abel-
varietdsok és toruszok kohomoldgidjara vonatkozé klasszikus eredményei-
nek, s ezaltal egységbe foglaljak a szamtest feletti kommutativ csoportsé-
makrol sz616 alapvetd tényeket.

3. Raciondlis pontok szemi-Abel-varietdsok f6homogén terein. A diofan-
tikus geometria egyik kdzponti problémdja a szamtestek feletti varietdsok
raciondlis pontjaira vonatkoz6 lokalis-globdlis elvek tanulmédnyozdsa. Mi
e kérdést szemi-Abel-varietdsok f6homogén terei (mds néven torzorai) ese-
tében vizsgaljuk, és Manin [21], illetve Sansuc [26] eredményeinek kdzos
altalanositasat adjuk, ezaltal megoldva a témakor egy hosszu 1d6 6ta nyitott
kérdését. Bizonyitdsunk a 2. pontban emlitett dualitastételeken alapszik,
de haszndlja az 1. rész egy konstrukcidjat is. E tétel bizonyos értelemben
,,hidnyz6 lancszemnek" szdmitott a csoportvarietdsok torzorainak aritmeti-
kajaban, és komoly hatést gyakorolt a tovabbi kutatdsokra.

A kovetkezd harom fejezetben a fenti harom téma részletesebb targyala-
sat adjuk. Ismertetjiik a tételek pontos allitdsait, amelyekhez néhany meg-
jegyzést fliziink a bizonyitdsokrdl és az alkalmazdsokrol. A bibliografia
csak a szovegben idézett forrdsokat tartalmazza, nem pedig atfogé hivatko-
zaslista.

1. AZ ALBANESE-LEKEPEZES ES A SZUSZLIN-HOMOLOGIA

Bevezetésképpen idézziik fel A. A. Roitman [25] nevezetes tételét. Te-
kintsiink egy X algebrai varietast a k algebrailag zart test felett. Ha fixalunk
egy O bdazispontot, értelmezhetd az oy : X — Albx Albanese-leképezés,
amely definici6 szerint univerzalis az X azon Abel-varietdsokba mend mor-
fizmusaira, amelyek O-t a zéruspontba kiildik. E leképezést fliggetlenné
tehetjiilk a bazispont valasztasatol a kovetkez6 mddon. Tekintsiik azt a
Z(X )0 Abel-csoportot, amelyet a varietds pontjainak azon Xn;P; formalis
Z-linedris kombinécidi alkotnak, amelyekre )} n; = 0. Az ap leképezést a
Z(X)? csoportra linedrisan kiterjesztve kapunk egy oy : 2(X)? — Alby
csoporhomomorfizmust, amely mar nem fiigg O-t6l. Ismeretes, hogy ez a
leképezés a raciondlis ekvivalenciaosztalyokon keresztiil faktorizalodik: a
Z(X)? csoport két elemét akkor nevezziik raciondlisan ekvivalensnek, ha
kiillonbségiik X-beli gorbék normalizaltjain levd divizorokbdl szarmazik.
A Z(X)? csoport raciondlis ekvivalencia szerinti faktora a nulla-ciklusok
Chow-csoportjdnak nulladfoki része, szokdsos jelolése CHy(X )°. Roitman
tétele marmost a kovetkezd.

1.1. Tétel. Ha X sima projektiv varietds, az
ax : CHy(X)? — Alby

Albanese-leképezés izomorfizmust indukdl a k karakterisztikdjdhoz relativ
prim rendii torzioelemek részcsoportjdn.
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Roitman eredményét kés6bb Milne [22] kiegészitette p > O karakteriszti-
kaban: megmutatta, hogy az izomorfizmus a p-hatvany rendd elemek rész-
csoportjai kozott is fenndll. Kovetkezményként kapjuk, hogy a CHy(X )0
csoport n-torzio részcsoportja minden n > 0 mellett véges, hiszen ez a tény
Abel-varietdsok esetén jol ismert.

Vegyiik észre, hogy abban az esetben, amikor X sima projektiv gor-
be, az Albanese-varietds nem mds, mint az X Jacobi-varietdsa, a CHy(X )"
csoport pedig épp a Picard-csoport nulladfokd részcsoportja, tehat maga
az oy leképezés is izomorfizmus. Azonban Mumfordtdl szdrmazé példdk
mutatjdk, hogy mar feliiletek esetében is el6fordulhat, hogy az Albanese-
leképezés magja nem megszdamldlhato. Ezért figyelemre mélt6 tény, hogy az
Albanese-leképezés legalabb a torzidelemeket ,,Jatja” a Chow-csoportban.

A [31] dolgozatban M. SpieB3-szel kozosen a kovetkezd szemi-Abel-vari-
etdsokra vonatkoz¢ altalanositast bizonyitottuk. Tegyiik fel, hogy U nyilt
részvarietds az X sima projektiv varietdsban. Ekkor tekinthetjiik a Serre
[28] 4ltal definidlt U — Alby éltalanositott Albanese-leképezést; definicié
szerint ez a leképezés univerzalis U-nak olyan, szemi-Abel-varietdsokba
mend morfizmusaira, amelyek egy fix bazispontot a zéruselembe kiildenek.
E leképezés a fentiekhez hasonléan indukél egy 2°(U)" — Alby homo-
morpfizmust, amely mar nem fiigg a bazisponttdl.

A CHy(X)? csoport 4ltalanositasaként most a 2 (U)° csoport egy ho(U)°
faktorcsoportjit definidljuk, amely a O fokd elemek részcsoportja a ho(U)
nulladik algebrai szinguldris homoldgia- vagy més néven Szuszlin-homo-
16gia-csoportban. A ho(U) csoportot a [32] cikkben egy dltaldnos forma-
lizmus részeként definidltdk, de elemien is megadhat6 a kdvetkezd médon:
vegyiik a Z(U) csoport (vagyis az U pontjai éltal generalt szabad Abel-
csoport) azon részcsoportja szerinti faktorat, amelyet az i;(Z) — ij(Z) alakd
elemek generalnak, ahol iy : U — U x A (v =0,1) az x + (x,V) bedgya-
zast jeloli, és Z befutja U x A' mindazon irreducibilis zart részvarietdsait,
amelyekre a Z — A! projekcié véges és sziirjektiv. A 2°(U) csoporton
adott egy természetes fokszamleképezés a

ZniPi — Zni
i i

formula altal. A Z — A! projekcidk végességét felhasznilva nem nehéz
megmutatni, hogy a fokszamleképezés a hy(U) csoporton keresztiil fakto-
rizalodik, és igy definidlhatjuk fo(U)%-t mint az indukalt leképezés magjat.
Az U = X esetben a CHy(X)" csoportot kapjuk vissza.

Megmutathat6, hogy a 2 (U)® — Alby leképezés ho(U)%-n keresztiil

7 2z

faktorizalodik, igy kimondhatjuk Roitman tételének kovetkezd édltalanosi-
tasat:

1.2. Tétel. Legyen X sima projektiv varietds a k algebrailag zdrt test felett,
U C X pedig nyilt részvarietds. Ekkor a

/’l()(U)O — /A\H;U
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dltaldnositott Albanese-leképezés izomorfizmust indukdl a k karakteriszti-
kdjahoz relativ prim rendii torzioelemek részcsoportjdn.

A fenti dltaldnositas figyelemre mélté vondsa, hogy a bizonyitds az U = X
esetben is dj és igen koncepcidzus. Alapgondolatit az aldbbi kommutativ
diagrammban foglalhatjuk 6ssze:

h(U,Z/n) —— Lho(U)°

| l

Hom(H)(U,Z/n),Z/n) — ,Alby (k).

Itt a jobboldali fiiggbleges leképezés az Albanese-leképezés megszoritd-
sa a ho(U)? csoport n-torzié részcsoportjara, ahol n a k karakterisztikdja-
hoz relativ prim egész. A baloldali izomorfizmus a [32] cikk egy alapve-
t6 kohomoldgia-osszehasonlitasi tétele, amely az elsé Szuszlin-homoldgia-
csoportot hasonlitja 6ssze az elsd étale kohomoldgiacsoporttal (utébbi a
k = C esetben a szokdsos topoldgiai szinguldris kohomoldgia). A felsd
vizszintes leképezés egy homoldgiai hosszu egzakt sorozatbdl szdrmazik,
az als6 pedig egy ismert Osszefiiggést fejez ki az 4ltalanositott Albanese-
varietds és az étale kohomoldgia kozott; ez annak a klasszikus ténynek az
altalanositasa, amely szerint gorbéken a véges egyiitthatés H!-osztilyok a
Jacobi-varietds torzidpontjaibdl szarmaznak.

Ezek utin a bizonyitds mar rovid: a diagramm kommutativ, a fels6 leké-
pezés sziirjektiv, az alsé pedig izomorfizmust indukdl, miutdn » hatvényait
kovetve direkt limeszt képeztiink. Igy a limeszben a jobboldali leképezés is
izomorfizmus. Persze a bizonyitds nehéz része a diagramm kommutativitd-
séanak ellendrzése. Ehhez tobbek kozott sziikség van az Albanese-leképezés
egy interpretdcidjara Voevodsky [37] motivikus kategdridjdban, amely ké-
s6bb mas kutatdsokban is hasznosnak bizonyult.

Roitman tételének korabbi bizonyitdsai (az eredeti bizonyitds, de S. Bloch
[2] bizonyitasa is) tobb ad hoc érvet tartalmaztak, mig a fenti érvelés a tételt
egy alapvetd kohomoldgia-Osszehasonlitasi izomorfizmusra vezeti vissza.
Ez inspirdlta L. Barberi-Vialét és B. Kahnt [1] arra, hogy a bizonyitast még
altalanosabb formalizmus keretei k6zé helyezzék. Segitségével meg tudtak
szabadulni attdl a feltevéstdl, hogy U-nak 1étezik sima kompaktifikdcidja
(esetiinkben X). Ez persze csupdn pozitiv karakterisztikdban javitja a tételt,
ahol a szingularitasok feloldédsa jelenleg nem ismert.

Az alabbi kiegészit6 allitast is bizonyitottuk (ami a kutatdsi projekt vol-
taképpeni kiinduldpontja volt):

1.3. Tétel. Legyen k egy véges test algebrai lezdrtja, és U egy k feletti sima
projektiv varietds nyilt részvarietdsa. Ekkor a

ho(U)° — Alby

dltaldnositott Albanese-leképezés torzio Abel-csoportok izomorfizmusa.
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Itt a karakterisztikdhoz relativ prim rész persze azonnal kovetkezik az
dltaldnositott Roitman-tételbSl és abbdl az elemi ténybédl, hogy a hy(U)°
csoport torzié Abel-csoport, amennyiben az alaptest egy véges test algebrai
lezéartja. A p-részcsoportra vonatkoz allitds azonban nem kovetkezik az
el6z6 tételbol.

A bizonyitds modszere itt teljesen mds, és egy aritmetikai tételen alap-
szik: a véges testek feletti varietasok szelid fedéseinek osztalytestelméletén
[27]. Nemrégiben e tételt G. Wiesend elemi eszkdzokkel Ujra bizonyitotta;

lasd [33] el6adasunkat a Bourbaki-szeminariumon.

2. ARITMETIKAI DUALITASTETELEK 1-MOTIVUMOKRA

A lokdlis, illetve globdlis testek felett definidlt kommutativ csoportsé-
mdk Galois-kohomolégidjara vonatkozé dualitdstételek a nagy aritmetikai
alaptételek kozé tartoznak. Idézziink fel réviden néhdnyat a legfontosabbak
koziil.

Taldn a legkordbbi dualitdstétel a kovetkezd. Tekintsiik a p-adikus szé-
mok Q,, testének egy K véges bovitését. Egy K feletti 7 kommutativ cso-
portsémat algebrai térusznak neveziink, ha az algebrai lezart felett izomorf-
fa vélik a G,, multiplikativ csoport egy véges direkt hatvanydval. Jelolje
Y* a T térusz karaktereinek csoportjat. A H'(K,T) és H*>~/(K,Y*) Galois-
kohomolégiacsoportok kozott i = 0,1,2 mellett a 7 x Y* — G, bilinedris
leképezés indukal egy

H'(K,T)xH*(K,Y*) = H*(K,G,,)

cup-szorzatot (a hasznélt Galois-kohomoldgiai fogalmak megtaldlhatok pl.
a [11], [29] konyvekben). A H?(K,G,,) csoport nem mds, mint a K p-
adikus test Brauer-csoportja, amely Hasse egy hires tétele szerint Q/Z-vel
izomorf. Tehat i = 0, 1,2 mellett

H(K,T)x H*{(K,Y*) = Q/Z

bilinedris leképezéseket (parositdsokat) kapunk. A Tate—Nakayama-dualitdstétel
(amely eredeti formdjaban a [34] cikkben taldlhatd) azt allitja, hogy e pa-
rositdsok tokéletes dualitdsok, amennyiben az i # 1 esetekben a H? csopor-
tokat kicseréljiikk azok provéges telitéseire (vagyis véges faktorcsoportjaik
projektiv limeszére). Ez a tétel specidlis esetként tartalmazza a lokdlis osz-
taytestelmélet reciprocitdsi izomorfizmusat, amely az i =0, T = G, esetnek
felel meg.

Nevezetes Bourbaki-eldadasaban [35] Tate azt a megfigyelést tette, hogy
ha K felett a torusz helyett egy A Abel-varietést tekintiink, az A és duélisa,
A* kozotti Poincaré-pdrositds a H>(K,G,,) = Q/Z izomorfizmussal egyiitt
lehetdséget ad

H(K,A) x H{(K,A*) - Q/Z

bilinedris leképezések konstrukcidjara i = 0, 1 mellett. Tate belatta, hogy e
parositasok szintén tokéletes dualitdst adnak.
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Utols6 felidézendd tételiink szintén Tate-t6] szarmazik. Tekintsiink most
egy olyan A Abel-varietast, amely valamely k szamtest felett definidlt, és
jeloljik LHI(A)—Val az A Tate-Safarevics-csoportjat. Definicié szerint a
Tate—Safarevics-csoport a H' (k,A) Galois-kohomolégiacsoport azon koho-
moldgiaosztilyaibdl all, amelyek k minden telitésére megszoritva a zérus-
elemre képzddnek. Egy széles korben elfogadott sejtés szerint (amely tobb
esetben bizonyitott is) e csoport mindig véges.

Tate konstrualt egy

I (A) x TITHA*) — Q/Z

bilinedris parositast (amely Cassels [6] elliptikus gorbékre vonatkozé ko-
rabbi munkdjat dltalanositotta), és [36] el6addsdban bejelentett egy tételt,
amely szerint e parositds nemelfajuld, amennyiben mindkét csoportot le-
faktorizaljuk a maximaélis oszthaté részcsoport szerint. Ha elfogadjuk a
Tate—Safarevics-csoport végességérdl szolo sejtést, az oszthatd részcsopor-
tok trivialisak, és véges csoportok kozti tokéletes dualitdst kapunk. Az elsd
részletes bizonyitds e tételre Milne [23] konyvében jelent meg. A toéru-
szokra vonatkozé anal6ég eredményeket Kottwitznak szokds tulajdonitani.
A [19] and [20] cikkek valéban tartalmaznak ilyen éllitdsokat, de részle-
tes bizonyitds nélkiil. A [23] és [24] monografidk egyes esetekben teljes
bizonyitdst adnak.

D. Hararival k6z6s [15] munkdkban a fenti eredmények kozos édltalano-
sitdsait bizonyitottuk Deligne-féle 1-motivumokra. Idézziik fel a definici6t
az eredeti [8] cikkbdl: az F test feletti 1-motivumon olyan, F feletti cso-
portsémdkbdl all6 kételemii [Y — G| komplexust értiink (konvencio szerint
-1 és 0 fokba helyezve), ahol Y olyan csoportséma, amelyet egy, a Gal (F)
abszoldt Galois-csoport folytonos hatdsaval elldtott végesen generdlt sza-
bad Abel-csoport definidl, G pedig F feletti szemi-Abel-varietds, azaz vala-
mely A Abel-varietds T térusszal val6 bévitése. Minden M 1-motivumnak
értelmezhet6 az M* = [Y* — G*| Cartier-dudlisa, amely dltaldnositja az
M = [0 — T] and M = [0 — A] esetekben latott dudlis-fogalmakat. Fontos
példa az [0 — G] alakd 1-motivumok Cartier-dudlisa, ahol G szemi-Abel-
varietds T torikus résszel és A Abel-varietds hdnyadossal. Ebben az esetben
a Cartier-dudlis olyan [Y* — A*] alakd 1-motivum, ahol Y* a T térusz ka-
raktercsoportja, és A* az A Abel-varietds dudlisa. Nincs értelmes maddja
annak, hogy a dudlist csoportsémaként definidljuk.

Amennyiben lokdlis vagy globdlis testek felett dolgozunk, konstrudlha-
tunk M és M* kohomolodgia-csoportjai kozott bilinedris parositasokat oly
moédon, hogy a fenti dudlisfogalmat aritmetikai eredményekkel kombinal-
juk. Mivel azonban mar nem csoportsémékkal, hanem komplexusokkal van
dolgunk, a kohomologiat Galois hiperkohomoldgiaként kell értelmezniink.

A 16 eredmények a kovetkezOk. Lokalis testek felett az aldbbiakat bizo-
nyitottuk:
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2.1. Tétel. Legyen K lokdlis test, M = [Y — G| pedig K feletti 1-motivum.
Azi=—1,0,1,2 egészekre léteznek kanonikus

H (K,M)xH'"{(K,M*) - Q/Z
bilinedris leképezések, amelyek tokéletes dualitdst indukdlnak
(1) a H L (K, M) provéges csoport és a H*(K,M*) diszkrét torziécso-
port; illetve

(2) a H(K,M)" provéges csoport és a H' (K,M*) diszkrét torziécso-
port kozott.

Itt a HO(K,M)" és H,, ! (K, M) csoportokat bizonyos telitési eljardsokkal
kapjuk a megfelel6 hiperkohomolégia-csoportokb6l. Megmutattuk tovab-
b, hogy a fenti eredmények un. Hensel-féle lokdlis testekre is dltalanosit-
hatok. Egy mésik eredményiink szerint a dualizdl6 parositdsban a kohomo-
l6giacsoportok tin. nemeldgazo részcsoportjai egymds annullatorai.

Legyen most M 1-motivum a k algebrai szamtest felett. Barmely i > 0
mellett értelmezziik az M i-edik Tate—Safarevics-csoportjét a

I (M) = Ker [H'(k,M) — [ [H' (ky, M)]

formuléval, ahol a szorzatot a k szdmtest telitései indexdljak. A f6 eredmény
itt a kovetkezd.

2.2. Tétel. Legyen k algebrai szamtest, M pedig 1-motivum k felett. Ekkor
i=0,1 mellett léteznek

(M) x T2 /(M*) — Q/Z

kanonikus pdrositdsok.

Az i = 1 esetben a pdrositdas a maximdlis oszthato részcsoporttal valo
faktorizdlds utdn nemelfajulo.

Az i = 0 esetben tokéletes dualitdast kapunk egy kompakt és egy diszkrét
topologikus csoport kozott — feltéve, hogy a 111 0(M ) csoportot egy alkalmas
10 (M) médositdsra cseréljiik ki, és feltessziik 1111 (A) végességét az A
Abel-varietds faktorrol.

Amennyiben elfogadjuk az Abel-varietdsok Tate—Safarevics-csoportjanak
végességérdl szo16 sejtést, az i = 1 esetben ismét véges csoportok tokéletes
dualitasat kapjuk.

A tétel bizonyitdsa igen technikai. El6szor bizonyos étale kohomoldgia-
csoportokon konstrudlunk pérositdsokat, és ezekre bizonyitunk dualitdsté-
teleket. Utdna megmutatjuk, hogy ezek a Galois-kohomoldgién is dualitasi
eredményeket indukdlnak. Mivel a parositasok definicidja igen absztrakt, a
kovetkezd eredmény nem trividlis.

2.3. Allitas. Abban az esetben, amikor M = [0 — A] valamely A Abel-
varietdsra, a fenti pdrositds i = 1 esete visszaadja a klasszikus Cassels—
Tate-pdrositdst, amely a [6] és [36] referencidkban szerepel.
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Amennyiben az olvas6 készen all tovabbi kohomologikus eredmények
megemésztésére, itt van két tovabbi tétel. Ezek a Poitou—Tate, illetve Cass-
els—Tate egzakt sorozat néven ismert klasszikus eredmények altaldnositdsai.

2.4. Tétel. Legyen M 1-motivum a k algebrai szamtest felett. Tegyiik fel,
hogy a 111 (A) és 111! (A*) Tate-Safarevics-csoportok végesek, ahol A az
M-hez tartozo Abel-varietds. Ekkor fenndll az alabbi, topologikus Abel-
csoportokbdl dllo egzakt sorozat:

D D
0 — H (M) 2 [Teo B2(k M))P s H2(k,M*)P

l

H (k,M*P <% popp P O My
HEM) P Pl Mes —" (HO( M2 )ors

J

0 H (M) <2 @ o H(koM) <2 (kM)

Itt a P! csoportokat hiperkohomolégia-csoportok korlatozott topologikus
szorzataiként kapjuk, a fB; leképezések megszoritasok, a y; leképezéseket
a lokdlis dualitds indukélja, a névtelen leképezéseket pedig a globdlis dua-
lités.

v

2.5. Tétel. Az eldzd tétel feltevései mellett fenndll az

0— HO(k,M) — [T H®(k, M) — 111 3, (M*)P — 111" (M) — 0
veQ

egzakt sorozat.

Itt AP := Hom(A,Q/Z), amennyiben A diszkrét Abel-csoport, tovdbb4 a
HO(k, M) csoportot mint a H’(k, M) csoportnak a H°(k,, M) csoportok to-
pologikus szorzatdban vett diagonalis képének a lezardsat értelmezziik. (Egy
bevett konvencid szerint archimédeszi helyeken a kohomoldgia-csoportok
médositott (Tate—féle) valtozatat vessziik.) Végiil a 111} (M*) csoport a
H' (k,M*) hiperkohomolégia-csoport azon elemeinek részcsoportja, ame-
lyek nulldra képzbdnek k telitéseire megszoritva, véges sok kivétellel.

A fent leirt eredményeket szamos kés6bbi kutatds fejlesztette tovabb.
Gonzdlez-Avilés [12] kiterjesztette a f6bb eredményeket p karakterisztikd-
ju véges testek feletti gorbék fiiggvénytestei felett definidlt 1-motivumokra.
Ebben az esetben mddszereink csekély médositassal miikddnek a kohomo-
l6giacsoportok p-hez relativ prim torzidju részének targyaldsakor. Gonza-
lez-Avilésnek sikeriilt a 2.2 Tétel i = 1 esetét a p-torzidra is bizonyitania.
Késébb Gonzalez-Avilés and Tan [13] cikkiikben a Poitou—Tate egzakt so-
rozatot (2.4 Tétel) és a Cassels—Tate dudlis egzakt sorozatot (2.5 Tétel) is
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kiterjesztették pozitiv karakterisztikdji globdlis testekre. Az utébbi eset-
ben olyan egzakt sorozatot is feldllitottak, amely nem haszndlja fel a Tate—
Safarevics-csoport végességét (viszont valdsziniileg kevésbé alkalmazha-
t6).

Peter Jossen a vezetésem alatt irt [17] doktori disszertacidjaban masfajta
altalanositast bizonyitott. Bevezette a torzids 1-motivumok fogalmat: ezek
olyan Y — G morfizmusok, ahol Y végesen generélt Abel-csoportnak vé-
ges lapos csoportsémaval valé bovitése, G pedig Abel-varietidsnak olyan
X csoportsémaval val6 bovitése, amely elddll véges lapos csoportsémanak
térusszal valé bovitéseként. Jossen kiterjesztette az 1-motivumok Deligne-
féle elméletét torzids 1-motivumokra, beleértve a Cartier-dualitast és az /-
adikus realizacidkat, és igazolta a 2.2 Tétel altaldnositasat torzids 1-moti-
vumokra. E tétel specidlis eseteként adédik az Gsszes korabbi szdmtestek
feletti dualitdstétel, beleértve a véges csoportsémakra vonatkozé Poitou—
Tate-dualitast, amely nem adddik a 2.2 Tételbdl.

3. LOKALIS-GLOBALIS ELVEK |-MOTIVUMOKRA

Az el6z6 szakaszban ismertetett dualitastételek mas fontos kutatasok alap-
jaul is szolgéltak. Ezek koziil mutatunk be most egyet, szintén egy D. Hara-
rival kozos cikk alapjan [16]. Ebben szemi-Abel-varietdsok torzorainak ra-
ciondlis pontjaira vonatkozd lokalis-globdlis elveket tanulmdnyozunk. Egy
k test feletti G csoportvarietds torzordn (vagy fé6homogén terén) olyan X
k-varietast értiink, amelyen adott a G algebrai csoportnak egy olyan haté-
sa, amely az algebrai lezért felett egyszeresen tranzitivvd vélik. Specialisan
az algebrai lezart felett X izomorffa valik G-vel mint algebrai varietdssal.
Torzorokra alapvetd példat adnak nem algebrailag zart test felett definiélt
1 nemi gorbék. Amennyiben van raciondlis pontjuk, akkor elliptikus gor-
bék, tehat Abel-varietisok. Amennyiben viszont nincs, akkor a Jacobi-
varietasuk elliptikus gorbe, és 6k annak torzorai. J6l ismertek klasszikus
példédk olyan 1 nemi gorbékre valamely k szamtest felett, amelyeknek min-
den telités felett van pontja, 4m k felett nincsen (pl. a 3x> +4y> +5z> =0
homogén egyenletii projektiv sikgorbe ilyen). Az ilyen gorbékre ugy szo-
kas hivatkozni, mint a Hasse-elv ellenpélddira (a Hasse-elv ugyanis akkor
teljestil, ha a lokdlis pontok 1étezése maga utdn vonja globélis pont 1étezését
1s).

A tovabbiakban szdmtest felett definidlt szemi-Abel-varietdsok torzorain
vizsgaljuk a Hasse-elv sériilését. Manin az 1970-es Nemzetkozi Matemati-
kai Kongresszuson tartott el6addsdban [21] bevezetett egy mddszert, amely
megmagyarazza az ellenpélddk 1étezését szamos (bar nem minden) esetben.
E mddszer bemutatdsahoz sziikségiink van néhdny tovabbi alapfogalomra.
Az egyik a k szamtest feletti X varietds adélikus pontjainak halmaza, X (Ay):
ennek elemei olyan (P,) pontsorozatok, ahol P, az X raciondlis pontja a k,
telités felett, és véges sok kivétellel minden P, v-adikus egész pont is. A mé-
sik az § séma Br § Brauer—csoportjanak fogalma. Ennek pontos definicigjat
itt nem ismertetjiik, de a tovdbbiakhoz elég annyit tudnunk réla, hogy az
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S — Br S megfeleltetés kontravaridns funktor, amely az F test spektrumat a
Br F klasszikus Brauer-csoportba kiildi. Mint mar lattuk, a lokalis osztaly-
testelmélet egyik alaptétele értelmében Br k, = Q/Z a k szamtest valamely
véges helyen vett k, telitésére. Frobenius tétele szerint pedig Br R = Z /27,
amelyet felfoghatunk Q/Z részcsoportjaként. Ha most X sima varietds a k
szamtest felett, Manin definidlt egy

X(A) xBrX - Q/Z, [(R),a]— ) a(R)

parositast, ahol az o — o/(P,) kiértékelési leképezést a Br X Brauer-csoport
kontravaridns funktorialitdsa adja, az 6sszeget pedig a Q/Z csoportban vesz-
sziik (beldthato, hogy csak véges sok tag nem nulla). Amikor (P,) valamely
k-racionélis pont diagondlis képe, barmely a € Br X elemmel val6 parosi-
tas z€rust ad a globalis osztalytestelmélet reciprocitési torvénye értelmében.
Mis széval, ha X (A;)B" jeloli a fenti pdrositds baloldali zérushalmazat,
fenndll az X (A;)B" = 0 = X (k) = 0 implik4ci6. Ezt nevezziik a Hasse—elv
Manin-féle obstrukciéjanak. Abban az esetben, amikor a forditott irdnyu
implikaci6 is fenndll, azt mondjuk, hogy a Manin-obstrukcié az egyetlen
obstrukcio.

Sokszor hasznos a Manin-pérositds megszoritdsait vizsgalni a Br X cso-
port részeinek faktorcsoportjaira. Benniinket ezek koziil a b (X) csoport
fog érdekelni, amelyet a kovetkez8képpen értelmeziink. Tekintsiik a

Brk 5 BrX & Br (X x.k)
természetes leképezéseket, és definidljuk a Br ,X csoportot a
Br,X :=ker(p)/im(7)

formuldval. Ezek utdn értelmezziik a 5 (X) C Br ,(X) részcsoportot mint
a lokélisan (értsd: a telitésekre megszoritva) trividlis elemek részcsoport-
jat. Mint fent lattuk, Br k& képe a Br X csoportban zérust ad barmely adé-
likus ponttal péarositva, ezért a Manin-pdrositds indukdl egy Br ,X-szel,
s6t B (X)-szel val6 parositist. Természetesen a X (A;)P = 0 = X (k) =
0 implikdci6 tovdbbra is érvényes, ahol X (A;)P-t ugyanigy definidljuk,
mint kordbban az X(A;)B" halmazt. A B(X) csoport sok esetben érde-
kesebb, mint Br X, ugyanis ha feltessziik, hogy X Albanese-varietdsdnak
Tate—Safarevics-csoportja véges, akkor I (X) is véges, sGt bizonyos esetek-
ben explicite ki is szdmithat6. Igy azokban a szitudciékban, ahol a B (X)-
hez tartoz6 Manin-obstrukcié a Hasse-elv egyetlen obstrukciéja, konkrét
eljaras adédik a Hasse—elv sériilésének tesztelésére.
A [16] cikk f6 tétele a kovetkezo:

3.1. Tétel. Legyen k szdmtest, G pedig olyan k felett definidlt szemi-Abel-
varietds, amelynek Abel-varietds faktora véges Tate—Safarevics-csoporttal
rendelkezik. Legyen tovdbbd X a G egy torzora. Ekkor X(Ap)® # 0 =
X (k) # 0, azaz a B (X)-hez tartozé Manin-obstrukcio a Hasse-elv egyetlen
obstrukcioja.
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E tétel ismert volt abban a specidlis esetben, amikor G Abel-varietds (Ma-
nin maga bizonyitotta), vagy amikor G térusz (Sansuc [26]). Az éltalanos
eset azonban jéval nehezebb, €és hosszi ideig nyitott probléma volt, 1asd pl.
Skorobogatov konyvét ([30], 133. o.).

A bizonyitds alapgondolata (mint mar Manin esetében is) az, hogy kap-
csolatba hozzuk a

(D X(Ax) xB(X) = Q/Z
Manin-pérositast az M = [0 — G| 1-motivumra vonatkozé
2) I (M) x T (M") = Q/Z

Cassels—Tate-parositassal, utdna pedig hasznaljuk a 2.2 Tételt. Valamivel
részletesebben: jeldlje ( , )y az elss pérositést, (, )or pedig a mdsodikat. A
modszer 1ényege, hogy olyan 1 : 11T (M*) — B (X ) homomorfizmust konst-
rudlunk, amelyre az X barmely (P,) adélikus pontja és barmely o € B (X)
elem mellett teljesiil a

3) ((B),1(a))m = ([X], @)cr

egyenloség. Az egyenldség megértéséhez idézziik fel el6szor, hogy az X
torzorhoz hozzérendelhets egy [X] osztily a H' (k,G) = H! (k, M) kohomo-
l6gia-csoportban, amely pontosan akkor trividlis, ha X-nek létezik k felett
pontja (1. pl. [30], 18-19. o.). Igy a X(Ay) # 0 feltevésbdl [X] € I ! (M)
is kovetkezik. Az egyenlGség baloldala nem fiigg (P,) valasztdsatdl, mert
a B (X) csoport elemei definici6 szerint ,lokdlisan konstansok”. Tegyiik
fel most, hogy 1 létezik és a (3) egyenlség fennall. Ekkor az X (A;)P # 0
feltevés és a (3) formula szerint [X] ortogonalis a teljes ITI ! (M*) csoportra a
(, )er parositasban. Ekkor viszont a 2.2 Tétel szerint [X]| = 0, azaz X (k) #
0.

Sokaig eltartott, amig rdtaldltunk a 1 leképezés helyes definicidjara. Vé-
giil felfedeztiik, hogy a konstrukcié kulcsa az dltaldnositott Albanese- €s
Picard-varietdsok kozti dualitds, amely fontos szerepet jatszott mar az 1.2
Tétel bizonyitdsdban is. Emellett sziikségiink volt a Manin-pdrositds egy
Uj kohomologikus interpretdcidjara is, amelynek az6ta més alkalmazésai is
adddtak.

Hasonl6 eredményt bizonyitottunk az adélikus pontok raciondlis pontok-
kal val6 approximacidjardl is. Itt a kérdés az, hogy a racionélis pontok hal-
maza, X (k) stird-e X (Ay)-ban az adélikus topoldgidra nézve. Ezt a kérdést a
Manin-parositas egy modositott valtozatdval célszerl vizsgélni. Tekintsiik
az

X (kq) X Brp; X — Q/Z

parositast, ahol kg a k telitéseinek topologikus direkt szorzata, Bry X pedig
az X nemeldgaz6 Brauer-csoportja; utébbit definidlhatjuk valamely sima
kompaktifikdcié Brauer-csoportjaként. A parositast megszorithatjuk Bry, X
részcsoportjaira is, példdul a Bry, X := ker(Bry X — Bry (X x4 k)) cso-
portra. Végiil abban az esetben, amikor G sima csoportséma k felett, van
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még egy varidns, és ezt fogjuk haszndlni:

4) [1G6(k) xBror 1 G — Q/Z.

veQ
Itt az archimédeszi helyeken ugyanazt a konvenciét kovetjiik, mint a fenti
2.5 Tételben. E parositasrol szol a kovetkezd tétel:

3.2. Tétel. Legyen G a k szdmtest felett definidlt szemi-Abel-varietds, amely-
nek Abel-varietds faktora véges Tate—Safarevics-csoporttal rendelkezik. Ek-
kor a (4) pdrositds baloldali magja benne foglaltatik G(k) diagondlis képé-
nek lezdrtjaban.

E tétel els6 bizonyitdsa a [14] cikkben jelent meg, azonban a 3.1 Tétel
bizonyitdsdnak technikdja és a 2.5 egzakt sorozat segitségével sikeriilt 1j,
rovidebb bizonyitdst adnunk.

A 3.1 Tételt tobb matematikus is sikeresen alkalmazta. Borovoi, Colliot-
Thélene and Skorobogatov [5] altaldnositottdk a tételt Osszefiiggd algebrai
csoportok homogén tereire. Az allitds ugyanaz, mint a 3.1 Tételben, kivéve,
hogy G tetszdleges Osszefiiggd algebrai csoport lehet, X pedig a G olyan ho-
mogén tere, amelynek geometriai stabilizatorai 6sszefiiggék. Van azonban
naluk egy megszoritds a k szdmtestet illetGen: teljesen imagindriusnak kell
lennie. Cikkiik egy meglepd példdja ([5], Proposition 3.16) szerint ugyanis
1étezik olyan 6sszefiiggd nemkommutativ és nemlinedris algebrai csoport Q
felett, amelyre az allitds nem igaz. Ez azt mutatja, hogy tetsz6leges szam-
testek felett az altaldnos algebrai csoportok masképp viselkednek, mint a
kommutativak vagy a linedrisak.

Az idézett tétel bizonyitdsa Borovoi [3] and [4] cikkeinek technikdit al-
kalmazva visszavezeti az allitast szemi-Abel-varietasok torzorainak esetére,
amelyekre mar a mi 3.1 Tételiink alkalmazhato.

Borovoi, Colliot-Thélene és Skorobogatov fenti eredményiiket egy ma-
sik, de ekvivalens formaban fogalmaztdk meg, amely a Colliot-Thélene és
Sansuc [7] éltal bevezetett elemi obstrukcio fogalméat hasznalja. Ez az obst-
rukcid, amelyet ob(X)-szel fogunk jel6lni, definici6 szerint a

5) 0=k = k(X)) = kX)“/k* =0

egzakt sorozattal megadott b6vités-osztaly a Gal (k|k)-modulusok kategé-
ridjaban, ahol k perfekt test, X sima geometriailag irreducibilis k-varietds,
és k(X)* az invertdlhat6 raciondlis fiiggvények csoportja X x; k-n. Egy-
szerli Galois-kohomoldgiai érvelés (lasd pl. [30], 27. o.) mutatja, hogy
barmely k-raciondlis pont indukdlja a fenti bovités egy Galois-ekvivaridns
szelését. Mds sz6val ob(X) nemtrivialitdsa obstrukciét jelent k-racionélis
pontok létezésére.

Amennyiben X szamtest feletti varietds, amelynek van adélikus pontja,
és feltessziik az Alby Albanese-varietds Tate—Safarevics-csoportjanak vé-
gességét (ami a mar idézett sejtés szerint elvarhatd), az ob(X) osztaly tri-
vialitdsa ekvivalens a (1) pdrositds trivialitdsaval. Ezt Wittenberg [38] bi-
zonyitotta. Néhdny részletet érdemes felidézniink a bizonyitasbol, mivel
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haszndlja a 3.1 tételt és az altaldnositott Albanese-leképezéseket. Lattuk az
1. szakaszban, hogy algebrailag zart test felett minden varietishoz hozza-
rendelhet6 egy Albx szemi-Abel-varietds, amely univerzalis a szemi-Abel-
varietasokba mend morfizmusokra nézve. Az Alby altalanositott Albanese-
varietds altaldnos k alaptest felett is 1étezik: ebben az esetben olyan szemi-
Abel-varietasként kell definidlnunk, amelynek van egy kanonikus Alb)l( tor-
zora, amely univerzdlis az X-b6l szemi-Abel-varietdsok torzoraiba mend
morfizmusokra. A [38] dolgozat f6 geometriai eredménye szerint az ob(X)

7

osztély trividlis, ha az Alb}j torzor trivialis minden U C X Zariski sird rész-
halmazra. Masrészt Colliot-Thélene egy rovid levezetése mutatja, hogy
ob(X) trivialitdsabdl kovetkezik a (1) pdrositds trivialitdsa, amennyiben &
szamtest és a mondott Tate—Safarevics-csoport véges. Megforditva, ha az

7

(1) pérositas trividlis, akkor Alb,lj trividlis minden Zariski strti U-ra. Ez
azonnal kovetkezik az 3.1 Tételb6l, valamint abbdl a t€nybdl ([9], Lemma
3.4) hogy a fenti U-ra a 5(X) — B (U) megszoritasi leképezés izomorfiz-
mus.

Megallapithatjuk tehét, hogy az altaldnositott Albanese-leképezés segit-
ségével a 2. és 3. szakaszok eredményeibdl érdekes aritmetikai kovetkez-
mények vezethetdk le tetszOleges varietdsokat illetden is.
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