Opponensi vélemény Szamuely Tamaés
1-motives and Albanese maps in arithmetic geometry
cimii MTA doktori értekezésérdl.

Az értekezés Szamuely Tamésnak harom, egymassal rokon, angol nyelvi
dolgozatabol all. Jelen esetben azonban nem egyszerten a dolgozatok egymas
utani fiizésérél van sz6, hanem azok szerkesztett valtozatarol. Ez egyrészt azt
jelenti, hogy a hivatkozasjegyzék kozos, masrészt a dolgozatok végén azok
hatésarol, a relevans Gjabb eredményekrél is beszamol a szerzd.

Az els6 fejezet attekintést ad az értekezés legfontosabb eredményeirsl. A
magyar nyelvi tézisfiizet 1ényegében ennek a fejezetnek a forditasa, de onallo
irodalomjegyzékkel. Tekintettel arra, hogy az értekezésben hasznalt fogalmak
jelentGs része az algebrai geometria modern fejezeteihez tartozik, igy azok
magyarra forditasa dicséretes teljesitmény.

Egy olyan csoportvarietast, amely az alaptest algebrai lezartja felett a
multiplikativ csoport valamely véges direkt hatvanyaval izomorf, torusznak
nevezziik. Valamely Abel varietasnak egy térusszal vett b6vitését szemi-Abel
varietasnak nevezziik. Az értekezés ezen objektumokra koncentral, pontosab-
ban az Abel varietasokra, illetve téruszokra vonatkozo ismert geometriai és
aritmetikai tételeket terjeszti ki szemi-Abel varietasokra.

Az 1.fejezet az M. Spiek-el koz6s On Albanese maps for smooth quasi-
projective varieties cimd, a Mathematische Annalenben 2003-ban megjelent
dolgozaton alapul. Céljuk A.A. Roitman egy 1980-as tételének altalanositasa.
Legyen X egy k algebrailag zart test feletti algebrai varietas. Rogzitett O
bazispont mellett értelmezheté az oy : X — Albx Albanese leképezés,
amely fiiggetlenné tehets a bazispont megvalasztasatol. Ehhez tekintsiik azt
a Z(X)? Abel csoportot, amely a variet4s pontjainak azon S n; P; formalis Z-
linearis kombinacioibél all, amelyekre > n; = 0. Az ap leképezést linedrisan
kiterjesztve a Z(X)° csoportra kapjuk az ax : Z(X)o — Albx csoportho-
momorfizmust, amely mar fiiggetlen O-t6l. A Z(X)° csoporton definialhato
egy ekvivalencia relaci6, amely szerinti faktor nulladfoki részét CHy(X)°-
val jeloljiik. Roitman tétele szerint, ha X sima projektiv varietas, akkor az
ax : CHp(X)? — Albx izomorfizmust indukal a k karakterisztikajahoz
relativ prim rend torzidelemek részcsoportjan.

Legyen most U nyilt részvarietas az_X sima projektiv varietasban. J.-
P. Serre 1958-ban definialta az U — Alby altalanositott Albanese leképe-
zést. Megjegyezziik, hogy Alby altalaban méar olyan szemi-Abel varietés,
amelynek van torikus része. Ezek utdn egy alkalmas péarositassal definial-
hat6 a CHy(X)? csoport altalanositasaként a Z(U)° csoport egy ho(U)°
faktorcsop(lrija. A fejezet 16 eredménye a Theorem 1.1.1, amely szerint a
ho(U)? — Alby altalanositott Albanese leképezés izomorfizmust indukal a k
karakterisztikd jahoz relativ prim rendi torzi6elemek részcsoportjan.
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Az U = X esetben visszakapjuk Roitman tételét, azonban az altalanositas
bizonyitasa a Roitman tétel korabbi bizonyitasaihoz képest teljesen 1j kon-
cepcitra épiil. Lényegében egy diagram kommutativitdsdnak megmutatasin
alapul.

Roitman tételét Milne p > O karakteriszlika estén dltaldnositotta gy, hogy
az izomorfizmus a p-hatvdnyrendd elemek részcsoportjdra is teljesil. Kérdés,
hogy a Theorem 1.1.1 is teljesiil-e ebben az esetben?

A 2. fejezet a D. Harari-val k6z6s Arithmetic duality theorems for 1-motives
cimi és a J. reine angewandte Mathematik folydiratban 2005-ben megjelent
dolgozat némileg moédositott és tjabb eredmények ismertetésével kibovitett
valtozata. Két kiemelt eredményt talalunk itt.

A Theorem 2.1.1 szerint legyen K egy lokalis test és M = [V +— G] egy
K feletti 1-motivum. Az ¢ = —1,0,1, 2 egészekre léteznek kanonikus

(1) H'(K, M) x H" (K, M*) — Q/Z

bilinedris leképezések, amelyek tokéletes dualitast indukalnak ¢ = —1,0 mel-
lett egy megfelelden definialt provéges csoport és a H~*(K, M*) diszkrét tor-
ziocsoport kozott. Ez az eredmény a klasszikus Tate-Nakayama dualitastétel
altalanositasa. Utobbit elészor abban az esetben bizonyitottak, amikor (1)-
ben M helyett egy K feletti algebrai térusz all. llyenkor M* a térusz ka-
raktereinek a csoportja. A tétel Tate egy maésik, 1958-as, eredményének is
altalanositasa. Ebben az esetben M illetve M™ helyén egy Abel varietas,
illetve annak dualisa all.

Jeldljon most k egy algebrai szdmtestet és legyen M egy l-motivum k
felett. A Theorem 2.1.2 szerint ¢ = 0, 1-re 1éteznek a

@) LI (M) x I*7(M*) = Q/Z

kanonikus parositasok. Az ¢ = 1 esetben a parositds a maximalis oszthato
részcsoporttal valé faktorizalas utan nem elfajulé. Az ¢ = 0 esetben - bi-
zonyos feltételek mellett - tokéletes dualitast kapunk egy kompakt és egy
diszkrét topolégikus csoport kozott. Ha az Abel varietdsok Tate-Safarevics
csoportjanak végességérdl sz6l6 sejtés igaz, akkor ¢ = 1 esetben véges cso-
portok tokeéletes dualitasat kapjuk. Ennek a tételnek az elliptikus gorbékre
vonatkozo specialis esetét Cassels, Abel varietasokra vonatkoz6 esetét pedig
Tate bizonyitotta. Tekintettel arra, hogy 1-motivumok dualisat altaldban
nem lehet csoportsémaként definidlni, mar annak a bizonyitasa is érdekes,
hogy a fenti tételek Abel-varietasokra visszaadjak a Cassels-Tate parositast.

A tételek bizonyitasa, mint az varhat6 is, mély étale kohomologiai megfon-
tolasokat tartalmaz. Az értekezésben a szerz6 beszamol arrédl, hogy a Hara-
rival kozos cikke tovabbi kutatasok kiindulépontjat jelentette. Igy Gonzalez-
Avilés, Tan és Jossen kiterjesztette az eredményeket mas alaptestek felett
definialt 1-motivumokra.

Az algebrai szamelmélet egyik alaperedménye a kvadratikus forméakra vo-
natkoz6 Minkowski-Hasse tétel, amelyet Q feletti formakra Minkowski, alge-
brai szamtestek feletti formakra Hasse bizonyitott 1921-ben. A tétel szerint,
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ha egy racionalis egyiitthatés kvadratikus formanak van zérushelye R-ben
és minden p—adikus szamtestben, akkor van Q-ban is. Természetes kérdés,
hogy érvényes-e hasonl6é eredmény magasabb foku formakra is. Selmer 1957-
ben példat mutatott olyan harmadfoka formara - ez szerepel a tézisben is -,
amelyre a Hasse elv nem igaz. A 2. fejezet eredményeinek ismertetése soran
mar emlitettitk a IIT Tate-Safarevics csoportot, amely elliptikus gorbékre
azon negyedfoku lefedések ekvivalencia osztalyaibol all, amelyekre nem tel-
jesiil a Hasse-elv. A III tehat a Hasse-elvvel szembeni obstrukcié nagysagat
méri. Az algebrai geometriai kutatasok egyik fontos teriilete annak jellem-
zése, hogy milyen feltételek mellett nem teljesiil a Hasse elv. Az 1970-es
Nemzetkozi Matematikus Kongresszuson Manin bevezetett egy modszert a
kivételek jellemzésére.

Az értekezés 3. fejezete is egy D. Harari-val kozos cikken alapszik! és a
Manin féle obstrukcioval foglalkozik. Legyen G egy k test feletti szemi-Abel
varietés, amelynek Abel-varietas faktorat jelolje A. Legyen tovabba X a G
egy torzora. Jelolje B(X) az X kohomologikus Brauer csoportjanak Br(X)
azt a faktorat, amelyek a Br(X) azon algebrai elemeibd] allnak, amelyek
mindeniitt lokalisan konstansok. Manin definialt egy

X(Ap) x Br(X) — Q/Z

parositast, amelyre teljesiil, hogy ha X(Ax)B" = 0, akkor X (k) = 0. Itt
X(A)B" jeldli az elébbi pérositas baloldali zérushalmazat. Ha ennek az
implikacidénak a megforditasa is teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a Manin-
obstrukcit az egyetlen kivétel a Hasse elv teljesiilésével szemben. A fejezet {6
eredménye a Theorem 3.1.1, amely szerint, ha ITI(A) véges, akkor a B(X)-
hez tartozo obstrukcié a Hasse elv egyetlen obstrukcidja.

Ez az eredmény a G = A esetben Manin eredeti eredményét adja vissza,
a G = X esetet pedig Sansuc bizonyitotta 1981-ben. A tétel érdekessége az
is, hogy ha III(A) véges, akkor B(X) is az, ami a Brauer csoportra nem
feltétleniil teljesiil. Ez lehet&vé teszi konkrét esetben a Hasse elv sériilésének
tesztelését.

Tudna mutatni egy olyan példdt, amikor a Manin obstrukcion kivil mds
kivétel is van?

Gérbékre esetén milyen kovetkezménnyel jarnak ezek az eredmények? Arra
gondolok, hogy elliptikus gorbék Tate-Safarevics csoportja dltaldnosan elfoga-
dott sejtés szerint véges. A Manin tétel szerint tehdt tlyen gorbékre csak a
Manin obstrukcio jelentkezhet.

Itt az ideje, hogy Gsszefoglaljam a véleményemet. Pozitivumként allapitom
meg, hogy az értekezés az algebrai geometria hazankban kevéssé képviselt,
de vildgviszonylatban igen nagy fejl6désen keresztiil ment elméletében tar-
talmaz érdekes, 11j eredményeket. Az értekezésbdl megéllapithato, hogy Sza-
muely Tamas nagyon jol elsajatitotta a teriilet modern elméletét és alkotd

1Local-global principles for 1-motives, Duke Math. J. 143 (2008), 531-557.
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médon tudja azt hasznalni. Erdeme az is, hogy a tézisekben tovabb fejleszti
ennek az elméletnek a magyar nyelvi terminol6giajat.

Negativum szamomra, hogy az értekezésben feldolgozott minden egyes
dolgozat tarsszerzds, s6t két dolgozat ugyanazzal a tarsszerzével késziilt.
Nekem is sok tarsszerzGs dolgozatom van, igy nem vagyok a’priori az ilyen
dolgozatok ellen, s6t nagyon fontosnak tartom az egylittmiikodést a szak-
emberek k6zott. Az MTA doktora cimmel azonban egyéni teljesitményt is-
meriink el és a jelen értekezésbél lehetetlen kihdmozni Szamuely Tamés sa-
jat eredményeit. Vélelmezem, hogy az eredmények fele tényleg az 6vé. Még
ezzel sem lenne baj, ha az eredmények a szakteriilet kiemelkedd teljesit-
ményei kozé tartoznanak. A véleményem elkészitése kozben tanulmanyoz-
tam a MathSciNet-en és a Zentralblattban megjelent referatumokat, de nem
taldltam annak a jelét, hogy legalabb valamelyik a harom dolgozat kozil
nemzetkozileg nagy feltiinést keltett volna. Ez volt egyébként a sajat prekon-
cepciém is. Ugy éreztem, hogy a Abel varietasokrol szemi-Abel varietasokra
altalanositott eredmények bizonyitasa technikai szempontbdl nehéz lehet, de
attorést jelenté eredményt nem hoz.

A pro és kontra érvek majdnem kiegyenlitik egymast, de nekem egyértel-
mien kell allast foglalni. Az értekezés nyilt vitara bocsajtasat hataro-
zottan javaslom. Ugyanakkor az MTA doktora cim odaitélését, hal-

vanyan bar, de nem tadmogatom.
D "Dk
(Pethé Attila

Debrecen, 2011. oktoéber 23.



