
opponensi vélemény Szamuely Tamás
l-motiues and Albanese rnaps i"n ari,thmetic aeometry

című MTA doktori értekezéséről.

Az értekezés Szamuely Tamásnak három, egymással rokon, angol nyelvű
dolgozatából áll. Jelen esetben azonban nem egyszerűen a dolgozatok egymás
utáni fűzéséről van szó, hanem azok szerkesztett vá|tozatárő|' Ez egyrészt azt
jelenti, hogy a hivatkozásjegyzék közös, másrészt a dolgozatok végén azok
hatásárÓl, a releváns újabb eredményekről is beszámol a szerző.

Az első fejezet áttekintést ad az értekezés legfontosabb eredményeiről. A
magyal nyelvű tézisflizet lényegében ennek a fejezetnek a fordítása, de önálló
irodalomjegyzékkel. Tekintettel arra, hogy az értekezésben használt fogalmak
jelentős része az algebrai geometria modern fejezeteihez tartozik, így azok
magyarTa fordítása dicséretes teljesítmény.

Egy olyan csoportvarietást, amely az alaptest algebrai lezártja felett a
multiplikatív csoport valamely véges direkt hatványával izomorf, tÓrusznak
nevezzük. Valamely Abel varietásnak egy tÓrusszal vett bővítését szemi-Abel
varietásnak nevezzük. Az értekezéS ezen objektumokra koncentrál, pontosab-
ban az Abel varietásokra, i}letve tóruszokra vonatkozÓ ismert geometriai és
aritmetikai tételeket terjeszti ki szemi-Abel varietásokra.

Az 7.fejezet az M. Spieí3-el kózős on Albanese maps Jor srnooth quasi-
project'iue uariet'ies című, a Mathematische Annalenben 2003-ban megjelent
dolgozaton alapul. Céljuk A.A. Roitman egy 1980-as tételének álta]ánosítása.
Legyen X 

"gy 
k algebrailag zárt test feletti algebrai varietás. Rögzített o

bázispont mellett értelmezhető az ag : X r-+ Álb; Albanese leképezés,
amely fiiggetlenné tehető a bázispont megválasztásátÓl. Ehhez tekintsük azt
a Z(X)o Abel csoportot, amely a varietás pontjainak azon ! niP,i formáIis v-
lineáris kombinációibi} áll, amelyekre Drr:0. Az o6 leképezést lineárisan
kiterjesztve a Z(X)o csoportra kapjuk az oLx : Z(X)s ++ Atbx csoportho-
momorfizmust, amely már független o-tól. A z(X)o csoporton definiá]hatÓ
egy ekvivalencia re]áciÓ, amely szerinti faktor nulladfokú részét CHy(X)o-
val jelöljük. Roitman tétele szerint, ha X sima projektív varietás, akkor az
d'X : CHg(X)o r--+ Alby izomorfizmust indukál a k karakterisztikájához
relatív prím rendű torzióelemek részcsoportján.

Legyen most [/ nyílt részvarietás az X sima projektív varietásban. J.-
P. Serre 1958-ban definiálta az U r--+ AIb11 álta|ánosított Albanese leképe-
zést. Megje gyezzúk, hogy fr6(] álta]ában már olyan szemi-Abel varietás,
amelynek van torikus része. Ezek után egy alkalmas párosítással definiál-
ható a CHo(X)o csoport általánosításaként a z(U)o csoport egy h6(t/)0
faktorcsoportja. A fejezet fő eredménye a Theorem 1.1.1, amely szerint a
ho(U)o ,-ffiu általánosított Albanese leképezés izomorfizmust indukál a k
karakterisztikájához relatív prím rendű torziÓelemek részcsoportján.
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AzU : X esetben visszakapjuk Roitman tételét, azonban az általánosítás
bizonyítása a Roitman tétel korábbi bizonyításaihoz képest teljesen új kon-
cepcióra épül. Lényegében egy diagram kommutativitásának megmutatásán
alapul.

Roitrnan tételét Milne p } 0 karakterisztika estén dltaldnosította úgy, hogy
az 'izomorfizmus o, p-hatudnyrendű elemek részcsoportjdra i,s teljesül. Kérdés,
hogy a Theorern 1.1.1 is teljesiil-e ebben az esetben?

A2' fejezet a D. Harari-val közös Arithrnetic duali,ty theorems for l-mot'iues
című és a J. reine angewandte Mathematik folyóiratban 2005-ben megjelent
dolgozat némileg mÓdosított és újabb eredmények ismertetésével kibővített
változata. Két kiemelt eredményt találunk itt.

A Theorem 2.1.1 szerint legyen K 
"gy 

lokáIis test és M : |Y '- G] egy
1í feletti l-motívum. Az'i: _1,0,1,2 egészekre léteznek kanonikus

(1) Hi(K, M) x ff-t'(K, M") ,--, QlV,
bilineáris leképezések, amelyek tökéletes dualitást indukálnak 'i: _I,0 mel-
lett egy megfele}ően definiált provéges csoport és a H1-'(1(, M*) diszkrét tor_
ziÓcsoport kijzott. Ez az eredmény a klasszikus Tate_Nakayama dualitástétel
általánosítása. Utóbbit először abban az esetben bizonyították' amikor (1)-
ben M helyett egy K feletti algebrai tórusz ál1. Ilyenkor M" a tÓrusz ka-
raktereinek a csoportja. A tétel Tate egy másik, 1958-as, eredményének is
általánosítása. Ebben az esetben M illetve M* helyén egy Abel varietás,
illetve annak duálisa áll.

Jelöljön most k egy algebrai számtestet es legyen M eg l-motívum k
felett. A Theorem 2.7.2 szerint i, :0,1-re léteznek a

(2) ruo(M),rf2-i(M*)*Qlz
kanonikus párosítások. Az i, : 1 esetben a párosítás a maximális osztható
részcsoporttal valÓ faktorizálás után nem elfaju}ó. Az'i : 0 esetben - bi-
Zonyos feltételek mellett - tökéletes dualitást kapunk egy kompakt és egy
diszkrét topolÓgikus csoport között. Ha az Abel varietások Tate-Safarevics
csoportjának végességéről szólÓ sejtés igaz, akkor z : 1 esetben véges cso-
portok tökéletes dualitását kapjuk. Ennek a tételnek az elliptikus görbékre
vonatkozó speciális esetét Cassels, Abel varietásokra vonatkozÓ esetét pedig
Tate bizonyította. Tekintettel arra' hogy l-motívumok duálisát általában
nem lehet csoportsémaként definiálni, már annak a bizonyítása is érdekes,
hogy a fenti tételek Abel-varietásokra visszaadják a Cassels-Tate párosítást'

A tételek bizonyítása, mint az várható is, mély étale kohomológiai megfon-
tolásokat tartalmaz. Az értekezésben a szerző beszámol arról, hogy a Hara-
rival közös cikke további kutatások kiindulópontját jelentette. igy Gonzá|ez-
Avilés, Tan és Jossen kiterjesztette az eredményeket más alaptestek felett
definiált 1-motívumokra.

Az algebrai számelmélet egyik alaperedménye a kvadratikus formákra vo-
natkozÓ Minkowski-Hasse tétel, amelyet Q feletti formákra Minkowski, alge-
brai számtestek feletti formákra Hasse bizonyított 1921-ben. A tétel szerint,



ha egy racionális együtthatós kvadratikus formának van zérushelye R-ben
és minden p_adikus számtestben' akkor van Q-ban is. Természetes kérdés,
hogy érvényes-e hasonlÓ eredmény magasabb fokú formákra is. Selmer 1957-
ben példát mutatott olyan harmadfokú formára - ez Szerepel a tézisben is -,
amelyre a Hasse elv nem igaz. A 2. Íejezet eredményeinek ismertetése során
már említettük a II] Tate-Safarevics csoportot, amely elliptikus görbékre
azon negyedfokú lefedések ekvivalencia osztályaiból áll, amelyekre nem tel-
jesül a Hasse-elv' A ilI tehát a Hasse-elvvel szembeni obstrukció nagyságát
méri. Az algebrai geometriai kutatások egyik fontos területe annak jellem-
zése, hogy milyen feltételek me}lett nem teljesül a Hasse elv. Az 1970-es

Nemzetközi Matematikus Kongresszuson Manin bevezetett egy mÓdszert a
kivételek iellemzésére.

Az értekezés 3. fejezete is egy D. Harari-val kozös cikken alapszikl és a
Manin féle obstrukcióval foglalkozik. Legyen G egy k test feletti szemi-Abel
varietás, amelynek Abel-varietás faktorát jelölje ,4. Legyen továbbá X a G
egy torzora. Jelölje B(X) az X kohomológikus Brauer csoportjának Br(X)
azt a faktorát, amelyek a Br(X) azon algebrai elemeiből allnak, amelyek
mindenütt lokáIisan konstansok. Manin definiált egy

X(A*) x Br(X),-. Q./Z

párosítást, amelyre teljesül, hogy ha X(AüB' : 0, akkor x(/í) : 0. Itt
X(AüB' jelöli az előbbi párosítás baloldali zérushalmazát' Ha ennek az
implikáciÓnak a megfordítása is teljesül, akkor azt mondjuk, hogy a Manin-
obstrukciÓ az egyetlen kivétel a Hasse elv tetjesülésével yzemben. A fejezet fő
eredménye a Theorem 3.1.1, amely Szerint' ha I]I(Á) véges, akkor a B(x)-
hez tartoző obstrukció a Hasse elv egyetlen obstrukciója.

Ez az eredmény a G : Á esetben Manin eredeti eredményét adja vissza,
a G : X esetet pedig Sansuc bizonyította 1981-ben. A tétel érdekessége az
is, hogy ha 1II(á) véges, akkor B(X) is az, ami a Brauer csoportra nem
fe}tétlenül te}jesii}. Ez lehetővé teszi konkrét esetben a Hasse elv sérülésének
tesztelését.

Tudna rnutatn'i egy ol'yan péId,dt, amikor a Manin obstru'kción kíuiil mds
ki,uétel is uan?

Gőrbékre esetén m'ilyen köuetkezménnyel jdrnak ezek az eredrnények? Arra
gondolok, hogy ellipt'ikus görbék Tate-Safareu'ics csoportja dltalónosan elfoga-

d,ott sejtés szeri'nt uéges. A Manin tétel szerint tehót i,lyen görbékre csak a
M anin ob strakci'ó j elentke zhet.

Itt az ideje, hogy összefoglaljam a véleményemet. Pozitívumként állapítom
meg, hogy az értekezés az algebrai geometria hazánkban kevéssé képviselt,
de világviszonylatban igen nagy fejlődésen keresztül ment elméletében tar-
talmaz érdekes, új eredményeket. Az értekezésből megállapítható, hogy Sza-
muely Tamás nagyon jól elsajátította a terület modern elméletét és alkotó

rLocal-global principles for 1-motiues, Duke Math. J. 143 (2008), 531-557.
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módon tudja azt használni. Érdeme az is, hogy a tézisekben tovább fejleszti
ennek az elméletnek a magyar nyelvű terminolÓgiáját.

Negatívum számomra, hogy az értekezésben feldolgozott minden egyes
dolgozat társszerzős, sőt két dolgozat ugyanazzal a társszerzővel készült'
Nekem is sok társszerzős dolgozatom van, így nem vagyok a'priori az ilyen
dolgozatok ellen, sőt nagyon fontosnak tartom az együttműködést a szak-
emberek között. Az MTA doktora címmel azonban egyéni teljesítményt is-
merünk el és a jelen értekezésből lehetetlen kihámozni Szamuely Tamás sa-
ját eredményeit. Vélelmezem, hogy az eredmények fele tényleg az övé' Még
ezzel sem lenne baj, ha az eredmények a szakterület kiemelkedő teljesít-
ményei kozé tartoznának. A véleményem elkészítése közben tanulmányoz-
tam a MathSciNet-en és a Zentralblattban megjelent referátumokat, de nem
talá]tam annak a jelét, hogy legalább valamelyik a három dolgozat közüI
nemzetközileg nagy fe]tűnést keltett volna. Ez volt egyébként a saját prekon_
cepcióm is. Úgy éreztem, hogy a Abel varietásokról szemi-Abel varietásokra
általánosított eredmények bizonyítasa technikai szempontból nehéz lehet, de
áttörést jelentő eredményt nem hoz.

A pro és kontra érvek majdnem kiegyenlítik egymást, de nekem egyértel-
műen kel} állást foglalni. Az értekezés nyílt vitára bocsájtását határo-
zottanjavaslom. Ugyanakkor az MTA doktora cím odaÍtélését, hal-
ványan bár, de nem támogatom.

Debrecen, 2011. október 23.
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