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1. Bevezetés

1.1. Kittzott kutatasi feladat rovid o6sszefoglalasa

Egy topologikus teret diszpergdltnak (szétszortnak) hivunk, ha minden nem
iires alterének van izolalt pontja. Cantor és Bendixson klasszikus eredménye
szerint minden topologikus tér egyértelmtden el6all P U S alakban, ahol P
egy Onmagéaban strd zart altér, S pedig egy diszpergalt nyilt altér. A
topologia feladata a topologikus terek szerkezetének a leirasa. A fentiek
szerint tetszéleges terek szerkezetének megértéséhez sziikségiink van a terek
diszpergalt részeinek vizsgalatara. Egy ilyen vizsgalat zajlik a disszertécio
elsé felében.

A topologia standard eljarasat kovetve invaridnsokat rendeliink diszpergalt
terekhez és azt vizsgaljuk, hogy ezen invariansok milyen értékeket vehetnek
fel bizonyos térosztalyonkon beliil.

Diszpergalt terek vizsgédlatdnak alapveté modszere az adott tér Cantor-
Bendixson felbontasdnak az elgallitasa. Ennek segitségével definialhatjuk a
diszpergalt terek alapvets invariansat, nevezetesen a tér szamossdgsorozatat,
mint a tér nem iires Cantor-Bendixson szintjei szdmossigainak a sorozatat.

A disszertaci6 els6 részében bizonyos térosztalyok (elsGsorban lokalisan
kompakt regularis terek) szamossagsorozatait vizsgaljuk.

Vizsgalataink igen hamar tilmennek az altalanos topologia keretein és a
felmeriils fiiggetlenségi kérdések halmazelméleti modszereket kovetelnek.

Itt azonban a kévetkezs problémaéval kell szembenézniink: mig az altalunk
vizsgalando kérdések érdekesek egy szélesebb kozonség, az altaldnos topold-
gidval és — amint azt latni fogjuk — a Boole algebrékkal foglalkozok szamara,
addig a sziikséges vizsgalati modszerek komoly halmazelméleti hatteret, a
forszolas modszerének behato ismeretét feltételezik.

Ez a probléma természetesen mar kordbban is felmeriilt a halmazelmélet
mas alkalmazésai kapcsan, s ezért vezették be a kombinatorikus elveket. Ezek
olyan, a halmazelmélet szokésos axiomarendszerétdl fliggetlen, altalaban kom-
binatorikus jellegii allitasok, amelyeket (a) egyszerd megfogalmazni, de a-
melyek (b) hasznosak abban az értelemben, hogy szamos érdekes kovet-
kezményiik van. Ilyen elvekre két klasszikus példa a Martin Axiéma illetve
a < elv, de akar a kontinuuum hipotézis is ennek tekinthetd.

W. Just megmutatta, hogy szamossagok két speciélis sorozata az igyneve-
zett Cohen modellben nem lehet lokélisan kompakt diszpergalt terek (szuper-
atomos Boole algebréak) szamossagsorozata. A két bizonyitas hasonlo dtletekre
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épiilt, s mindkett§ a Cohen forszolas behatd ismeretét feltételezte. Just
meggondolasait hasznalva tébb méas kombinatorikus és topologiai eredményt
is kaptunk, s ez vetette fel az otletet, hogy a Cohen modell vizsgélatara is
probaljunk valamiféle kombinatorikus elveket bevezetni. Ezek a vizsgalatok
vezettek el [12] megirasahoz, s igy vette kezdetét a Cohen modellben teljesiils
kombinatorikus elveknek a disszertacié méasodik részében leirt kutatasa.

Parcialisan rendezett halmazok weak Freeze-Nation (wFN) tulajdonsaga-
nak a vizsgalatahoz a fentiektsl fiiggetleniil csatlakoztam, azonban hamar
kideriilt, hogy a bizonyos parcidlisan rendezett halmazokat wFN tulajdonsaga
maga is egy szamos érdekes kovetkezménnyel rendelkezé kombinatorikus elv-
nek tekinthets. Ez a megfigyelés indokolja, hogy a disszertacié mésodik részé-
nek harom fejezetében targyaljuk a wFN tulajdonségot és annak kovetkez-
ményeit.

Kombinatorikus elveink alapvetGen a Cohen modellre vonatkoznak. A
Cohen modellben azonban kézismerten nem igaz példaul a szamos konstruk-
ci6ban igen hasznos & elv. A disszertacio utolso fejezetében azt a kérdést
vizsgéaljuk, hogy vajon hogyan lehet ,sok” Cohen valost adni egy modellhez
olyan moédon, hogy a generikus bévitésben valamilyen d-szerti elv érvényben
lehessen.

1.2. Vizsgalati moédszerek

Az altalanos topologia szokasos modszerei mellett alapvetGen a halmazelmélet-
b6l vesziink eszkozoket. Kiterjedten hasznaljuk a forszolas soréan keletkezé
1j halmazok neveinek behato vizsgalatat. A végtelen kombinatorika tételeit
is lépten-nyomon alkalmaznunk kell.

Adott szamossagsorozattal rendelkezd diszpergalt terek konstrukciojara
1j amalgéiciés modszereket fejlesztettiink ki. Bizonyos osztalyokba tartozo
terek szamossagsorozatainak teljes konzisztens jellemezésének alapvets eszkoze
az altalunk bevezetett univerzdlis tér fogalma.

1.3. A disszertacio szerkezete

A disszertacio 17 fejezetbdl all. Az elsé fejezetben Osszefoglaljuk a legfonto-
sabb fogalmakat, a a szamossigsorozatokkal kapcsolatos korabbi alapvetd
tételeket, tovabba a disszertacié alapvetd eredményeit. A tovabbi fejezeteket
témakoronként a disszertacioé két része tartalmazza. Egy fejezet egy vagy
tobb cikk legfontosabb eredményeit tartalmazza roviditett forméban.
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2. F6 tudomanyos eredmények

2.1. Alapfogalmak

Legyen X egy tetsz6leges topologikus tér. Transzfinit indukciéval minden «
rendszamra definidljuk az adott tér X (®-val jelélt a-adik Cantor-Bendizson
deriwadltjat a kovetkezSképpen:

o X0 =X;
o X)) — (X)) azaz az X (@) tér torlodasi pontjainak a halmaza;
o X =, X ha o limesz rendszam.

Azaz XM az X torlodasi pontjainak halmaza, X ® a torlédasi pontok torlo-
dasi pontjai, és igy tovabb. Ha a < 3, akkor X(® D X®)  Van tehat egy
olyan miniméalis  rendszam, hogy X = X(©@+D  Ezt az a rendszamot az
X tér magassdganak vagy Cantor-Bendizson magassiganak hivjuk és ht(X)-
szel jeloljitkk. Természetesen ekkor az X (® altér nem tartalmazhat izolalt
pontot, azaz énmagaban stird. Mivel a derivalt halmazok mind zéartak, ezért
X (@ perfekt lesz.

Egy topologikus teret diszpergdltnak (szétszdrtnak) hivunk, ha minden
nem iires alterének van izolalt pontja. Konnyt latni, hogy az X \ X (X))
altér diszpergalt. Vagyis minden X tér el6all, mint az 6nmagéban stird zart
XMXD) altér és a diszpergalt nyilt X \ X (X)) altér tnidja. Azonban egy
diszpergalt tér szamossiga legfeljebb akkor lehet, mint a tér silya. Ez a
megfigyelés adja Cantor és Bendixson klasszikus tételét: a valos szamok
minden altere el6all egy 6nmagaban stird altér és egy megszamlalhato diszper-
galt altér inidjaként.

Torténetileg, a diszpergalt terek vizsgalatat Cantor, [32], kezdte, amikor
1872-ben belatta, hogy ha a

ap/2 + Z(an cosnx + by, sinnx)

n=1

trigonometrikus sor nulldhoz konvergal egy olyan X halmaz kivételével, amely
diszpergalt és amely magasséga véges, akkor a sor minden egyiitthatojanak
nullanak kell lennie.

Vizsgalataink sordn egy X tér Cantor-Bendixson derivaltjai helyett a tér
alabbi modon definialt Cantor-Bendixson hierarchidjat fogjuk vizsgélni.
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El6szor is jelolje 1(Y') egy tetsz6leges Y C X (al)tér izolalt pontjainak
halmazat. Transzfinit indukciéval minden « rendszémra definidljuk az adott
X tér 1,(X)-val jelolt a-adik Cantor-Bendizson szintjét a kovetkezGképpen:

[(X) = I(X\U{Iﬁ(X) 0 < 04}).
A definiciobol vilagos, hogy
I,(X) = XD\ x@,

tovabba, hogy az X tér pontosan akkor diszpergalt, ha elgall a Cantor-
Bendixson szintjeinek uni6jaként.

Egy X diszpergalt tér ht(X) magassaga tehat a legkisebb olyan [ rend-
szam, hogy I3(X) =0, azaz X = Uy<plo(X). A tér CS(X)-el jelolt szamos-
sdgsorozata a nem iires Cantor-Bendixson szintek szamossagainak a sorozata,
azaz

CS(X) = (Ha(X)]: & <ht(X)]).

Egy X diszpergalt tér wd(X)-vel jelolt szélességét a kovetkezSképpen
adjuk meg:
wd(X) = sup{|lo(X)| : @ < ht(X)}.

Hasznaljuk a kovetkezd jeloléseket: az a hosszu konstant x értéki soroza-
tot jelolje (xk),. Ha a = 1, akkor (k); helyett (k)-t frunk. Ha f egy «
hosszt, g pedig egy [ hosszu sorozat, akkor a két sorozat Osszefiizottjét,
konkatenaltjat jelolje f — ¢g. Tehat a h = f — g sorozat hossza a+ (3 , tovabba
h(E) = f(€) ha € < a, 6s h(a+n) = g(n) hay < 5.

Algebrai kitekintés: A szamossagsorozat fogalmat Day vezette be [33]-
ben, azonban nem topologikus terekre, hanem Boole algebréakra.

Egy B Boole algebrat szuperatomosnak neveziink, ha B minden homomorf
képe atomos. A szuperatomos Boole algebrakkal kapcsolatos alapkérdéseket
Tarski és Mostowski, [87], vetették fel 1939-ben. Szintén 6k vezették be a
szuperatomos Boole algebréak legfontosabb invariansait az alabbi modon.

Legyen A egy tetsz6leges Boole algebra. Jelolje At(A) az A atomjainak
halmazat. Ha J egy idedl A-ben, akkor legyen J* az az ideal, amit a

JU{xeA:z/TJ e At(A/T)}

halmaz general.
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Az o rendszam szerinti tranzfinit indukcioval definialjuk a 7, (A) idealokat
az alabbi modon: legyen Jp(A) = {0a}; ha a = o + 1, akkor J,(A) =
Jo(A)*; ha pedig « limesz akkor Jo(A) = Uy cp Jor(A).

Az A magassdga, amit ht(A) jeldl, legyen az a legkisebb § rendszéam,
amire J5(A) = Js11(A). Legyen tovabba wd,(A) = |At(A/T.(A)|.

Definialjuk az A-nak a C'S(A)-val jelolt szdmossdgsorozatat a kovetkezs
modon:

CS(A) = (wda(A) : a < ht(A)) .

Jol ismert, (1asd |68, Proposition 17.8|,) hogy egy A Boole algebra ponto-
san akkor szuperatomos ha van olyan a rendszam amire A = 7,(A).

Idézziik fel, hogy egy topologikus teret akkor hivunk Boole térnek, ha
kompakt, 0-dimenzios és Hausdorff. A Stone dualitds kolecsonosen egyértelmi
megfeleltetést ad Boole terek és Boole algebrak kozott.

2.1. Allitas ([68, Construction 17.7]). Egy B Boole algebra pontosan akkor
szuperatomos ha az S(B)-vel jelolt dudlis tere diszpergdlt. Ebben az esetben
ht(B) = ht(S(B)), és CS(B) = CS(S(B)).

Torténetileg a Boole algebrék szamosségsorozatai el6bb definidlték, ugyan-
is ezt a fogalmat Day, [33|, 1967-ben vezette be, mig topologikus terek szé-
mossagsorozatait elgszor LaGrange definidlta egy évvel késébb.

A jelen disszertacioban azonban, ha tehetjiik, akkor szuperatomos Boole
algebrak helyett kompakt diszpergalt tereket fogunk vizsgalni.

2.2. A kezdetek

Mazurkiewicz és Sierpiriski klasszikus eredménye szerint (lasd [86] vagy [68,
Theorem 17.11]) egy B megszamlalhato szuperatomos Boole algebrat az
izomorfia erejéig meghataroz szamossagsorozata! Megmutattak, hogy a meg-
szamlalhatd szuperatomos Boole algebrik szamossagsorozatai pontosan az
(w)z ™ (n) alaki sorozatok, ahol 3 egy megszédmlaltato rendszdm, n pedig
egy pozitiv természtes szam.

Mit mondhatunk nem megszdmlalhato Boole algebrakrol? Telgarsky 1968-
ban vetette fel a kérdést, hogy van-e olyan szuperatomos Boole algebra,
aminek szamossagsorozata (w),, ~ (1). A szuperatomos Boole algebrak mo-
dern vizsgalatanak ez a kérdés a kiinduld pontja.

A szamossagsorozatok tanulmanyozasa tehét a szuperatomos Boole algeb-
rék vizsgalataban gyokeredzik. Mivel a Stone dualités révén ezek az algebrak
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a kompakt diszpergalt tereknek felelnek meg, ezért a topologiai vizsgalatok
is a kompakt terekre koncenratalodtak.

Technikai okokbol kompakt terek helyett célszertibb egy mésik térosztalyt
vizsgani.
2.2. Definici6. Egy X topologikus tet akkor neveziink LCS*-térnek, ha
lokélisan kompakt, diszpergalt, de nem kompakt. *

Elemi meggondolasok adjak a kovetkezs allitast.

2.3. Allitas. Legyen s szdmossdgok eqy sorozata. A kovetkezd dllitdsok
ekvivalensek:

(1) s egy kompakt diszpergdlt tér szimossdgsorozata.
(2) s=1t"(n), aholn € w\ {0}, ést egy LCS*-tér szamossdgsorozata.

Igy tehat a kompakt terek szamossagsorozatait pontosan akkor ismerjiik,
ha meghataroztuk az LCS* terek szamossagsorozatait. Telgarsky eredeti
kérdését is atfogalmazhatjuk az alabbi modon:

Van-e olyan LCS*-tér, mely szamossdgsorozata (w),, ?

A fenti kérdést, szamos konzisztnes eredmény utan, az alabbi tétel valaszolja
meg ZFC-ben.

2.4. Tétel (Rajagopalan, 1976, [91]). Létezik olyan LCS* tér, mely szamossdg-
sorozata éppen CS(X) = (w)

w1’

Szamossagok egy adott sorozatanak szamos kévetelményt kell kielégitenie
ahhoz, hogy egy adott térosztany valamely elemének szamossagsorozata le-
hessen.

2.5. Allitas. (1) Ha az X tér diszpergdlt és requldris, akkor | X| < 211 ¢s
ezért ht(X) < (2110)+,

(2) Ha az s = (ko : o < J) sorozat eqy requldris tér szamossdgsorozata, akkor
minden o < 3 < § rendszdmra teljesiil kg < 25 és |5\ af < 25,

A kovetkezd definiciok megkonnyitik majd eredményeink megfogalmazésat.

2.6. Definicio. Ha « tetszsleges rendszam, akkor jelolje C(«) az o magas
LCS*-terek szamossagsorozatait. Minden fix végtelen \ szamossagra legyen

Ci(la) ={s eC(a):s(0) =AAVE <a[s(B) > A}

LAz irodalomban egy lokalisan kompakt diszpergalt teret neveznek LCS térek.



dc_69 10

A 2.13 tétel szerint, amit [14]-ben bizonyitottunk, C(«)-t meghatéarozza
ha ismerjiik C,(3)-t minden A szamossagra és minden § < « rendszamra.
1978-ban Juhész és Weiss erdsitették Rajagopalan eredményét.

2.7. Tétel (Juhasz, Weiss, [59]). Minden o < we rendszdmhoz van olyan
X LCS* tér, amire CS(X) = (w)

o

A 2.5 allitas szerint, ha igaz a kontinuum hipotézis, akkor (w),, ¢ C(ws).
Juhész és Weiss, [59], kérdezték, hogy vajon konzistens-e, hogy (w), €
C(wy). Just megmutatta, hogy egy ilyen tér konstrukci6jahoz nem elegends

feltenniink a kontinuum hipotézis tagadasat.

2.8. Tétel (Just, [64]). A Cohen modellben nincs olyan X LCS*-tér, amire
C5(X) = (w)

wg*

Evekkel késébb 1985-ben Baumgartner és Shelah adtak igenls valaszt
Juhész és Weiss kérdésére.

2.9. Tétel (Baumgartner, Shelah, [25]). Konzisztens, hogy van olyan X
LCS*-tér, amire CS(X) = (w),, -

Baumgartner és Shelah bizonyitasa azon alapult, hogy bevezették a A-
fiiggvény fogalméat, és megmutattak: (a) konzisztens, hogy van a A-fiigguény,
(b) ha van A-figgvény, akkor az alapmodel valamely MAF-os generikus bovi-

tésében van olyan LCS*-tér amely szamossdgsorozata éppen <w>w2.

LCS*-terek szamossagsorozataival kapcsolatban kétfajta kérdést vizsgal-
hatunk:

(1) Szamossagok adott s sorozatardl dontsiik el vajon s eldall-e mint egy
LCS*-tér szamosséagsorozata valamely /egy adott ZFC modellben.

(2) Adjunk pontos leirast a C(«) vagy a Cy(«) osztéaly elemeirsl bizonyos
ZFC modellekben.

Természetesen a masodik kérdéstipus altalanosabb, és ezért elvarhatoan
nehezebben is kezelhetd.

Az eddig emlitett pozitiv eredmények mind az els tipusba tartoznak:
bizonyos specidlis sorozatokhoz konstruéltak a szerzék adott sorozattal ren-
delkezd tereket. Méar ezen konstrukciok bonyolultsaga (kiilonosen a Baum-
gartner-Shelah tétel bizonyitasa) is elére jelezte, hogy milyen nehézségekkel
kell szembesiilniink amikor a mésodik tipustu problémakat vizsgaljuk.

7
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2.3. Egy ZFC eredmény

A disszertacio 1.2. fejezetében a kovetkezd, az elsé tipusba sorolhaté problé-
méaval foglalkozunk. A 2.7, a 2.8 és a 2.9 tételek szerint (a) minden o < wy
rendszdmhoz van LCS* tér (w), szdmossdgsorozattal, (b) ZFC+ —CH nem
donti el, hogy van-e olyan LCS* tér amely szdmossdgsorozata CS(X) =
(w),,- Amint azt [9]-ben belattuk, a ht(X) < (2FX)|)* becslés éles a
megszamlalhato sok izolalt ponttal rendelkezd LCS* terekre az alabbi ér-
telemben: minden o < (2¥)" rendszdmhoz van olyan X LCS* tér, amely
magassdga o, de |I(X)]| = w.

Sokkal kevesebbet tudtunk az w; sok izolalt ponttal rendelkezg LCS*
terekrsl, példaul maig megoldatlan kérdés, hogy ZFC-ben konstrualhato-
e olyan LCS* tér, amely szamossagsorozata <w1>w2. Valojaban, ahogy azt
Juhasz megjegyezte a 80-s évek kozepén, az a sokkal egyszertibb kérdés is
nyitott volt, hogy vajon ZFC-ben konstrualhato-e olyan LCS* tér, amely
legaldbb wy magas, de csak w; izolalt pontja van. Ez a probléma is sokaig
ellenallt a bizonyitési kisérleteknek. Végiil a [9] cikk {6 eredményeként pozitiv
valaszt adtunk Juhasz kérdésére:

2.10. Tétel. ZFC-ben konstrudlhato olyan LCS* tér, amely legaldbb wy magas,
de csak wy izoldlt pontja van.

A bizonyitas f6 OsszetevGje a kovetkezd altalanosabb eredmény:

2.11. Tétel. Ha k végtelen szdamossdg, és k<" = K, akkor van olyan X LCS*
tér, amely magassiga k*, de [I(X)]| = k.

2.10 bizonyitasanak alapgondolata az, hogy minden o < ws rendszamhoz
konstrualunk egy LCS* teret (wi), szdmossagsorozattal, aztan pedig meg-
probéljuk valahogy Gsszeragasztni ezen wy tér legalsé szintjeit, hogy egy wo
magas, de csupan w; izolalt ponttal rendelkezd térhez jussunk. Sajnos elemi
meggondolasok adjak, hogy nem elegendd a legalso szinteket 0sszeragasztani,
hanem tovabbi pontokat is azonositanunk kell. Ehhez egy teljesen 11j amalgé-
ciés technologiat kellett kifejleszteniink.

A kidolgozott technika ekkoriban csak azt bizonyitotta, hogy C,, (ws) # 0,
azonban ennek a modszernek a tovabbfejlesztésén alapulnak a koévetkezd
fejezet eredményei, ahol az Altalanositott Konntinuum Hipotézis (AKH)
feltevése mellett teljes Cy(«) osztalyokat irunk le.
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2.4. Szamossagsorozatok AKH mellett

Hossza ideig 1ényegében egyetlen olyan pozitiv eredmény volt, amely egy
,méasodik tipusi” kérdésre vélaszolt volna, azaz egy teljes C,(«) osztalyt
jellemzett. Nevezetesen LaGrange, és Juhasz és Weiss munkaja ZFC-ben
jellemezte a legfeljebb w; magas LCS* terek szamossagsorozatait.

2.12. Tétel (Juhész, Weiss, [61]). Végtelen szamossigok egy (ke : & < wy)
sorozata pontosan akkor lesz egy LCS* tér szdmossdgsorozata, ha k; < K¢
teljesiil valahdnyszor & < n < wy.

Azaz a szamossagaritmetika 6nmagaban eldonti, hogy szamossagok egy
w1 hosszi sorozata elGall-e mint egy LCS* tér szamossagsorozata. A helyzet
azonban dramaian mas, ha hosszabb, akir csak w; + 1 hosszu sorozatokat
tekintiink. Példaul azt a kérdést, hogy vajon (w), ~(w2) € C(w + 1)
teljesiil-e, nem donti el a kovetkezd szamossagaritmetika: 2% = wy és 2% = kT
ha k > w (lasd Just|64] és Roitman|93]).

Epp emiatt sokiig a szamossagaritmetika nem tiint alkalmasnak arra,
hogy eldontse, hogy akar egy viszonylag ,révid” sorozat egy LCS* tér szdmos-
sagsorozata-e. Azonban [14]-ben megmutattunk, hogy a valosédg mas, hisz az
AKH eldénti, hogy mik a C(«a) osztaly elemei az dsszes o < wo rendszamra.

Elgszor is megmutattuk, hogy C(«) elemeinek meghatarozasahoz elegendd
megmondanunk hogy milyen sorozatok vannak a Cy(a’) osztalyokban minden
o/ < wo rendszamra és minden végtelem \ szamossagra. Ez az allitas kovetke-
zik az alabbi altalanos ZFC-ben igazolhat6 redukciods tételbsl:

2.13. Tétel (|14]). Tetszoleges § rendszamra és végtelen szamossagok tetszdle-
ges s sorozatdra az alabbiak ekvivalensek:

(1) s € C(9),

(2) az s sorozat elédll so™ 17 -+ ~ Sp_1 alakban, ahol n € w és minden
i <n-res; € Cy,(0;), ahol \g > Ay > -+ > \,_1 végtelen szimossdgok €és
5:50++5n71

A redukceios tétel alapjan feladatunk tehat a Cy(«) osztélyok jellemzése,
ahol \ tetszbleges szamossag, a pedig wy-nél kisebb rendszam. Az AKH
melletti karakterizacié6 pontos megfogalmazasahoz a kovetkezd definicidkra
lesz sziikségiink.

Tetszbleges s € *{\, A1} sorozatra legyen

Ax(s) ={B € a:s(B) = A} =s"{A}.
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2.14. Definici6é. Ha « egy rendszam, akkor egy L C « sorozatra akkor
mondjuk hogy k-zdrt a-ban, ahol k egy végtelen szdmossag, ha minden
(v 11 < k) € "L novs sorozatra sup (o, : @ < k) € LU {a} teljesil. Az L
halmaz < A-zdrt a-ban pontosan akkor ha k-zart a-ban minden x < A
végtelen szamossagra. Azt mondjuk, hogy L rdkévetkezd zdrt a-ban ha
B+ 1€ LU{a} minden § € L rendszamra.

Most méar készen allunk a jellemzésre.
2.15. Tétel. Teqyiik fel, hogy AKH igaz, és rogzitsiink eqy oo < wy rendszdmot.
(i) Cola) = {s € {w,wn} : 5(0) = w}.
(i1) HA X > cf(\) = w, akkor
Cala) ={s € *{\ AT} :5(0) = X és A\(s) wyi-2drt a-ban}.

(111) Ha cf(\) = wy, akkor

Ca(a) = {s € *{\, A"} : s(0) = X tovdbbd

A\(s) w-zdrt és rakdvetkezd-zdrt a-ban}.

(iv) Ha cf(X) > wy, akkor
Cr(a) = {(A)a}-

A bizonyitas legnehezebb 1épése az alabbi tétel belatasa volt, ami a 2.11
tétel egy messzemend altalanositasa.

2.16. Tétel. Legyen X\ egy tetszdleges végtelen szamossdg, p = cf(\) > w és
teqyik fel, hogy A = X<F. Ha X\ < k < M egy szdmossdg és o < u* eqy p
kofinalitdsi rendszam, akkor (\), ™ (k),+ € C(u").

A disszertacio 1.4. fejezetében azt a kérdést vizsgaljuk, hogy mit mondha-
tunk hosszabb, azaz legalabb w, hosszi sorozatokrol az AKH feltételezése
mellett. Annyi ismert volt, hogy minden o < ws rendszamra az AKH-val
konzisztens, hogy (wi1), € C(a). Az azonban a mai napig nyitott kérdés,
hogy (w1),,, € C(wz2) bizonyithaté-e ZFC-ben vagy AKH-bol.

Ha k egy végtelen szamossag és 0 < k1T egy rendszam, akkor definialjuk
fiiggvények Dy (d) rendszerét az alabbi modon: ha k = w, akkor

Dw(é) = {f € 5{(.0,(.01} : f(()) = w}’

10
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és ha k > w, akkor
D.(6) = {s € *{r,kT} : 5(0) = Kk, s ' {k} < K-zart és rakovetkezs-zart 6-ban}.

Elemi topologiai meggondolasok adjék, hogy ha AKH igaz, akkor a D, (d)
fiiggvényosztaly az C,(0) osztaly természetes felsé korlatja, vagyis AKH-bol
kovetkezik, hogy

Cx(0) € Du(9).

Azt sejtiik, hogy AKH-bol kivetkezi, hogy C.(a) = Dx(a), de ezen sejtés
legegyszeriibb speciélis esetének, a (w1), € C(wy) tartalmazasnak a belatasa-
tol is messze vagyunk.

Konzisztens részeredményeket értiink el. Az alabbi fogalom - amint azt
késébb kifejtjiik - kulcsszerepet jatszott vizsgalatainkban.

2.17. Definicié. Egy X LCS* tér akkor C,(«)-univerzdlis ha CS(X) € Cy(«)
és minden s € C,(«) sorozathoz van X-nak olyan Y nyilt altere, hogy

CS(Y) =s.

A keresett részleges karakterizéciohoz vezets és a 2.3 fejezetben megfogal-
mazott f6 eredmény az alabbi tétel.

2.18. Tétel. Ha rk > w eqy requldris szimossdg, k=" = K és 2& = k™, akkor
minden 6 < kT rendszdmhoz van eqy olyan k-teljes, k™ -antildnc feltételes P
kényszerképzet, amely szdmossdga kT, tovdbbd V¥ -ben az aldbbi dllitds igaz:

Cx(6) = Dx(0)
és létezik Cy(0)-univerzdlis LOS* tér.

Hogyan jonnek az univerzalis terek a képbe? Az elss tlet a Cy(0) = D, (9)
egyenlGség konzisztenciajanak a bizonyitasara az, hogy hajtsunk végre egy
iteralt forszolast. Minden f € D, (d) fliggvényhez probaljunk talalni egy Py
parcidlisan rendezett halmazt, hogy

Lp, IF Van olyan X; LCS® tér aminek szamossag sorozata éppen f.

Mivel tipikusan |Xy| = 7, igy a szokésos meggondolasok alapjan, ha meg
akarjuk 6rizni a szamossagokat és az AKH-t is, akkor Pr-nek rk-teljesnek
és a rT-antilanc feltételt kielégitének kell lennie. Ebben az esetben a Pj-
fel valo forszolas k-nak st 1j részhalmazat hozza be. Azonban tipikusan

11
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|D.(0)] = k11! Igy az iteralas hossza legalabb k*T, azaz a végs6 modellben
k-nak lesz legalabb x* - k™ = k1 ) részhalmaza, azaz 2% > k*.

Azonban egy C,(0)-univerzalis tér szamossaga x*, igy tehat esélylink van
arra, hogy azt egyetlen k' szdmossagu, s-teljes, a xT-antilanc feltételnek
elegeget tevg P forszolassal behozzuk. Ebben az esetben viszont a (2”)VP <
((|P|%)*)V = k™, azaz a generikus bévitésben van esélyiink az AKH megorzé-
sére.

A 2.18 bizonyitasa soran a f& probléma az, hogy a keresett univerzalis
LCS* tér forszolasara természtesen adddd parcidlisan rendezett halmazok
nem tesznek eleget a megfelel6 antilanc feltételnek, s igy annak garantaléaséra
az ,orbit” Martinez altal bevezetett fogalmat is hasznalnunk kell. Az anti-
lancfeltétel teljesiilését garantald amalgaciot igy is csak hosszodalmas szamo-
las révén tudjuk ellendrizni.

A 2.18 tétel a hosszabb szamossagsorozatok aldbbi konzisztens jellemzést
adja:

2.19. Tétel. Ha AKH igaz, akkor requldris szdmossdgok eqy tetszéleges, o
hosszu f sorozatdra az aldbbi dllitdsok ekvivalesek:

(A) f € C(a) az alapmodell valamely szimossdg- és AKH-6rz6 generikus
bovitésében.

(B) s eldadll sg~ s1 7+ ~ su_1 alakban, aholn € w, és minden i < n-re
si € Dy, (6;), ahol \g > Ay > -+ > \,_1 végtelen reguldris szamossdgok
€sd =0+ -+ 0p_1.

Szingularis szdmossagokat is tartalmazo6 sorozatok jellemzése pillanatnyi-
lag reménytelennek tiinik, ugyanis jelenleg még ahhoz is nagyszamossag fel-
tevést kell hasznalnunk, hogy megmutassuk, hogy az (R.)y ~ (Roti)y, .,
sorozat is lehet LCS* tér szamossagsorozata.

2.5. Univerzalis terek és fellépési tételek

Az 1.5. és 1.6 fejezetekben foglalkozunk ezekkel a kérdésekkel .

Az univerzalis terek fogalméat a disszertacid 1.4. fejezetében vezettiik
be. Azt sejtjiik, hogy mindig létezik univerzalis tér, belatni azonban ezt az
allitast [16]-ban csak az alabbi specialis esetekben sikeriilt: (1) Van C,(w1)-
univerzdlis LCS* tér. (2) Ha AKH igaz, akkor minden végtelen \ szdmossdghoz
és 0 < wy rendszdmhoz van Cx(0)-univerzdlis LCS* tér.

12
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Mi a helyzet a C,,(ws) osztallyal? Amint azt méar emlitettiik, Baumgartner
and Shelah megmutattik, hogy ha van A-figgvény, akkor (w), € C.(w2)
teljesiil az alapmodell egy ,természtesen addédd” MAF-os kényszerképzettel
torténd bovitésében. Esetiinkben a ,természetesen adodo” kifejezés azt jelenti,
hogy a parcidlisan rendezett halmaz elemei egy, az adott szamossagsorozatal
rendelkezé tér kornyezetbazisanak a véges kozelitései. Erre a modszerre
épitve Bagaria, |21], megmutatta, hogy a C,(w2) 2 {s € “>{w,w1} : s(0) =
w} allitas szintén konzisztens. Ehhez arra volt sziiksége, hogy M Ay, teljesiil-
jon a végs6 modelljében. Azonban ha M Ay, igaz, akkor 2“0 > w3, marpedig
ha 2“0 = w,, akkor C,(ws) osztaly természtes fels korlatja egy sokkal nagyobb
halmaz, nevezetesen

Co(wz) C{s e “{w,:v<a}:s0)=w}. (1)

Ezek az eredmények vetették fel azt a kérdést, hogy vajon lehetet-e egyen-
16ség (t)-ban.

Az 1.5. fejezetben erre a kérdésre pozitiv valaszt adunk, mert belatjuk,
hogy konzistens, hogy 2% = wy és van olyan C,(w)-univerzalis LCS* tér ami
mutatja, hogy C,(w2) a lehets legnagyobb, azaz

Co(wg) = {s € “’{w,wy,ws} : s(0) = w}.

Az 1.6. fejezetben azt vizsgaltuk, hogy adott magassagu LCS* terek
konstrukcioibol mikor lehet magasabbakat kapni. Baumgartner and Shelah
nevezetes 2.9 tételét Martinez a kdvetkezd iranyban altalanositotta. Sokkal
bonyolultabb kombinatorikus meggondolasokat hasznalva belatta, hogy ha
van A-fiigguény, akkor minden § < ws rendszdmhoz van olyan MAF-os Ps
kényszerképzet, hogy (w)s € C,(0) igaz VT -ben.

Természetesen adodik a kérdés, hogy vajon tényleg sziikség van-e Martinez
forszolasos konstrukcidira, vagy pedig az igaz-e, hogy

ha (w),,, € Cu(w2) akkor (w)s € C,(0) igaz minden § < w3 rendszdmra.

Ez a kérdés nyitott maradt, de sikeriilt egy fellépési tételt belatnunk:
ha valamilyen x szamossigra van egy ,természetesen addédé” MAF-os P
parcidlisan rendezett halmaz, melyre (w), € C,(k) teljesiil V'-ben, akkor
minden § < kT rendszamra van egy ,természetesen adodo” MAF-os (Q parcia-
lisan rendezett halmaz, melyre (w); € C,(9). A tétel érdekessége, hogy nem
csak a kK = wy esetben mikodik.
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2.6. Szélesebb terek

Baumgartner és Shelah, Bagaria, Martinez és jelen szerz6 munkija nyoméan
tudjuk, hogy konzisztens, hogy 2¥ = wy és “2{w, wy,ws} C C(ws).

Hosszu ideig wy egy misztikus korlatnak tiint nem csak magassagban, de
szélességben is. Az sem volt ismert, hogy vajon a (w),, ~ (ws3) sorozat lehet-
e C(w; + 1) eleme. A 1.7. fejezetben sikeriilt megmutatni, hogy nem csak
a fenti sorozat lehet szamossagsorozat, hanem “2{w,w,ws, w3} C C(wsy) is
lehetséges. Pontosabban az aldbbi allitast lattuk be:

2.20. Tétel. Ha AKH igaz és A > w eqy requldris szdmossdg, akkor valamely
szamossdagmeqgorzd generikus bovitésben 2 = X és végtelen szdmossagok eqy
teszdleges s = (S @ v < wy) sorozata, melyre s, < A, eqy LCS* tér szamossdg-
sorozata lesz.

A kapott modellben tehat C,(ws) a (f) altal megengedett lehets legna-
gyobb.

Ebben az esetben is egy univerzalis teret konstrualunk, azonban a széle-
sebb tér konstrukciojaért meg kell fizetni az arat, ugyanis egy sokkal bonyo-
lultabb, tobb lépéses forszolas adja a teret.

A megfelel6 generikus bévitést egy harom lépéses iteralasban készitjiik el.

(1) Az els6 generikus bévitéssl megkonstrualunk egy , strongly stationary
strong (w1, \)-semimorass™t.

(2) Ezt a ,strong semimorass™t hasznalvan a masodik bovitéssel elkészitiink
egy A(wse X \)-fligguényt.

(3) Végiil a A(wsex \)-fiiggvényt hasznalva hozzéadunk egy ,,torzzsel rendelke-
26 LCS* teret” a méasodik modellhez és megmutatjuk, hogy egy ilyen tér
létezése elegendS annak garantélasara hogy végtelen szédmosségok egy
teszbleges s = (s, : a0 < wy) sorozata, melyre s, < A\, egy LCS* tér
szamossagsorozata legyen.

Jegyezziik meg, hogy a torzzsel rendelkezd LCS* tér esetiinkben egy specialis
alaki C,,(w9)-univerzalis teret ad.

Az 1.8. fejezetben Roitman egy klasszikus eredményét altaldnositjuk és
ergsitjiik. Fliggvények NDP tuljadonsagat bevezetve Roitman megmutatta,
hogy konzisztens, hogy az (w),, ~ (wa) sorozat egy LCS* tér szdmossagsoroza-
ta. Ezt az eredményt altalanositottak [66]-ban, amikor is belattak, hogy tet-
sz6leges végtelen k regularis szdmossagra konzisztens, hogy van olyan LCS*
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tér, amely szamossagsorozata (k). — (k). Ennél erésebb allitast latunk
be [17]-ben:

2.21. Tétel. Tegyiik fel, hogy k < X végtelen szimossdgok, k<" = Kk és
25 = kt. Han egy olyan rendszam, hogy Kkt < n < k™t és cf(n) = kT,
akkor a (k), ~ (A) sorozat egy LOS* tér szdmossdgsorozata lesz az alapmodell
valamely szdmossagmegorzd generikus bovitésében.

2.22. Kovetkezmény. Ha o < wo, cf(a) = wy, akkor konzisztens, hogy
(W), " (ws) € C(a+1). Ha f < ws, cf(f) = wa, akkor konzisztens, hogy
(Wi)g ™ (ws) €C(B+1).

A tavlati cél az, hogy a 2.21 tétel modszerét lehessen altaldanosabban az
1.4. fejezetben leirt moédon szélesebb terek jellemzésére hasznalni, de jelen
pillanatban mar 2.21 belatasa is komoly technikai problémékat vetett fel.

2.7. Regularis és 0-dimenzios terek

Lattuk, hogy a 2.5 allitasban megfogalmazott kovetelmények nem elegendek
ahhoz, hogy jellemezzék az LCS* terek szamossagsorozait. Példaul, ha 2¢ >
wo, akkor a (w}m sorozat eleget tesz a 2.5-ben megfogalmazott kvetelményeinek,
de mégsem lesz feltétlen C(wsq) eleme.

Gyokeresen més a helyzet, ha LCS*| terek helyett b6vebb térosztalyokat
tekintiink. [9]-ben megmutattuk, hogy a fenti megszoritas az egyetlen kovetel-
mény regularis vagy 0-dimenziés terek szamosségsorozataira nézve.

2.23. Tétel. Ha s = (s(a) : a < 3) végtelen szamossdgok egy sorozata, akkor
a kovetkezo dllitdsok ekvivalensek:

(1) s = SEQ(X) valamely 0-dimenzids diszpergdlt X térre .
(2) s = SEQ(X) valamely reguldris diszpergadlt X térre,
(3) 18\ a <25 ¢éss(a’) <25 haa <o <8,

A fenti tétel érdekes kovetkezménye az, hogy ambéar a regularis és a 0O-
dimenzids diszpergalt terek osztalyai kiilonbozéek, de ennek ellenére szémos-
sagsorozataik azonosak.

Meglep6 modon kozvetlen konstrukcioval nem tudjuk belatni, hogy a fenti
tételben (1) és (2) ekvivalens, csak az altalanos jellemzésen at miikodik a
bizonyitas.
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2.8. Inicialisan wi;-kompakt terek

E. van Douwen és tdle fiiggetlentil A. Dow, [34], belattak, hogy ha igaz
a kontinuum hipotézis, akkor minden regularis, megszamlélhatd sziikségi,
inicidlisan wy-kompakt tér sziikségszertien kompakt is. Természetesen adddott
a kérdés, hogy vajon sziikséges-e feltenni KH-t, vagyis bizonyithato-e ugyanez
az allitas ZFC-ben. A kérdés még érdekesebbé valt, amikor [23]-ben Fremlin
és Nyikos megmutattak, hogy PFA-bol is kovetkezik az allitas.

[90]-ban M. Rabus tagado6 valaszt adott van Douwen és Dow fenti kérdésé-
re. Forszolassal egy olyan B Boole algebrat konstruélt, hogy az St(B) Stone
tér egy megfelels altere wy szamossag ellenpélda lesz. A Rabus altal hasznalt
forszolés kozeli kapcsolatban van azzal, aminek segitségével Baumgartner and
Shelah [25]-ben megmutatta, hogy (w),, € C(ws) konzisztens. Speciélisan,
Rabus is egy tugynevezett A-fiiggvényt hasznélt, aminek azonban bizonyos
specialis tulajdonsagokal is kellett rendelkeznie.

[11]-ben egy méas modszerrel, kozvetleniil a tér egy szubbazisat forszolva
gyartottuk ellenpéldat van Douwen és Dow kérdésére, amely konstrukcio
egyszertibb, sokkal intuitivabb, nem koveteliink meg az altalunk hasznalt
A-fiiggvénytdl semmi extra tulajdonsagot, tovabbéa a mi teriink rendelkezik
bizonyos extra tulajdonsidgokkal is. Raadasul az altalunk konstrudlt tér egy
megfelels tovabbi iterdlt forszalassal Frechet-Urysohn tulajdonsagi térré is
tehets. [11] f6 eredménye tehat az alabbi tétel:

2.24. Tétel. Ha 2¥ = wy és létezik A-fiigguény, akkor van olyan wo szdmos-
sdgu, MAF-o0s Py parcidlisan rendezett halmaz, hogy V1 |= , Van egy X; =
(w2, Tf)-nal jelolt 0-dimenzids, jobb-szepardlt (azaz diszpergdlt), lokdlisan kom-
pakt tér, amely rendelkezik a kévetkezd tulajdonsdgokkal is:

(1) t(Xf) = w, s6t Frechet-Urysohn tulajdonsdgi,
(1) VA € [wo]** Ja € wy |[ANH()| = wr,
(iii) YA € [wo]® ( vagy A kompakt, vagy |ws \ A < wy).”

Kovetkezésképpen, VI -ben X egy lokdsisan komkakt, megszdimldlhatdan szik,
normdlis, inicdlisan wy-kompakt, de nen kompakt tér.

Arhangel’skii, |20, problem 3|, kérdezte, hogy vajon van Douwen es Dow
fentebb emlitett tételében a 2* = w, feltevés helyett elegendd-e, hogy 2* <
2417 Megmutattuk, hogy nem elegendd, mert ellenpéldank lényegében minden,
a kontinuum hipotézist tagad6 szamossagaritmetika mellett létezhet.
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A fenti tételiinket erdsitettiik [8]-ban, s ezt az eredményt tartalmazza az
1.8 fejezet. Nevezetesen fenti példankat els6 megszamlahatova tudtuk tenni.
Ez a latszolag kis 1épés azonban sok évi munkat igényelt.

Valojaban méar Alan Dow azt sejtette, hogy Koszmider [74]-ben leirt
modszerét Rabus [90] terére alkalmazva egy inicidlisan wi-kompakt, de nem
kompakt elsé megszamlahato teret kapunk. Egy ilyen konstrukciés kisérlet
szerepel a masodik szerz6 |71] irdsaban. Azonban a fellépd technikai problé-
mékon csak ugy sikeriilt urra lenni, hogy Rabus konstrukcioja helyett [11]
modszerét alkalmaztuk. A kapott 6 eredmény a kovetkezd allitas.

2.25. Tétel. Konzisztens, hogy van eqy a lokdlisan kompakt, 0-dimenzios,
normdlis, elsd megszdmldalhato, inicidlisan wi-kompakt, de nem kompakt X
tér.

Jegyezziik meg, hogy a fenti bizonyités is egy igen speciélis tulajdonsagu
A-fiiggvény létét hasznalta. Teriink azonban, 1évén els6 megszamlahato, nem
lehetett diszpergalt, azonban [11]-ban megadott diszpergalt térkonstrukeio
megfelel6 moédositasan alapult. Tételiinkkel megvalaszoltuk Arhangel’skii,
[20, problem 12|, kérdését.

Az X tér egypontos aX kompaktifikacioja rendelkezik azzal a tulajdonség-
gal, hogy (a) a végtelen tavoli ponthoz lehet konvergalni wy tipust sorozattal,
(b) nem tartalmaz w; tipust konvergens sorozatot, azaz a konvergenciaspekt-
ruma kihagyja wi-t. Tudtunkkal ez az egyetlen ismert kompakt tér, amely
rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

2.9. Kombinatorikus elvek a Cohen modellben

Az elmilt 40 évben szamos allitasrol lattak be, hogy azok fiiggetlenek ZFC-
t6l, a halmazelmélet szokasos axidmarendszerétsl. Ezeknek a fiiggetlenségi
eredményeknek a bizonyitasai altalaban kifinomult és mély halmazelméleti
modszereket igényelnek, ugyanakkor az eredmények maguk altalaban érde-
kesek nem csak a halmazelmélészek, de mas matematikusok szamara is. Igy
tehat természetes gondolat volt, hogy megprobaljanak elkiiloniteni relative
kis szamu elvet, azaz fiiggetlen allitast, amelyek (a) egyszerten megfogalmaz-
hatok (b) hasznosak abban az értelemben, hogy bel6liik szamos maés allitas
levezethets. A legtobb ilyen allitas kombinatorikus jellegti. Legnevesebb
példa erre a Martin Axiéma: mig a Martin Axiéma konzisztenciajanak a
bizonyitasa az iteralt forszolas ismeretét igényli, addig a Martin Axioma
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alkalmazéasahoz az algebraban, a topologiaban vagy az analizisben elegendé
a halmazelmélet alapszintd ismerete.

Amint emlitettem, Just belatta, hogy a Cohen modellben sem az (w)w,
sem az (w), ~ (w2) sorozat nem lesz LCS* tér szdmossdgsorozata. A két
bizonyitas hasonl6 Gtleteket alapul. Ugyanezen gondolatokat hasznalva bizo-
nyitottunk mas allitasokat is, s igy természtesen volt megvizsgalni, hogy nem
lehetne-e ezeket az ismétl6ds meggondolasokat is valamiféle , kombinatorikus
elvbe” foglalni. Igy kezdtiink el a Cohen modellben érvényes kombinatorikus
elvekkel foglalkozni, s a problémakor eredete kapcsolja Ossze eredendGen a
disszertacio két részét.

A kordabbiakban bevezetett kombinatorikus elvek vagy Martin Axiéma
szeri allitasok voltak, vagy pedig L-ben, a konstrualhaté univerzumban (is)
teljesiiltek. Tudtommal a mi munkank volt az elsé kisérlet arra, hogy mas
modelleket is ilyen elvekkel jellemezziink.

A fent megfogalmazott hasznossagi és egyszertiségi kovetelmények altala-
ban ellentmondanak egymésnak. Reméljiik, hogy munkankban sikeriilt egy
megfelels egyensulyt teremteniink koztiik.

Amint az latni fogjuk, sikeriilt olyan elveket talalnunk, amelyek egyrészt
igazak a Cohen modellben, masrészt beldliik - szaimos més eredmény mellett
- le tudjuk vezetni Just fentebb emlitett eredményét: sem az (w), , sem az
(w),, ~ (w2) sorozat nem lesz egy LCS* tér szamossagsorozata.

A disszertacio 2.1. fejezetében olyan kombinatorikus elveket vezetiink
be, amelyek P(w)-ra, a természetes szamok hatvinyhalmazara vonatkozo
allitasok. Valojaban minden allitas (A(a, n) : (o, n) € K X w) alakd matrixok-
ra vonatkozik, ahol A(a,n) C w valahanyszor (a,n) € K X w, és az érdekes
esetekben x egy olyan reguléris szamossag amire 2% > Kk > w;.

Megmutatjuk, hogy ezek az elvek, allitasok igazak minden olyan modellben
amit gy kapunk hogy tetszdéleges szamu Cohen valost adunk egy V' alapmodell-
hez feltéve hogy a k paraméter reguléris és w-elérhetetlen szamossdg V -ben
(azaz ha A < k akkor \* < k). Az elveink olyan &llitasok lesznek, amelyek azt
mondjék, hogy egy ilyen martix sziikségszeriien tartalmaz nagy ,szabalyos”
részmartixot.

Elveink szamos kovetkezményét is belatjuk, néhany koziliik kombinato-
rikus, masok topologikusak.

Elveink megfogalmazéasukhoz néhany el6zetes definiciora lesz sziikségiink.

Ha S egy tetszbleges halmaz, k € w és Dy, ..., Dy_1 C .5, akkor legyen

(S)F = {s€ S*¥:|rans| = k}
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és

(Do,...,Dy1) ={s€ (S): Vieck (s(i) € D)}

2.26. Definici6. Ha S rendszamok egy halmaza, akkor M (S) alljon az 6sszes
olyan S X w-métrixbol, amelyek elemei w részhalmazai, azaz A € M(S)
pontosan akkor, ha A = (A(«,i):a € S,i <w), ahol A(w,i) C w minden
a € S rendszémra és ¢ < w természetes szamra.

Ha A = (A(o,i) € S,i <w) € M(S) és R C S akkor definialjuk
az A | R métrixot, A-nak R-re valé megszoritisdst az alabbi természetes
modon:

AT R=(Ala,i):a € R)i <w).
Ha A = (A(q,i) s a € S,i <w) € M(5), t € w< és s € (9)] akkor legyen
Als,t) =[] Als(i), t(2)).
i<|t]

2.27. Definicié. Rogzitsiink egy x = cf(k) > w szamossagot.
(a) A C(k) elv a kovetkezs allitas : ha T C w<¥ és A € M(k) akkor (C1)
vagy (C2) teljesiil:

(C1) Van olyan S C « kofinalis halmaz hogy A(s,t) # () valahanyszor t € T
és s € ().

(C2) Van t € T és vannak x-nak kofinalis Dy, Dy, ..., Dyj_1 részhalmazai,
hogy ha s € (D, ..., Dy-1) akkor mindig A(s,t) = 0.

(b) A C(r) elv a kovetkez§ allitds : ha T' C w= és A € M(k) akkor vagy
(C1) vagy (C2) teljestil:

(C1) van olyan S C & kofinalis halmaz hogy barmaly t € T és s € ()
elemekre |A(s,t)| < w,

(C2) Van t € T és vannak s-nak kofinalis Dy, Dy, ..., Dyyj—1 részhalmazai,
hogy ha s € (Do, ..., Djy—1) akkor mindig |A(s, )| = w.

(c) Az F(k) elv az alabbi allitas: ha T' C w<* és A € M (k) akkor vagy (F1)
vagy (F2) teljesiil:

(F1) van olyan S C r kofinalis halmaz hogy a [{A(s,t) : t € T,s € (S)H}|
halmaz megszamlalhato.
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(F2) van t € T és vannak s-nak kofinalis Dy, Dy, ..., Dj_1 részhalmazai,
hogy ha sg,s1 € (Do,...,Dj—1) olyan elemek, hogy so(i) # s1(i) ha
i < |t|, akkor A(sg,t) # A(s1,1).

Az C%(k), 65(/@) és az I*(k) elveket gy kapjuk, hogy a fenti definiciokban
a ,kofinalis” kifejezést mindeniitt ,stacionarius™ra cseréljiik.

2.28. Tétel. Ha K eqgy requldris, w-elérhetetlen szdmossdag akkor barmely A
szamossdgra teljestil, hogy

V2R O (k), F (k) és a C°(k) elvek igaz.”

El6szor elveink néhany kombinatorikus kovetkezményét emlitjiik.

Kunen [76] megmutatta, hogy a Cohen modellben nincs w részhalmazainak
wy tipust hosszi szigortan monoton C*-novd lanca. Ezt altalanositja elsé
tétellink.

2.29. Tétel. Ha C(k) igaz, akkor tetszéleges k szamossigi A C [w}w hal-
mazrendszerre vagy

(a) 3Be [A|"VB#DB €B|B\B|=w
vagy
(b) IX € [w]" {AeA:AC X} =[{AcA: X C* A} =&

2.30. Tétel. Ha C(k) igaz, akkor nincs k-Luzin gap [w]”-ban.

Lassunk topologikus kévetkezményeket. Els6 két allitdsunk Just eredményeit
ergsiti.
2.31. Tétel. (1) Ha C*(k) igaz, akkor az (w), sorozat nem lesz LCS* tér
szamossagsorozata.
(2) Ha ct(N\) > wy és F5(\1) igaz, akkor nincs olyan X LCS* tér, hogy X
magassdga X+ 1, |Ip(X)| =w, [I(X)| <X haa <X és|[\(X)] = AT,

[49] terminologiajat kovetve egy topologikus teret Py-nek hivunk, ha nem
tartalmaz két diszjunk, nem megszamlalhato nyilt alteret. Hajnal és Juhéasz
kontsrualtak ZFC-ben els6 megszamlalhaté w; szamossagiu P, teret. Azt
is belattak, hogy konzisztens, hogy tetsz6legesen nagy kontinuum mellett
lehet kontinuumos példa. Nem tudtak azonban, hogy a kontinuum hipotézis
tagadéasa elegendd-e wy-s példa megkonstrualasahoz. Mivel [49] szerint minden
P; tér szeparabilis, az alabbi tétel szerint nincs mindig wo-es példa akkor sem,
ha a kontinuum nagy.
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2.32. Tétel. Ha C*(k) igaz, akkor minden elsé megszamldlhatd szepardbilis
K szdmossagu Ty tér tartalmaz két diszjunk k szdmossagu nyilt halmazt.

Legtjabban sikertilt elveinknek Banach terekre is alkalmazni [1]-ben. Ha
a kontinuum hipotézis igaz, akkor minden legfeljebb 2“ stirtiségti Banach
algebra beagyazhato (., /co-ba. A Cohen modellben nem igaz ez az allitas,
azonban a bizonyitads komoly forszolasi ismereteket igényel. Ezért érdekes,
hogy a fenti allitast sikeriilt egyik elviinkbdl is levezetni az alabbi mdédon.

2.33. Allitas. Ha C’(ﬁ) igaz akkor teljesil az aldbbi, ®,.-val jeldlt dallitds.

(®4): V{fo:a <k} Clo/co YVl EWNYey,...,co ERVz €R
381,...5 € [5]" Fp e {<, >}

14

Z Ci + fa(i)

i=1

Va € (Sl,...,Sg) pT.

2.34. Allitas. Ha ®, igaz, akkor C([0, k]) nem dgyazhatd be Lo,/ co-ba.

2.35. Allitas. Ha ®,, igaz, akkor van olyan < wy siriségi X Banach tér
hogy C([0,ws]) nem dgyazhato be X -ba, de X mégsem dgyazhato be lo, /co-ba.

A Cohen modell behat vizsgalata aztéan visszahatott a szdmossagsorozatok
kutatasara is. Ahogy maéar t6bbszor emlitettiik, Just megmutatta, hogy a
Cohen modellben (w), ¢ C(wsz). A Cohen modell egy sokkal finomabb
analizisét hasznalva sikeriilt ezt az eredményt megjavitanunk. Ahogy azt
a 2.2. fejezet tartalmazza, [10]-ben balattuk az alabbi tételt:

2.36. Tétel. Egy Cohen modelben eqy X LCS térnek legfeljebb wy darab
megszamldlhato Cantor-Bendizson szintje lehet, azaz

o < ht(X) : | (X)| = w}| < wi.

A fenti tétel bizonyitasa kozvetlen bizonyitasa helyett valojaban egy alta-
lanosabb topologikus tételt latunk be, s taldn ez is az oka annak, hogy a
bizonyitas meglep&en bonyolultnak kiilonds tekintettel arra, hogy az el6z6
fejezet kombinatorikus elvei konzisztenciajanak a bizonyitésa standard mod-
szerekkel tortént.

Megfogalmaztuk a kovetkezd sejtést:
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Sejtés: Egy X LCS* térnek legfeljebb wo darab megszamlalhato Cantor-Bendiz-
son szintje lehet, azaz |[{a < ht(X) : |[Io(X)| = w}| < w,.

Sejtéslink érdekességét az alabbi megfigyelés adja. Shelah hires eredménye
szerint
max pcf{R,, 1 n <w} <N,

amibdl konnyen adodik, hogy ha 2% < R, akkor R®0 < X, . A mai halmazel-
mélet talan legérdekesebb kérdése, hogy vajon javithato-e Shelah eredménye.
Ha a fenti sejtés igaz, akkor azt Shelah eredi bizonyitasidba beillesztve az
adodna, hogy

max pcf{R,, 1 n <w} < N,

és igy ha 2% < N, akkor R < R__ lenne.

2.10. Eredmények a weak Freeze-Nation tulajdonsaggal
kapcsolatban

Parcialisan rendezett halmazok weak Freeze-Nation (wFN) tulajdonsagainak
vizsgalatahoz a a kombinatorikus elvek kutatésatol fliggetleniil csatlakoztam.
Azonban hamar kideriilt, hogy bizonyos parcialison rendezett halmazok wFN
tulajdonsiga maga is egy szamos érdekes kvetkezménnyel rendelkezé kombi-
natorikus elvnek tekinthetd.

2.37. Definicié. Egy P parcialis rendezés rendelkezik a weak Freese-Nation
(wFN) tulajdonsaggal ha van egy olyan f: P — [P]w leképezés hogy

e hap, g€ P és p < qakkor van olyan r € f(p) N f(q) hogy p <r <gq.

Legyen ¢ C P. Azt mondjuk, hogy @) <, P ha minden p € P elemre a
{¢ € Q : ¢ < p} halmaznak van egy megszamlalhato kofinalis része és a
{q € Q : ¢ > p} halmaznak van egy megszamlalhat6 koinicialis része.

Konnyen lathato, hogy a P parcialisan rendezett halmaz pontosan akkor
wiN tulajdonsagt, ha a {Q € [P]”" : Q <, P} halmaz kofinalis és zart. [46]-
ban azt a kérdés vizsgaltak, hogy a {Q € [P]*" : @ <, P} halmaz kofindlis
és zart volta helyett elegendé-e valamilyen gyengébb feltevés ahhoz, hogy
abbol kovetkezzék, hogy P rendelkezik a wFN tulajdonsaggal. A szerzék
megfogalmaztak egy ilyen allitas, azonban sikeriilt belatnom a 2.40 tételt,
ami megcafolta azt. Az altalam adott konzisztens ellenpéda inditotta el azt a
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vizsgalatot, amely révén [7]-ban megmutattuk, hogy a [46]-ben megfogalma-
zott feltétel elégséges, feltéve, hogy a halmazelméleti modelliink eléggé L-
szerd. Ezt az eredményt tartalmazza a 2.3. fejezet. Eredményeink megfogal-
mazasahoz azonban el&szor bizonyos definiciokat kell felidézniink.

2.38. Definici6. Ha u egy szamossag, akkor L™ a kovetkezs éllitas: van
olyan (C, : a < pu™) sorozat és egy D C u't kof.zart halmaz, hogy ha a € D
és cf(a) > wy akkor

(i) Co C a, C, kofinalis a-ban;
(ii) [a]*N{Cy : & < a} a tartalmazasra nézve dominélja a [C,]* halmazt.

2.39. Tétel. Legyen A\ egy olyan szdamossdg amely rendelkezik az alabbi tulaj-
donsdgokkal:

(1) cf([u],C) =p haw <p <X ésctp) > w,
(i) T3 igaz minden A\-ndl kisebb w kofinalitdsi szinguldris p szamossdgra.

Ekkor eqy tetszdleges, legfeljebb A szamossdgi P parcidlisan rendezett halmazra
az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

(1) P wFN tulajdonsdgi,

(2) minden elég nagy x reguldris szamossdgra, ha M < H(x), P, k € M,
és M eldall H(x) megszamldlhato elemi részmodelljei eqy wy ldncanak
unidjaként, akkor PN M <, P.

Belattuk, hogy a fenti tételb6l nem hagyhato el a [J*** axiémara vonatkozo
(ii) feltevés. Ehhez egy bizonyos ,,Chang-sejtés” szeri allitas hasznalunk.

Azt irjuk, hogy (k,\) — (u,v) ha az aldbbi igaz: Tetsz6leges A =
(K, A, ...) struktirdnak van olyan A" = (A,U’,...) elemi részstrukturaja
hogy |A'| = p és |U'| = v. [80]-ben megmutattak, hogy ZFC + AKH +
(Nyi1, Ry) — (g, Ng) konzisztens.

2.40. Tétel. Tegyiik fel, hogy AKH igaz és (Ryi11,R,) — (X1, Rg). Ekkor
([N, ©) nem rendelkezik a wFN tulajdonsdggal.

Ha igaz KH, akkor ([R,]%, C)-re teljesiil 2.39(2). Tehat (i) és (ii) helyett
AKH nem elegendd a 2.39 tételben megfogalmazott ekvivalencia bizonyitasa-
hoz.

A disszertacio 2.4. fejezetében a 2.3 fejezetben felvetett, Boole algebrak,
mint parcidlisan rendezett halmazok, wFN tulajdonsagaval kapcsolatos kér-
déseket oldottunk meg. Megmutattuk, hogy
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(a) aa Ny Cohen valost adunk egy tetszéleges halmazelméleti modellhez,
akkor mindig lesz olyan M AF-os teljes Boole algebra, ami nem rendelkezik
a wFN tulajdonsaggal;

(b) modulo egy szuperkompakt szamossag, AKH-val is konzisztens, hogy van
olyan MAF-os teljes Boole algebra, ami nem rendelkezik a wFN tulajdon-
saggal.

Mig a 2.3. fejezetben belattuk, hogy P(w) rendelkezik a wFN tulajdon-
saggal egy olyan modellben amit tgy kapunk, hogy vagy

(a) tetsz6leges szamu Cohen valost adunk L-hez; vagy

(b) W,-nal kevesebb Cohen valosos adunk egy olyan modellhez, amiben igaz
a kontinuum hipotézis;

addig 2.4.-ben megmutattuk, hogy konzisztens (modulo egy nagy szamossag),
hogy P(w) nem rendelkezik a wFN tulajdonsaggal egy olyan modellben amit
tgy kapunk, hogy Chen valosakat egy olyan modellhez, amelyben az AKH
teljestilt.

Mindenesetre a P(w) Boole algebra rendelkezik a wFN tuljadonsaggal a
wklasszikus” Cohen modellben, azaz egy olyan modellben, amit tgy kapunk,
hogy wy Cohen valést adunk egy, a kontinuum hipotézist kielégité modellhez.

A disszertéacié 2.5 fejezetében megmutatjuk, hogy a

P(w) Boole algebra wFN tulajdonsdgi

feltevés is egy olyan kombinatorikus elvnek tekinthetd, amibdl szamos, a
Cohen modellben igaz allitas levezethets. Az aladbbi tétel foglalja Gssze
legfontosabb eredményeinket.

2.41. Tétel. Tegyiik fel, hogy a P(w) Boole algebra wE'N tulajdonsagi. Ekkor
(a) we nem dgyazhats be P(w)-be és nincs No-Luzin gap,

(b) nincs olyan LCS* tér amely szdmossdgsorozata (w),, ~ (wa2) vagy {(w),,
lenne,

(c) non(M) = wy és cov(M) > wy,

(d) a = wi,

(e) a valds egyenes zdrt halmazokkal torténd tetszdleges wy-szeres fedése wy
darab diszjunk részfedéssé particiondlhato.

Az utolso, (e) alkalmazas sokkal késébbi, és a megjelenés alatt levs [2]

cikkiinkbdl valo.
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2.11. A T elv ? és a & axioma *

Eddig a disszertacioban szdmos, a Cohen modellben igaz kombinatorikus
elvet vezettiink be. Léteznek mas elvek is, amelyek koziil egyesekrél kozismert,
hogy nem igazak a Cohen modellben. Ilyen példaul a & axiéma vagy a
? elv. Az utébbi az az allitas, hogy van olyan {4, : v < w;} C [wl]w
sorozat, hogy w; barmely nem megszamlalhato része tartalmaza valamely
A, -t részhalmazként.

A disszertéacio utolso fejezetében leirt kutatas kiindulopontja az a kérdés
volt, hogy vajon hogyan lehet a kontinuumot egy forszoléssal gy megnovelni,
hogy a bévitésben ¢ igaz legyen, de a forszolas ne omlasszon szdmossagokat.

Ennek a problémanak a kezelésére kényszerképzetek egy tjfajta ,szorzatat”
adtuk meg. Az alapgondolat az, hogy tgy tudjunk sok-sok Cohen valost adni
egy modellhez, hogy ezzel parhuzamosan nem keletkezzék az Fn(wq,2;w)
kényszerképzetnek generikus része.

Az igy kapott forszolas azonban alkalmasnak bizonyult arra, hogy olyan
modelleket kapjunk amelyekben t6bb, addig egyméassal nem Gsszegyeztethe-
tének vélt kombinatorikus elv egyszerre teljesiiljon.

A fejezet moddszerének legérdekesebb kovetkezménye az alabbi allitas. A
szokasos modon jelolje M A(countable) azt az allitast, hogy a Martin Axiéma
teljesiil az F'n(w, 2;w) kényszerképzetre.

2.42. Tétel. Konzisztens, hogy 2% tetszdlegesen nagy, M A(countable) igaz
és & is teljesiil.

Lassuk végezetiil 2.42 egy alkalmazasat. [5|-ben belattuk az alabbit:

2.43. Tétel. Ha Y igaz, akkor van olyan w, szdmossdigi B Boole algebra,
hogy Frwy bedgyazhato B-be, de nincs B-bdl Frwy-re képezd sziirjekcio.

Shapiro belatta, hogy ha MA(Cohen) igaz, akkor nincs ilyen Boole algebra.
Mivel a 2.42 tétel szerint konzisztens, hogy ? és MA (countable) egyszerre
igaz, ezért a 2.43 &llitas miatt Shapiro tételében a MA(Cohen) nem helyettesit-
het6 MA (countable)-val.

3. Irodalomjegyzék

2 palca” elv
3 treff” axiéma
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