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1. Az értekezés tárgya és előzményei

Az értekezésben állapotfüggő késleltetésű differenciálegyenletek bizonyos kvalitat́ıv
kérdéseit vizsgáltam a retardált és a neutrális egyenletosztályokra. Az állapotfüggő
késleltetésű egyenletek vizsgálata Driver munkásságával indult fejlődésnek. Driver
az 1960-as években az elektrodinamika kéttest problémáját vizsgálta a [20]-[23]
cikkekben, ahol a két test poźıcióját, sebességét és a két időkésleltetés függvényt
meghatározó differenciálegyenlet-rendszert álĺıtott fel, és vizsgálta a megoldások
létezését, egyértelműségét. A modellben szereplő időkésleltetések a két részecske
távoltságától, azaz a poźıciójuktól függtek, és implicit módon voltak definiálva.
Driver megmutatta, hogy a modellben fellépő késleltetések nem mindig korlátosak,
illetve olyan eseteket is vizsgált, amikor a mozgást léıró egyenletek neutrális diffe-
renciálegyenletek [22, 23], illetve siettetett és késleltetett tagokat egyaránt tartal-
maznak [47].

Számos egyéb alkalmazást modelleztek az irodalomban állapotfüggő késlelteté-
sű differenciálegyenletekkel. Büger, Martin [14, 15] illetve Walther [65, 67, 69] a
poźıció kontroll problémát vizsgálták, Insperger, Stépán és Turi [50] és Insperger,
Stépán, Hartung és Turi [49] esztergagép ill. marógép vibrációját léıró modellt
adtak meg, Gaticia és Waltman [25, 26, 27], Hoppenstadt és Waltman [48], Kuang
és Smith [55, 56] járványterjedési modelleket tanulmányoztak, Aiello, Freedman,
Wu [1], Al-Omari és Gourley [2], Arino, Hbid, Bravo de la Parra [4] különböző
populációs modelleket vizsgáltak.

A fenti és további alkalmazások részletesebb összefoglalása megtalálható a [42]
cikkünkben, amely több mint 200, az egyenletosztállyal foglalkozó cikket dolgozott
fel, összefoglalja az egyenletosztályra vonatkozó alapvető elméleti eredményeket,
számos alkalmazási területeket ismertet, és az egyenletek megoldásai numerikus
közeĺıtéseivel kapcsolatos alapvető módszereket is bemutatja.

Tekintsük az
ẋ(t) = f(xt), t ≥ 0 (1)

általános autonóm funkcionál-differenciálegyenletet, és az

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0] (2)

kezdeti feltételt. Itt r > 0 egy rögźıtett konstans, f : C → R
n, ahol C a

[−r, 0] → R
n t́ıpusú folytonos függvények halmaza a maximum normával, ϕ ∈ C,

és az xt szegmens függvényt az xt : [−r, 0] → R
n, xt(ζ) := x(t + ζ) képlettel

definiáljuk. Az (1) alakú egyenletek elméleti alapjait és alkalmazásait számos mo-
nográfia vizsgálta [19, 31, 51, 54]. Az (1) egyenlettel léırt modellekben a rendszer
t időpontbeli állapota megváltozásának a sebessége a rendszer múltbeli, mégpedig
a t − r és t időpontok közötti állapotától függ. Ilyen legegyszerűbb szabály az
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ẋ(t) = ax(t− τ) alakú konstans késleltetést tartalmazó egyenlet, ahol mindig egy τ

időponttal korábbi állapot határozza meg a rendszer változását. Ha az egyenletben
fellépő késleltetés nagysága függ a rendszer pillanatnyi vagy korábbi állapotától,
akkor állapotfüggő késleltetésről beszélünk. Ennek egyik egyszerű példája egy

ẋ(t) = ax(t − τ(x(t))) (3)

alakú egyenlet, ahol a τ késleltetés a rendszer aktuális állapotától, x(t)-től függő
értékeket vesz fel. Megjegyezzük, hogy ezt az egyenletet is feĺırhatjuk az (1) alak-
ban, ha az f függvényt az f(ψ) := aψ(−τ(ψ(0)) képlettel definiáljuk. Az (1) alak-
ban sokkal általánosabb állapotfüggő késleltetésű tagokat tartalmazó modelleket is
megadhatunk (lásd pl. [42]).

Az állapotfüggő késleltetésű differenciálegyenletek elméletének nehézsége látható
már a (3) egyenleten is: az f : C → R

n, f(ψ) = aψ(−τ(ψ(0))) függvény nem
Lipschitz folytonos, még akkor sem, ha a τ függvény a Ck függvényosztályba tar-
tozik valamely k > 1-re. Így a differenciálegyenletek alapkérdéseinek tárgyalása
is, beleértve a megoldások egyértelműségét, a linearizált stabilitás kérdését, a meg-
oldások paraméterektől való függését a klasszikus funkcionál-differenciálegyenletek
elméletéhez (lásd például Diekmann, van Gils, Lunel, Walther [19] és Hale és Lunel
[31] monográfiáit) képest sokszor más módszereket igényel, hiszen nem tehetjük
fel, hogy az f függvény elegendően sima. A folytonos függvények osztálya tehát
nem megfelelő választása a megoldások állapotterének az állapotfüggő késleltetésű
egyenletek esetén, de nem világos, hogy mi az ideális állapottér választás, különösen
akkor, ha folytonosan differenciálható félfolyam létezését szeretnénk bizonýıtani.

Walther a [66, 68] dolgozataiban az (1) egyenletet vizsgálva olyan feltételrend-
szert adott meg, amelyet állapotfüggő késleltetésű modellek széles körére teljesül, és
amelyek a megoldás létezését, egyértelműségét, a megoldás operátor által definiált
félfolyam folytonos differenciálhatóságát, a linarizált stabilitás tételét, hiperboli-
kus egyensúlyi helyzetekben C1-sima lokális stabil és instabil sokaság létezését ga-
rantálják. A Walter által kidolgozott elméletet C1 elméletek nevezzük, mivel a
legfontosabb feltétele az, hogy a megoldások kezdőfüggvényeit szűḱıti a C1 tér egy
n kodimenziós sokaságára, amely a

Xf := {ψ ∈ C1 : ψ̇(0) = f(ψ)}

feltétellel van definiálva. Ekkor az Xf -ből induló megoldások minden pozit́ıv t-re
Xf -ben maradnak, azaz Xf egy pozit́ıv invariáns halmaz a megoldás félfolyamra vo-
natkozóan. Krisztin az [52, 53] dolgozataiban a C1 elméletet használva megmutatta
CN -sima lokális instabil sokaság és C1-sima centrális sokaság létezését hiperbolikus
egyensúlyi helyzetekben.
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Ebben a disszertációban állapotfüggő késleltetésű egyenletek két osztályát vizs-
gáltam, a disszertáció 2. és 3. fejezetben az

ẋ(t) = f(t, xt, x(t − τ(t, xt, ξ)), θ), t ≥ 0, (4)

alakú retardált egyenletet, a disszertáció 4. fejezetében pedig a

d

dt

(

x(t) − g(t, xt, x(t − ρ(t, xt, χ)), λ)
)

= f
(

t, xt, x(t − τ(t, xt, ξ)), θ
)

, t ≥ 0, (5)

alakú neutrális egyenletet. Az egyenletekben ξ ∈ Ξ, θ ∈ Θ illetve λ ∈ Λ és χ ∈ X

paramétereket jelölnek, ahol Ξ, Θ, Λ és X adott normált terek. Mindkét egyenletet
a (2) kezdeti feltétel mellett vizsgáljuk, és a vizsgálatokban a kezdeti függvényt, ϕ-t
is paraméternek tekintettem. A (4) és (5) egyenletekben feltettem, hogy a retardált
ill. a neutrális tagban is szerepel idő- és állapotfüggő késleltetés, amit τ ill. ρ

jelöl. Mindkét egyenletben az állapotfüggő tagok egy pontbeli értéket adnak vissza,
ahol a késleltetés képlete explicit módon adott, de a képleteikben is szerepelnek
paraméterek. Feltettem továbbá, hogy az egyenletekben további késleltetések is
szerepelnek, amelyeket az f és g függvények xt szegmenstől függése jelöl, de ezek
már nem állapotfüggő késleltetéseket reprezentálnak, azaz feltehettem, hogy f és
g sima a második változóira vonatkozóan. Az egyszerűbb jelölés érdekében csak
egy állapotfüggő késleltetésű tagot vettem fel az f ill. a g függvényben is, de az
eredményeim könnyen kiterjeszthetők a több állapotfüggő késleltetés esetére is.

Az irodalomban számos a retardált állapotfüggő késleltetésű egyenletekre vo-
natkozó, a megoldások létezését, egyértelműségét ill. a kezdeti függvénytől való
folytonos függését biztośıtó feltétel ismert a különböző egyenletosztályokra [20,
42, 43, 63, 72]. Az értekezésemben a neutrális egyenletosztályban az (5) alakú,
ú.n. implicit neutrális egyenletekkel foglalkoztam. Ez a Hale, Lunel [30] klasszi-
kus monográfiájában részletesen vizsgált d

dtG(t, xt) = f(t, xt) alakú nemlineáris
neutrális egyenletek természetes kiterjesztése az állapotfüggő késleltetésű legegy-
szerűbb esetre, egy pontbeli állapotfüggő késleltetést feltételezve. Hasonló implicit
neutrális állapotfüggő késleltetésű egyenleteket vizsgáltak a [3, 8, 16, 18, 34, 35,
40, 57, 58, 62] dolgozatokban, de ezekben több esetben csak a retardált tagban
szerepelt állapotfüggő késleltetés. Megjegyezzük, hogy az irodalomban számos al-
kalmazásban és dolgozatban

x′(t) = h
(

t, x(t), x(t − τ(t, x(t))), x′(t − η(t, x(t)))
)

alakú, ú.n. explicit neutrális egyenleteket tanulmányoztak [9, 10, 22, 23, 24, 45,
67, 69, 73, 74]. Az (5) alakú egyenletere nem ismert az irodalomban megoldások
létezésére és egyértelműségére vonatkozó eredmény, ı́gy azt is bizonýıtottam az
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értekezésben. Hasonló, de az (5) egyenletnél egyszerűbb implicit neutrális álla-
potfüggő késleltetésű egyenletek esetén a megoldások létezésére, egyértelműségre,
valamint numerikus közeĺıtésére vonatkozó eredmények a [40, 58] dolgozatokban
jelentek meg.

A disszertáció fő célja a megoldások paraméterek szerinti differenciálhatóságá-
nak vizsgálata a (4) és (5) egyenletosztályokban. Funkcionál-differenciálegyenle-
tek megoldásainak paraméterek szerinti differenciálhatósága egy alapvető elméleti
kérdés. Például a megoldások kezdeti függvénytől folytonosan differenciálható
módon való függése folytonosan differenciálható félfolyam létezését biztośıtja. Fon-
tos, máig megoldatlan probléma olyan feltétel megadása, amely C2-simaságú meg-
oldás félfolyam létezését garantálja állapotfüggő késleltetésű egyenletekre. Ez fon-
tos lépés lenne például a Ck-simaságú (k > 1) centrális sokaság létezésének iga-
zolásához. Az értekezésemben a kezdeti függvényen ḱıvül más paraméterek szerinti
differenciálhatóságot is vizsgáltam. A differenciálhatóságot a disszertációban min-
dig a Fréchet-féle értelemben használtam.

Retardált állapotfüggő késleltetésű differenciálegyenletek megoldásai paramé-
terek szerinti differenciálhatóságát a [17, 32, 43, 66, 68] dolgozatok tárgyalták.
A [32] dolgozatomban a paraméter leképezés pontonkénti értelemben vett diffe-
renciálhatóságát mutattam meg a

ϕ ∈ C1, ϕ̇(0−) = f(0, ϕ, ϕ(−τ(0, ϕ, ξ)), θ) (6)

kompatibilitási feltétel teljesülése (és természetesen az f és τ függvények folytonos
differenciálhatósága) esetén, azaz a

W 1,∞ × Θ × Ξ → R
n, (ϕ, θ, ξ) 7→ x(t, ϕ, θ, ξ)

leképezés differenciálhatóságát minden rögźıtett t-re a megoldás értelmezési tar-
tományán. Itt W 1,∞ a [−r, 0] → R

n Lipschitz folytonos függvények terét jelöli,
ahol a normát a |ψ|W 1,∞ := max{|ψ|C , |ψ̇|L∞} képlettel definiáljuk. A bizonýıtás
egyszerű következménye szerint a

W 1,∞ × Θ × Ξ → C, (ϕ, θ, ξ) 7→ xt(·, ϕ, θ, ξ),

leképezés is, és további simasági feltétel mellett a

W 1,∞ × Θ × Ξ → W 1,∞, (ϕ, θ, ξ) 7→ xt(·, ϕ, θ, ξ)

leképezés is differenciálható. Megjegyezzük, hogy a (6) feltétel és Walter C1 elméle-
tének az (1) alapfeltevése a (3) autonóm egyenletre egybeesik. Walter [66, 68] cik-
keiben igazolt, a megoldások kezdeti függvény szerinti differenciálhatóságára vonat-
kozó eredmények a (4) egyenletben szereplő explicit alakú állapotfüggő késleltetés
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eseténél általánosabb esetre is alkalmazhatók az autonóm egyenletek osztályán
belül.

A [43] cikkünkben a paraméter leképezés differenciálhatóságát a (6) kompati-
bilitási feltétel nélkül sikerült bizonýıtani. Helyette egy más jellegű feltételre volt
szükség. Feltettük, hogy egy rögźıtett x megoldáshoz tartozó t 7→ t − τ(t, xt, ξ)
visszanyúlás függvény szigorúan monoton növő, pontosabban teljeśıti az

ess inf
0≤t≤α

d

dt
(t − τ(t, xt, ξ)) > 0 (7)

feltételt valamely α > 0-ra. Egy fontos különbség a (7) monotonitási és a (6)
kompatibilitási feltétel között, hogy a (6) feltétel egy rögźıtett paraméter értékre
teljesülhet, de a paraméter egy kicsi környezetében általában már nem teljesül.
Ezzel szemben a (7) monotnitási feltétel ha egy adott paraméterre teljesül, akkor
a paraméter egy kis környezetéhez tartozó megoldásokra is teljesül. Emiatt a [43]
dolgozatban a megoldás differenciálhatóságát nem csak egy rögźıtett paraméter
értékben tudtuk igazolni, hanem egy nýılt halmazon láttuk be a derivált létezését
és folytonosságát. Egy jelenős szempontból viszont a [43] dolgozatban bizonýıtott
eredmény gyengébb, mint a [32] dolgozat eredménye: a paraméter leképezés diffe-
renciálhatóságát a

W 1,∞ × Θ × Ξ → W 1,p, (ϕ, θ, ξ) 7→ xt(·, ϕ, θ, ξ)

értelemben sikerült bizonýıtani, azaz a pontonkénti ill. az erős C vagy W 1,∞-
norma helyett egy gyenge, W 1,p-normában (1 ≤ p < ∞) tudtuk igazolni, ahol
W 1,p a ψ : [−r, 0] → R

n abszolút folytonos függvények tere, ahol a |ψ|W 1,p :=
(

∫ 0

−r |ψ(ζ)|p + |ψ̇(ζ)|p dζ
)1/p

norma véges.

Chen, Hu és Wu a [17] cikkükben a [43] dolgozat módszereit kiterjesztve meg-
mutatták, hogy a (7) monotonitási feltétel mellett a

W 2,∞ × Θ × Ξ → W 1,p, (ϕ, θ, ξ) 7→ xt(·, ϕ, θ, ξ)

paraméter leképezés kétszer folytonosan differenciálható. Itt W 2,∞ olyan W 1,∞

függvények halmazát jelöli, amelynek első deriváltja Lipschitz folytonos, és ahol

a normát a |ψ|W 2,∞ := max
{

|ψ|C , |ψ̇|C , |ψ̈|L∞

}

képlettel értelmezzük. Megje-

gyezzük, hogy a [17] cikk az adapt́ıv állapotfüggő késleltetés esetét vizsgálta, azaz
a késleltetés értékét nem egy explicit módon megadott függvény, hanem egy diffe-
renciálegyenlet definiálta.

A [36] dolgozatomban az

ẋ(t) = f(t, xt, x(t − τ(t, xt))), t ∈ [σ, T ],

x(t) = ϕ(t − σ), t ∈ [σ − r, σ]
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kezdetiérték-feladatot (k.é.f.) vizsgáltam. Itt az egyszerűség kedvéért a θ és ξ pa-
raméterek nem szerepeltek az egyenletben, de a σ kezdeti időpontot is paraméternek
tekintettem. A [32] és [43] dolgozatok bizonýıtási módszerét kombinálva sikerült
igazolnom a (6) kompatibilitási feltétel nélkül, de a (7) monotonitási feltételnek
megfelelő feltétel mellett, hogy a

W 1,∞ → R
n, ϕ 7→ x(t, σ, ϕ)

és
W 1,∞ → C, ϕ 7→ xt(·, σ, ϕ)

paraméter leképezések a (7) monotonitási feltételt teljeśıtő paraméterek kis környe-
zetében folytonosan differenciálhatóak. Megjegyezzük, hogy hasonló eredményt
az értékkészleten W 1,∞-normát használva már nem tudtam igazolni a (6) feltétel
nélkül.

A (6) kompatibilitási feltétel mellet beláttam továbbá, hogy a

[0, α) → R
n, σ 7→ x(t, σ, ϕ)

és
[0, α) → C, σ 7→ xt(·, σ, ϕ)

leképezések is folytonosan differenciálhatóak minden t ∈ [σ−r, α] ill. t ∈ [σ, α]-re, a
monotonitási feltételt teljeśıtő (σ, ϕ) paraméterértékek egy kis környezetében, ahol
α > 0 egy bizonyos konstans. Speciális alakú f és τ függvények esetén, azaz az

ẋ(t) = f̄
(

t, x(t − λ1(t)), . . . , x(t − λm(t)),

∫ 0

−r

A(t, θ)x(s + θ) ds,

x
(

t − τ̄
[

t, x(t − ξ1(t)), . . . , x(t − ξℓ(t)),

∫ 0

−r

B(t, θ)x(s + θ) ds
]))

egyenletosztály esetében a

[0, α) → R
n, σ 7→ x(t, σ, ϕ)

paraméter leképezés differenciáhatóságát is igazoltam a kompatibilitási feltétel nél-
kül, csak a monotonitási feltételt használva. Megjegyezem, hogy hasonló eredményt
a (0, α) → C, σ 7→ xt(·, σ, ϕ) leképezésre már nem tudunk igazolni, hiszen megmu-
tatható (lásd [36]), hogy a σ 7→ x(t, σ, ϕ) leképezés a t = σ pontban akkor és csak
akkor differenciálható, ha teljesül a kompatibilitási feltétel.

Neutrális állapotfüggő egyenletek megoldásai paraméterek szerinti differenciál-
hatóságára alig van eredmény az irodalomban. A [34] dolgozatomban

d

dt

(

x(t) − g(t, x(t − η(t)))
)

= f
(

t, xt, x(t − τ(t, xt, σ)), θ
)

t ∈ [0, T ],
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alakú neutrális egyenletek (ϕ, θ, σ) ∈ W 1,∞×Θ×Ξ paraméterek szerinti differenci-
álhatóságát vizsgáltam. Megmutattam, hogy a paraméter leképezés a pontonkénti
értelemben, valamint a szegmens függvényeken a C, és bizonyos további feltételek
mellett a W 1,∞-normákat használva is differenciálható egy megfelelő kompatibilitási
feltétel teljesülése esetén. Hasonló eredmény az (5) alakú neutrális egyenletekre
nem ismert.

Walter a [71] cikkében ẋ(t) = f(∂xt, xt) alakú explicit neutrális egyenleteket
vizsgált, ahol a retardált egyenletekre általa kidolgozott C1 elméletet terjesztette
ki a neutrális egyenletre. Ennek során vizsgálta a kezdeti függvény szerinti diffe-
renciálhatóság kérdését is, és igen erős feltételek mellett igazolta azt.

A megoldások paraméter szerinti differenciálhatóságának, annak elméleti je-
lentősége mellett, egy konkrét gyakorlati alkalmazása is van a paraméter becslés
témakörében. Tekintsük a (4) retardált egyenletet a skaláris esetben. Tegyük fel,
hogy a k.é.f.-ban szereplő γ = (ϕ, θ, ξ) paraméter ismeretlen, de a megoldásnak
ismerjük a t0, t1, . . . , tℓ időpontokbeli X0, X1, . . . , Xℓ értékeit. Ekkor keressük azt a
γ∗ ∈ Γ paraméter értéket, amely minimalizálja a

J(γ) :=
l

∑

i=0

(x(ti, γ) − Xi)
2

legkisebb négyzetes eltérést.
Ezt a feladatot számos cikk vizsgálta funkcionál-differenciálegyenletek számos

osztályára vonatkozóan [5, 6, 11, 12, 37, 38, 40, 41, 44, 60]. A paraméter becslési
eljárásra Banks és Groome adtak meg egy hatékony módszert közönséges diffe-
renciálegyenletekre. Ennek lényege az, hogy a J célfüggvényt deriválva keresték
meg a J ′(γ) = 0 egyenlet közeĺıtő megoldását. A módszer azon alapul, hogy ki
tudjuk számı́tani az x(t, γ) megoldás γ szerinti parciális deriváltját. Ezt az ú.n.
kvázi-linearizációs módszert Brewer, Burns, Cliff [5], majd Herdman, Morin és
Spies [46] absztrakt differenciálegyenletekre is kiterjesztették, amelyet funkcionál-
differenciálegyenletekre is lehetett alkalmazni. A módszert a [33] dolgozatomban
retardált állapotfüggő késleltetésű egyenletekre is megfogalmaztam, és numerikus
példákon vizsgáltam a módszer konvergenciáját. Eddig erre az esetre a konvergencia
igazolását nem ismertük. A módszert egy

ck+1 = ck − D−1(ck)b(ck), k = 0, 1, . . . . (8)

alakú iterációval definiáljuk, ahol a ck ∈ R
N vektorok véges dimenziós paramétere-

ket reprezentálnak, és a D mátrix és a b veltor komponenseit az D2x(t, γ) parciális
deriváltak seǵıtségével definiálhatjuk (lásd az értekezés 3. fejezetét).
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2. Az értekezés módszerei

Brokate and Colonius a [13] cikkükben

x′(t) = f
(

t, x(t − τ(t, x(t)))
)

, t ∈ [a, b],

alakú állapotfüggő késleltetésű differenciálegyenetek linearizációját, és annak során
az

A : W 1,∞([a, b]; R) ⊃ X̄ → Lp([a, b]; R), A(x)(t) := x(t − τ(t, x(t)))

operátor Fréchet-differenciálhatóságát vizsgálták. Feltették, hogy τ kétszer folyto-
nosan differenciálható és teljeśıti az a ≤ t− τ(t, v) ≤ b feltételt minden t ∈ [a, b] és
v ∈ R-re, és az A operátort az

X̄ =
{

x ∈ W 1,∞([a, b]; R) : létezik olyan ε > 0, hogy
d

dt

(

t − τ(t, x(t))
)

≥ ε

m.m. t ∈ [a, b]-re
}

halmazon értelmezték. Ilyen feltételek mellett megmutatták, hogy az A leképezés
folytonosan differenciálható, és

(DA(x)u)(t) = −ẋ(t − τ(t, x(t)))D2τ(t, x(t))u(t) + u(t − τ(t, x(t)))

minden u ∈ W 1,∞([a, b], R)-re. A bizonýıtásuk egyik kulcsa az alábbi eredmény.1

1.2.6. Lemma ([13]). Legyen g ∈ L1([c, d], Rn), ε > 0 és u ∈ A(ε), ahol

A(ε) := {v ∈ W 1,∞([a, b], [c, d]) : v̇(s) ≥ ε for a.e. s ∈ [a, b]}.

Ekkor
∫ b

a

|g(u(s))| ds ≤
1

ε

∫ d

c

|g(s)| ds.

Továbbá, ha az uk ∈ A(ε) sorozatra |uk − u|C([a,b], R) → 0, ha k → ∞, akkor

lim
k→∞

∫ b

a

∣

∣

∣
g(uk(s)) − g(u(s))

∣

∣

∣
ds = 0. (9)

Mind az erős W 1,∞-norma az értelmezési tartományon, mind a gyenge Lp-norma az
értékkészleten, mind pedig az értelmezési tartomány választása fontos volt az 1.2.6.
Lemma bizonýıtásában. Megjegyezzük, hogy Manitius [59] hasonló értelmezési tar-
tományt és normát használt bizonyos állapotfüggő késleltetésű egyenletek linea-
rizációjakor.

1A tételek/lemmák sorszámozása az értekezésben használt számozással egyezik meg.
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Az 1.2.6. Lemma által biztośıtott (9) konvergencia tulajdonság alapvető mód-
szere volt a korábbi [43] és a most benyújtott [36] cikkeimnek is. A disszertációban
általánośıtottam az 1.2.6. Lemmát arra az esetre, amikor az u és uk függvények sza-
kaszonként szigorúan monoton függvények, és ı́gy sikerült a visszanyúlási függvény
monotonitási feltételét enyh́ıteni a differenciálhatósági eredmények bizonýıtásában.

Az állapotfüggő késleltetésű funkcionál-differenciálegyenletek megoldásainak pa-
raméter szerinti differenciáhatóságát korábban két alapvetően különböző módszert
használva vizsgáltam. A [43] cikkünkben Hale és Ladeira [30] által alkalmazott,
kvázi-Banach terekre kiterjesztett egyenletes kontrakciós tételt, Brokate és Colo-
nius 1.2.6. Lemmáját és egy speciális szorzat normát használva sikerült retardált
állapotfüggő késleltetésű egyenletek megoldásainak paraméter szerinti differenciál-
hatóságát megmutatnunk fixpont technikával. A [32] dolgozatomban egy, a közön-
séges differenciálegyenletek elméletében alkalmazott direkt módszert (lásd például
[64]) általánośıtottam az állapotfüggő késleltetésű esetre, amelyben a γ és a γ+h pa-
raméterekhez tartozó x(t, γ) és x(t, γ+h) megoldásokat és a γ paraméterhez tartozó
megoldás körüli és a h értékhez tartozó lineáris variációs egyenlet z(t, γ, h) meg-
oldását integrálegyenlet alakjában fejezzük ki, és feĺırhatunk egy integrálegyenlőt-
lenséget az x(t, γ+h)−x(t, γ)−z(t, γ, h) kifejezésre, amiből a Gronwall-egyenlőtlen-
ség alkalmazásával megmutatható, hogy |x(t, γ+h)−x(t, γ)−z(t, γ, h)|/|h|Γ → 0, ha
h → 0 a Γ paramétertérben. Ekkor kapjuk, hogy a h → z(t, γ, h) lineáris leképezés
adja az x(t, γ) paraméter szerinti deriváltját. Ezt a direkt módszert alkalmaztam
a jelen disszertációban is a retardált, illetve a neutrális esetben is. Az állapotfüggő
késleltetésű tagokat is tartalmazó neutrális integrálegyenlőtlenségek kezelésére egy
ismert technika (lásd például a [28] cikket) formalizált alakja a következő lemmában
adható meg, amelyet a [34] dolgozatomban bizonýıtottam.

1.2.2. Lemma ([34]). Tegyük fel, hogy h : [0, α]× [0,∞)3 → [0,∞) monoton növő
minden változójában, az η : [0, α] → [0, r] függvényre a ≤ η(t) for t ∈ [0, α] valamely
a > 0-ra; az u : [−r, α] → [0,∞) függvényre

u(t) ≤ h(t, u(t), u(t − η(t)), |ut|C), t ∈ [0, α],

és
|u0|C ≤ h(0, u(0), u(−η(0)), |u0|C).

Ekkor
v(t) ≤ h(t, v(t), v(t − a), v(t)), t ∈ [0, α],

ahol v(t) := sup{u(s) : s ∈ [−r, t]}.

Az előző lemma alkalmazása után kapott konstans késleltetésű neutrális egyen-
lőtlenséget Győri [28] dolgozatában bizonýıtott Gronwall-t́ıpusú egyenlőtlenséggel
oldottam meg.
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A (4) retardált egyenlet x(t, γ) megoldásának γ szerinti másodrendű differen-
ciál létezésére az irodalomban egy eredmény létezett. Chen, Hu and Wu a [43]
dolgozatunkban megadott módszert terjesztették ki a másodrendű derivált létezé-
sére a [17] cikkükben. A disszertációban nem ezt a módszert, hanem az elsőrendű
derivált létezésére is használt, integrálegyenlőtlenségeket használó direkt módszert
alkalmaztam a másodrendű derivált létezésének igazolására. Itt a másodrendű
derivált létezéséhez újra feltettem a kompatibilitási feltételt, de ki kell emelni,
hogy az elsőrendű deriváltak már nem teljeśıtenek ilyen kompatibilitási feltételt,
ı́gy a bizonýıtás során a linearizációs számolások becsléseiben erősen kihasználtam
az elsőrendű derivált igazolásához használt módszereket. (Lásd például a 2.2.4.
Lemma bizonýıtását.)

A disszertáció 3. fejezetében vizsgált kvázi-linearizációs sorozat konvergenciájá-
nak igazolásához Herdman, Morin, Spies [46] cikkében is használt egyszerű kont-
rakciós módszert használtam. A bizonýıtás kulcsa az, hogy sikerült a kompatibi-
litási feltétel nélkül pontonkénti értelemben igazolnom a megoldás paraméter sze-
rinti deriváltja létezését, valamint megmutattam, hogy bizonyos feltételek mellett a
megoldás paraméter szerinti deriváltja Lipschitz folytonosan függ a paraméterektől.
A numerikus példákban használt approximációs technikában Győri [28] cikkében
bevezetett, majd a [29] cikkünkben állapotfüggő késleltetésű retardált egyenle-
tekre kiterjesztett módszerét használtam a kvázi-linearizációs sorozat generálásához
szükséges funkcionál-differenciálegyenletek numerikus numerikus közeĺıtésére.

Az (5) neutrális egyenlet egyik alapfeltevése az, hogy a neutrális tagban sze-
replő állapotfüggő késleltetés függvény, ρ, egy r0 számmal alulról korlátos, ahol
0 < r0 < r, és a g(t, ψ, u, λ) és ρ(t, ψ, χ) késleltetés függvények csak a ψ függvény
[−r,−r0] intervallumra történő megszoŕıtásától függnek. Ez a feltétel a Hale, Lu-
nel [30] monográfiájában lineáris neutrális egyenletekre alapfeltételként használt

”
nonatomic

”
feltétel egy erősebb verziója. Walther hasonló feltételek mellett adott

a megoldások létezésére ill. egyértelműségére eredményeket a [70, 71] cikkeiben,
ahol explicit neutrális állapotfüggő késleltetésű egyenleteket vizsgált. Rezounenko
[61] cikkében állapotfüggő késleltetést tartalmazó parciális differenciálegyenletek
megoldásai egyértelműségéhez használta szintén azt a feltételt, hogy a késleltetés
nem függ a pillanatnyi időponthoz r0-nál közelebbi megoldás értékektől. Hasonló
pozitivitási feltételt használtam a [34] és [35] dolgozataimban a neutrális tagban
szereplő késleltetésre. Ennek a feltételnek a seǵıtségével a megoldások létezéséhez
a klasszikus lépések módszerét lehetett használni, de a feltételt erősen kihasználtam
a Gronwall-t́ıpusú egyenlőtlenség alkalmazhatóságához is.
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3. Az értekezés fontosabb új eredményei és alkalmazási le-

hetőségei

Az értekezésben korábbi eredményeimet továbbfejlesztve retardált állapotfüggő kés-
leltetésű egyenletekre erős (pontonkénti ill. C-normában számı́tott) értelemben
mutattam meg az x(t, γ) megoldás γ paraméter szerinti elsőrendű folytonos dif-
ferenciálhatóságát a kompatibilitási feltétel felhasználása nélkül és a monotonitási
feltétel gyenǵıtése mellett. Megmutattam továbbá a kompatibilitási feltétel mellett
az x(t, γ) megoldás γ paraméter szerinti másodrendű folytonos differenciálhatóságát
pontonkénti értelemben és a C-normában is.

A differenciálhatósági eredmények alkalmazásaként bizonýıtottam a retardált
állapotfüggő késleltetésű egyenletek paraméter becslési feladata megoldására vonat-
kozó kvázi-linearizációs módszer konvergenciáját bizonyos esetekben, és teszteltem
a módszer konvergenciáját numerikus példákon.

Implicit neutrális állapotfüggő késleltetésű egyenletek egy általános osztályára
a megoldások létezésére, egyértelműségére, a paraméterektől való Lipschitz folyto-
nos függésére, valamint a megoldások paraméterek szerinti differenciálhatóságára
bizonýıtottam új eredményeket.

Az értekezésben szereplő eredmények még nem jelentek meg publikációkban,
a 2. fejezet eredményeit motiváló dolgozatom is még megjelenés alatt áll [36]. A
legfontosabb eredményeimet az értekezésben szereplő fejezetek szerinti felosztásban
ismertetem az alábbiakban.

1. fejezet

Az 1. fejezetben a dolgozatban később használt jelöléseket és az irodalomban is-
mert álĺıtásokat ismertettem, majd néhány később használt lemmát bizonýıtottam.
Ezek közül a korábban hivatkozott 1.2.6. Lemma alábbi általánośıtását emelem
ki, amely alapvető fontosságú a differenciálatósági eredményeim igazolásához. Te-
kintsük először az alábbi defińıciót.

1.2.9. Defińıció. Jelölje PM([a, b], [c, d]) az u : [a, b] → [c, d] abszolút folytonos
függvények halmazát, amelyek szakaszonként monotonok abban az értelemben, hogy
létezik az [a, b] intervallum a = t0 < t1 < · · · < tm−1 < tm = b felosztása, hogy
minden i = 0, 1, . . . , m − 1-re vagy

ess inf{u̇(s) : s ∈ [a′, b′]} > 0, minden [a′, b′] ⊂ (ti, ti+1)-re

vagy
ess sup{u̇(s) : s ∈ [a′, b′]} < 0, minden [a′, b′] ⊂ (ti, ti+1)-re

teljesül.
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1.2.11. Lemma. Tegyük fel, hogy g ∈ L∞([c, d], Rn), u, uk ∈ PM([a, b], [c, d]) (k ∈
N), és

lim
k→∞

|uk − u|W 1,∞([a,b], R) = 0.

Ekkor

lim
k→∞

∫ b

a

|g(uk(s)) − g(u(s))| ds = 0.

2. fejezet

A 2. fejezetben az

ẋ(t) = f(t, xt, x(t − τ(t, xt, ξ)), θ), t ∈ [0, T ], (10)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0] (11)

retardált állapotfüggő késleltetésű kezdetiérték-feladatot vizsgáltam.
Az alábbi feltételeket tettem fel a fejezet során az egyes álĺıtásokhoz:2

(A1) (i) f : [0, T ] × C × R
n × Θ → R

n folytonos;

(ii) f Lipschitz folytonos a 2., 3. és 4. változójára vonatkozóan;

(ii) f folytonosan differenciálható a 2., 3. és 4. változójára vonatkozóan;

(iv) f Lipschitz folytonos az 1. változójára vonatkozóan;

(v) a D2f , D3f és D4f parciális deriváltak Lipschitz folytonosak minden
változóra vonatkozóan;

(vi) a D2f , D3f és D4f függvények folytonosan parciálisan differenciálhatóak
a 2., 3. és 4. változókra vonatkozóan;

(A1) (i) τ : [0, T ] × C × R
n × Ξ → [0, r] folytonos;

(ii) τ Lipschitz folytonos a 2. és 3. változójára vonatkozóan;

(iii) τ folytonosan differenciálható a 2. és 3. változójára vonatkozóan;

(iv) τ Lipschitz folytonos az 1. változójára vonatkozóan;

(v) a (t, ξ) 7→ τ(t, yt, ξ) függvény Lipschitz folytonos minden
y ∈ W 1,∞([−r, T ], Rn) függvényre;

(vi) D2τ és D3τ függvények Lipschitz folytonosak;

(vii) D2τ és D3τ folytonosan parciálisan differenciálhatóak a 2. és 3. változókra
vonatkozóan;

2A feltételek az egyszerűség kedvéért vázlatosan vannak megadva, a pontosan megfogalmazott feltételeket lásd a
disszertációban.
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(viii) a (t, ξ, θ) 7→ f(t, yt, y(t−τ(t, yt, ξ)), θ) függvény Lipschitz folytonos minden
y ∈ W 1,∞([−r, T ], Rn) függvényre.

Jelölje
Γ := W 1,∞ × Θ × Ξ

a paraméterteret, a szorzat normával ellátva. A γ̂ ∈ Γ pont δ > 0 sugarú nýılt
környezetét jelölje BΓ(γ̂; δ).

A 2.2. szakasz fő eredménye a (10)-(11) kezdetiérték-feladat létezésére és a pa-
raméterektől való folytonos függésére vonatkozik.3

2.2.1. Tétel. Tegyük fel az (A1) (i), (ii), (A2) (i), (ii), feltételeket, és legyen
γ̂ ∈ Γ. Ekkor léteznek olyan δ > 0 és 0 < α ≤ T véges számok, amelyre

(i) minden γ ∈ P := BΓ(γ̂; δ) estén a (10)-(11) k.é.f.-nak létezik pontosan egy
x(t, γ) megoldása a [−r, α] intervallumon;

(ii) xt(·, γ) ∈ W 1,∞ minden γ ∈ P és t ∈ [0, α]-re, és létezik olyan L = L(α, δ)
konstans, amelyre

|xt(·, γ) − xt(·, γ̄)|W 1,∞ ≤ L|γ − γ̄|Γ, γ ∈ P, t ∈ [0, α]

teljesül.

Megjegyezzük, hogy a fenti álĺıtásban a megoldás értelmezési tartománya és az
L Lipschitz konstans minden γ ∈ P paraméter értékre azonos. Ezt a tényt ki-
használtam a további eredmények bizonýıtásában. A tétel értelmében a W 1,∞ tér
természetes választás lehet a (10) retardált egyenlet megoldásai állapotterének, hi-
szen a feladat jól definiált ebben a térben. Ez a választás Walter C1 elméletéhez
képest általánosabb esetekben is alkalmazható, hiszen a megengedhető kezdeti
függvények halmaza jóval bővebb, mint a C1 elméletben.

A továbbiakban a 2.2.1. Tétellel definiált P halmazt és az α > 0 konstanst
rögźıtettnek tekintjük.

A 2.3. szakaszban egy rögźıtett γ ∈ P paraméter értékhez tartozó x(t, γ) meg-
oldás mentén definiáltam az L(t, x) : Γ → R

n,

L(t, x)(hϕ, hθ, hξ)

:= D2f(t, xt, x(t − τ(t, xt, ξ)), θ)h
ϕ + D3f(t, xt, x(t − τ(t, xt, ξ)), θ)

×
[

−ẋ(t − τ(t, xt, ξ))
(

D2τ(t, xt, ξ)h
ϕ + D3τ(t, xt, ξ)h

ξ
)

+hϕ(−τ(t, xt, ξ))
]

+ D4f(t, xt, x(t − τ(t, xt, ξ)), θ)h
θ

3Az álĺıtások is több esetben egyszerűśıtett alakban vannak megfogalmazva a tézisfüzetben. A részletesebb
álĺıtásokat lásd a disszertációban.

13

               dc_109_10



lineáris leképezést (hϕ, hθ, hξ) ∈ Γ-ra, és tekintettem az alábbi kezdetiérték-felada-
tot:

ż(t) = L(t, x)(zt, h
θ, hξ) a.e. t ∈ [0, α], (12)

z(t) = hϕ(t), t ∈ [−r, 0], (13)

ahol h = (hϕ, hθ, hξ) ∈ Γ rögźıtett.
Definiáltam a

P1 :=
{

γ = (ϕ, θ, ξ) ∈ P : ess inf
{ d

dt
(t − τ(t, xt(·, γ), ξ)) : a.e. t ∈ [0, α∗]

}

> 0
}

és

P2 := {γ = (ϕ, θ, ξ) ∈ P : a [0, α∗] → R, t 7→ t − τ(t, xt(·, γ), ξ)

leképezés a PM([0, α∗], [−r, α∗]) osztályba tartozik} (14)

paraméter halmazokat, ahol α∗ := min{r, α}. Ekkor P1 ⊂ P2 ⊂ P .

2.3.9. Tétel. Tegyük fel, hogy (A1) (i)–(iii), (A2) (i)–(v) teljesülnek, és legyen P2

a (14) formulával definiálva. Ekkor az

R × Γ ⊃ [0, α] × P → R
n, (t, γ) 7→ x(t, γ)

és
R × Γ ⊃ [0, α] × P → C, (t, γ) 7→ xt(·, γ)

függvények γ szerint parciálisan differenciálhatóak minden γ ∈ P2-re, és

D2x(t, γ)h = z(t, γ, h), h ∈ Γ, t ∈ [0, α], γ ∈ P2,

valamint
D2xt(·, γ)h = zt(·, γ, h), h ∈ Γ, t ∈ [0, α], γ ∈ P2,

ahol z(t, γ, h) a (12)-(13) k.é.f. megoldása t ∈ [0, α], γ ∈ P2 és h ∈ Γ-ra. Továbbá
az

R × Γ ⊃ [0, α] × P2 → L(Γ, Rn), (t, γ) 7→ D2x(t, γ)

és
R × Γ ⊃ [0, α] × P2 → L(Γ, C), (t, γ) 7→ D2xt(·, γ)

függvények folytonosak.

A 3. fejezetben a kvázi-linearizációs sorozat konvergenciájának a bizonýıtása az
egyik esetben az alábbi lemmán alapul, amely a D2x(t, γ) parciális derivált γ-ra
vonatkozó Lipschitz folytonosságára ad elegendő feltételt. Tekintsük ehhez először
a következő defińıciót.
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2.3.7. Defińıció. Jelölje PW 2,∞ azon ϕ ∈ W 1,∞ függvények halmazát, amelyek
szakaszonként W 2,∞-függvények, azaz létezik olyan −r = t0 < t1 < . . . < tm = 0
beosztás, amelyre ϕ̇ Lipschitz folytonos a (ti, ti+1) intervallumokon minden i =
0, . . . , m − 1-re, és ϕ̇ jobbról és balról is folytonos a ti pontokban minden i =
0, . . . , m-re. A PW 2,∞ halmazon a normát a |ϕ|PW 2,∞ := max{|ϕ|C , |ϕ̇|L∞, |ϕ̈|L∞}

képlettel definiáljuk.

2.3.8. Lemma. Tegyük fel, hogy (A1) (i)–(v), (A2) (i)–(vi) teljesülnek, γ∗ =
(ϕ∗, θ∗, ξ∗) ∈ P1. Ekkor létezik olyan δ∗ > 0, hogy minden m ∈ N és K ≥ 0
konstansokhoz létezik egy N3 = N3(γ

∗, δ∗, m, K) nemnegat́ıv konstans, hogy min-
den γ = (ϕ, θ, ξ) ∈ BΓ(γ∗; δ∗)-re, amelyre ϕ ∈ PW 2,∞ és |ϕ|PW 2,∞ ≤ K, továbbá
a ϕ̇ és ϕ̈ függvények (−r, 0)-beli szakadási pontjai száma nem nagyobb, mint m,
létezik olyan δ > 0, hogy minden hk ∈ Γ-ra, amelyre |hk|Γ ≤ δ teljesül k ∈ N-re és
h ∈ Γ-ra, a zk,h(t) := z(t, γ + hk, h) és zh(t) := z(t, γ, h) függvényekre a

|zk,h(t) − zh(t)| ≤ |zk,h
t − zh

t |C ≤ N3|hk|Γ|h|Γ, t ∈ [0, α], h ∈ Γ

reláció teljesül.

A 2.4. szakaszban a (10)-(11) k.é.f. x(t, γ) megoldásának γ szerinti másod-
rendű deriváltjának létezését mutattam meg. Ehhez először vezessük be a Γ2 :=
W 2,∞ × Θ × Ξ paraméter teret a szorzat normával ellátva.

Egy rögźıtett γ ∈ P2-re legyen x a (10)-(11) k.é.f. megoldása, és legyen zh and
zy a (12)-(13) k.é.f. h, y ∈ Γ paraméterekhez tartozó megoldása. Tekintsük a

ẇ(t) = L(t, x)(wt, 0, 0) + B(t)〈(zh
t , hθ, hξ), (zy

t , y
θ, yξ)〉, a.e. t ∈ [0, α], (15)

w(t) = 0, t ∈ [−r, 0]. (16)

k.é.f.-ot, ahol B〈·, ·〉 egy bizonyos explicit módon megadott bilineáris leképezés
(amelynek pontos defińıcióját lásd a disszertáció 2.4. fejezetében).

A kompatibilitási feltételt teljeśıtő paraméterek halmazát jelölje

P :=
{

(ϕ, θ, ξ) ∈ P : ϕ ∈ C1, ϕ̇(0−) = f(0, ϕ, ϕ(−τ(0, ϕ, ξ)), θ)
}

.

2.4.16. Tétel. Tegyük fel, hogy (A1) (i)–(vi), (A2) (i)–(vii) teljesülnek. Ekkor
minden t ∈ [0, α]-ra a

Γ2 ⊃ (P2 ∩ Γ2) → R
n, γ 7→ x(t, γ)

és
Γ2 ⊃ (P2 ∩ Γ2) → C, γ 7→ xt(·, γ)
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függvények kétszer differenciálhatóak a γ szerint minden γ ∈ P2 ∩ Γ2 ∩ P-ra, és

D22x(t, γ)〈h, y〉 = wh,y(t), h, y ∈ Γ2,

valamint
D22xt(·, γ)〈h, y〉 = wh,y

t , h, y ∈ Γ2,

ahol wh,y a (15)-(16) variációs egyenlet megoldása. Továbbá, ha (A2) (viii) teljesül,
akkor a

R × Γ2 ⊃
(

[0, α] × (P2 ∩ Γ2 ∩ P)
)

→ L2(Γ2 × Γ2, R
n), (t, γ) 7→ D22x(t, γ)

és

R × Γ2 ⊃
(

[0, α] × (P2 ∩ Γ2 ∩ P)
)

→ L2(Γ2 × Γ2, C), (t, γ) 7→ D22xt(·, γ)

leképezések folytonosak.

3. fejezet

Az értekezés 3. fejezetében a paraméter szerinti differenciálhatóság alkalmazása-
ként a (10)-(11) k.é.f. skaláris változatára vonatkozó paraméter becslési feladatot
vizsgáltam. Az alábbi feltételre volt szükségem.

(B1) n = 1, azaz a (10) egyenlet skaláris;

(B2) ΓN ⊂ Γ véges dimenziós altér minden N ∈ N-re;

(B3) létezik γ∗ ∈ Γ, amelyre J(γ∗) = 0;

(B4) minden N ∈ N-re a χN
j := (χϕ,N

j , χθ,N
j , χξ,N

j ) bázis függvényekre χϕ,N
j ∈ PW 2,∞

teljesül minden j = 1, . . . , N -re, és létezik olyan −r < t1 < · · · < tm < 0
beosztás, ahol m = m(N), és amelyre χ̇ϕ,N

j és χ̈ϕ,N
j függvények szakadási

pontjai a ti pontok minden j = 1, . . . , N -re;

(B5) minden N ∈ N-re
∑N

j=1 |χ
N
j |Γ ≤ 1;

(B6) minden N ∈ N-re a J függvény ΓN altérre való megszoŕıtásának létezik γN ∈

ΓN lokális minimuma.

A feltételeket teljeśıtő ΓN véges dimenziós alterekre a numerikus példákban termé-
szetes választási lehetőség a lineáris spline függvények halmaza.
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3.2.1. Defińıció. Azt mondjuk, hogy a ck ∈ R
N sorozat szuperlineárisan konvergál

c∗ ∈ R
N -hez, ha létezik olyan εk ≥ 0 sorozat, amelyre εk → 0, ha k → ∞, és

|ck+1 − c∗| ≤ εk|c
k − c∗|, k ∈ N.

3.2.2. Tétel. Tegyük fel, hogy (A1) (i)–(iii), (A2) (i)–(iii) és (B1)–(B3) telje-
sülnek, továbbá γ∗ :=

∑N
j=1 c∗jχ

N
j ∈ P1 ∩ ΓN valamely N ∈ N-re, és D(c∗) in-

vertálható, ahol c∗ := (c∗1, . . . , c
∗
N)T . Ekkor erre az N-re a (8) kvázi-linearizációs

sorozat lokálisan szuperlineárisan konvergál c∗-hez.

Megjegyzem, hogy a numerikus példák azt mutatják, hogy a gyakorlatban a
szuperlineáris sebességnél gyorsabban konvergál a kvázi-linearizációs sorozat, de
ennek igazolásához nem ismerjük a megoldás elegendő simasági tulajdonságát a
paraméterre vonatkozóan.

3.2.3. Tétel. Tegyük fel, hogy (A1) (i)–(v), (A2) (i)–(vi), és (B1)–(B7) teljesül-
nek, továbbá a (B3) feltételben szereplő γ∗ paraméterre γ∗ ∈ P1. Legyen δ∗ > 0
a 2.3.8. Lemma által definiált konstans, legyen γN :=

∑N
j=1 cjχ

N
j a (B6) feltételben

definiált paraméter, cN := (c1, . . . , cN)T , m = m(N) és χϕ,N
j (j = 1, . . . , N) a (B4)

feltétellel definiálva,

K := max
{

|cN |1 + δ∗, (|cN |1 + δ∗) max
j=1,...,N

|χ̈ϕ,N
j |L∞

}

,

és legyen N3 = N3(γ
∗, δ∗, m, K) a 2.3.8. Lemma által definiált konstans. Ekkor ha

γN ∈ BΓ(γ∗; δ∗), a D(cN) mátrix invertálható, és

|D−1(cN)|1N3

ℓ
∑

i=0

|x(ti, c
N) − Xi| < 1,

akkor ilyen N-ekre a (8) kvázi-linearizációs sorozat lokálisan konvergál cN -hez.

4. fejezet

Az értekezés 4. fejezetében a

d

dt

(

x(t) − g(t, xt, x(t − ρ(t, xt, χ)), λ)
)

= f
(

t, xt, x(t − τ(t, xt, ξ)), θ
)

,

t ∈ [0, T ], (17)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0] (18)

neutrális egyenlethez tartozó k.é.f.-ot vizsgáltam. Az (A1) és (A2) feltételek mellett
az alábbi feltételeket használtam fel.
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(A3) (i) g : [0, T ] × C × R
n × Λ → R

n folytonos;

(ii) g Lipschitz folytonos a következő értelemben:

|g(t, ψ, u, λ) − g(t, ψ̄, ū, λ̄)|

≤ L3

(

|t − t̄| + max
ζ∈[−r,−r0]

|ψ(ζ) − ψ̄(ζ)| + |u − ū| + |λ − λ̄|Λ

)

;

(iii) g folytonosan differenciálható a 2., 3. és 4. változójában;

(iv) D2g, D3g és D4g Lipschitz folytonos az 1., 2. és 3. változójában;

(A4) (i) ρ : [0, T ] × C × X → [r0, r] folytonos;

(ii) ρ Lipschitz folytonos a következő értelemben:

|ρ(t, ψ, χ) − ρ(t, ψ̄, χ̄)| ≤ L6

(

|t − t̄| + max
ζ∈[−r,−r0]

|ψ(ζ) − ψ̄(ζ)| + |χ − χ̄|X

)

;

(iii) ρ folytonosan differenciálható a 2. és 3. változójában;

(iv) D2ρ és D3ρ Lipschitz folytonos az 1. és 2. változójában.

Megmutattam, hogy a (17) alakú egyenletek egy széles osztályában teljesülnek
a fenti feltételek. Ebben a fejezetben a paraméter teret a

Γ := W 1,∞ × Θ × Ξ × Λ × X

térnek választottam, a szorzat normával ellátva.

4.2.2. Tétel. Tegyük fel az (A1) (i), (ii), (A2) (i), (ii), feltételeket, és legyen
γ̂ ∈ Γ. Ekkor léteznek olyan δ > 0 és 0 < α ≤ T véges számok, amelyre

(i) minden γ ∈ P := BΓ(γ̂; δ) estén a (17)-(18) k.é.f.-nak létezik pontosan egy
x(t, γ) megoldása az [−r, α] intervallumon;

(ii) xt(·, γ) ∈ W 1,∞ minden γ ∈ P és t ∈ [0, α]-re, és létezik olyan L = L(α, δ)
konstans, amelyre

|xt(·, γ) − xt(·, γ̄)|W 1,∞ ≤ L|γ − γ̄|Γ, γ ∈ P, t ∈ [0, α]

teljesül.

A kompatibilitási feltételt az alábbi módon definiáltam:

P :=
{

(ϕ, ξ, θ, λ, χ) ∈ Γ : g(t, ψ, u, λ) és ρ(t, ψ, χ) a t változóra szerint

parciálisan differenciálható, és a (t, ψ, u) 7→ D1g(t, ψ, u, λ) és

(t, ψ) 7→ D1ρ(t, ψ, χ) függvények folytonosak t ∈ [0, T ]-re; ϕ ∈ C1;

ϕ̇(0−) = D1g(0, ϕ, ϕ(−ρ(0, ϕ, χ)), λ) + D2g(0, ϕ, ϕ(−ρ(0, ϕ, χ)), λ)ϕ̇

+D3g(0, ϕ, ϕ(−ρ(0, ϕ, χ)), λ)ϕ̇(−ρ(0, ϕ, χ))

×(1 − D1ρ(0, ϕ, χ) − D2ρ(0, ϕ, χ)ϕ̇) + f(0, ϕ, ϕ(−τ(0, ϕ, ξ)), θ)
}

.
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Definiáltam a G(t, x) : C × Λ × X → R
n,

G(t, x)(ψ, hλ, hχ)

:= D2g(t, xt, x(t − ρ(t, xt, χ̄)), λ̄)ψ + D3g(t, xt, x(t − ρ(t, xt, χ̄)), λ̄)

×
[

−ẋ(t − ρ(t, xt, χ̄))
{

D2ρ(t, xt, χ̄)ψ + D3ρ(t, xt, χ̄)hχ
}

+ψ(−ρ(t, xt, χ̄))
]

+ D4g(t, xt, x(t − ρ(t, xt, χ̄)), λ̄)hλ

lineáris operátort, és tekintettem a

d

dt

(

z(t) − G(t, x)(zt, h
λ, hχ)

)

= L(t, x)(zt, h
ξ, hθ), t ∈ [0, α] (19)

z(t) = hϕ(t), t ∈ [−r, 0] (20)

k.é.f.-ot h = (hϕ, hθ, hξ, hλ, hχ) ∈ Γ-ra.

4.3.4. Tétel. Tegyük fel, hogy (A1) (i)–(iii), (A2) (i)–(iii), (A3) (i)–(iv) és (A4)
(i)–(iv) teljesülnek, legyen P és α > 0 a 4.2.2. Tétellel definiálva, γ̄ ∈ P ∩ P, és
legyen x(t; γ) a (17)-(18) k.é.f. megoldása a [−r, α] intervallumon γ ∈ P -re. Ekkor
az x(t, ·) : Γ ⊃ P → R

n függvény differenciálható a γ̄ pontban minden t ∈ [0, α]-re,
és

D2x(t, γ̄)h = z(t, γ̄, h), h ∈ Γ, t ∈ [0, α],

ahol z a (19)-(20) k.é.f. megoldása.

4.3.5. Következmény. A 4.3.4. Tétel feltételei mellett a

Γ ⊃ P → C, γ 7→ x(·, γ)t

függvény differenciálható minden γ̄ ∈ P ∩ P pontban minden t ∈ [0, α]-re, és

D2xt(·, γ̄)h = zt(·, γ̄, h), h ∈ Γ, t ∈ [0, α].
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