Valasz Krisztin Tibor opponensi biralatara

Mindenekel6tt megkoszonom Dr. Krisztin Tibor, az MTA doktora opponensi munkajat és
véleményét.

1. kérdés: Mi motivilja a két kilonbozo tipusi paraméter, £ és 0 bevezetését? Van olyan
alkalmazds dltal motivdlt példa, ahol ez fontos?

valasz: Hale és Ladeira a [6] cikkiikben

#(t) = flat), z(t — 7))

alaku konstans késleltetésii differencidlegyenlet megoldasainak paraméter szerinti differencidl-
hatésdgat vizsgdalta. Ez kérdés abban az idében hosszi éveken keresztiil megoldatlan probléma
volt. Technikailag az allapotfliggd késleltetés fiiggvény képletében szereplé paraméter ha-
sonl6 problémat okoz, mint a [6] cikkben a konstans késleltetés szerinti differencidlhatdség.
Példdul a [7] cikkemben hasznalt technikdval a késleltetésben szereplé paraméter szerinti dif-
ferencidlhatosagot gyengébb értelemben sikeriilt igazolni, mint az f fliggvényben szereplé pa-
raméter illetve a kezdeti érték szerinti differencidlhatésdgot. A jelen disszertécidoban hasznalt
bizonyitasi tehnika esetében a késleltetésben szereplo paraméter szerinti derivalthatésag is ke-
zelheto, raadasul pontonkénti értelemben.
Az [1] cikkben a szerzok egy sejt populacié modellezésére egy

N'(t) = g(N(t), N(t = 7(N(2))))

alaku éllapotfiiggd késleltetésti funkciondl-differencidlegyenletet adtak meg, ahol N(t) a po-
puldcié mérete a t idopontban. A szerzok a modell pozitiv egyensulyi helyzetének stabilitasat
vizsgaltak, abban az esetben, amikor a késleltetés fiiggvény alakja 7(u) = p7(u), ahol p egy
pozitiv valés paraméter, 7 egy rogzitett fiiggvény. Megmutattak, hogy a modellben Hopf bi-
furkacié 1étezik.

2. kérdés: A paraméter kezelésére standard technika az, hogy a paramétert is figgetlen
vdltozonak tekintjik, azaz az értekezés (2.1.1) egyenletében &(t) és O(t) ismeretlenek, és az
egyenlethez hozzavesszik az

d d

—£t)=0 —0(t) =0

Tem =0, o)

egyenleteket. A nem-autonom esetben még az explicit iddfiiggés is megszuntethetd, a figgetlen
valtozok szamanak novelésével. Tehdt feltehetd sok esetben az, hogy az egyenlet autonom és

nincs benne paraméter. Ennek az dtirdasnak vannak-e itt elonyei?



valasz: Tekintsiik azt az esetet, amikor § € R? és £ € R? véges dimenziés paraméterek.
Ekkor a disszertaciéban szerepl paraméter halmazok © = RP, 2 = R? és ' = W1 x RP x RY.
Az 1j véltozok bevezetésével a (2.1.1) egyenlet az

w(t) = flt,x@t), ot —7(t,2,£(2))),0(2),  t€0,T], (1)

ot) = 0, telo,T], (2)

&ty = 0, teloT], (3)
egyenletrendszerrel ekvivalens, ahol a kezdeti feltételt az

:E(t) - Qo(t)v tG[—T,O], (4>

0(0) = 0, (5)

£0) = ¢ (6)

alakban frhatjuk fel. Az (1)-(3) egyenletrendszer megoldasat jelolje

y(t,y) = (x(t, ), 0(t,7), &, 7)) = (x(t,7),0,8),

ahol v = (¢,0,€). Az y megoldés ~y szerinti derivaltjat jelolje Doy(t,v) € L(T, R" x RP x RY), és
legyen w(t, vy, h) = Doy(t,¥)h, h € I'. Ekkor ellendrizhetd, hogy w(t, v, h) = (2(t,v, h), h?, h¥),
ahol h = (h?,h% k%) € T, és z(t) = z(t,7, h) megolddsa a disszertaciéban szerepl$ (2.3.13)-
(2.3.14) k.é.f.-nak. Azaz a paramétereket attranszforméltuk a kezdeti értékbe, de a paraméter
szerinti derivalt 1ényegében ugyanazt a variacids egyenletet teljesiti, amit a disszertacioban
vizsgaltam. A differencidlhatosag igazolasa ezt az alakot hasznalva gyakorlatilag ekvivalens
nehézségli a disszertacié targyalasaval.

Abban az esetben, amikor a  és & paraméterek ¢ fiiggvényei, a (2) és (3) egyenletek jobb
oldalain (t) és £(t) szerepel (feltéve persze, hogy differencialhatéak a paraméterek), illetve
az (5) és (6) kezdeti feltételekben is 6(0) és £(0) kell. A fenti gondolatmenet erre az esetre is
vonatkozik a © és = paraméter halmazok megfelel6 fliggvényhalmazokra cserélésével.

Az id6 valtozot is 1j fliggd valtozdval helyettesitve valéban autoném alakra lehet hozni a
nem-autoném egyenletet. A differencidlhatésag igazolasanal f és 7 id6tol valo fliggése nem
okozott gondot (csak a képletek hosszabbak), hiszen példaul az f és 7 fliggvények t szerinti
differencidlhatésédgara sincs sziikség a bizonyitasban.

A paraméterbecslés feladata esetén is a fenti helyettesitéssel konstans paramétert a kez-
deti feltételbe at lehet transzformalni, de ez itt sem fogja a kvazilinearizaciés modszer kon-
vergeniajanak a bizonyitasat konnyebbé tenni, hiszen itt is a megoldds paraméter szerinti de-
rivaltjara és a vele kapcsolatos becslésekre van sziikség. Az id6t6l fiiggd @ és € paraméter esetén
is a fentiek szerint attranszformalhaté a feladat, de nem egyszertisodik vele a kérdés. Ebben az
esetben a paraméter derivaltja a (2) és (3) egyenletek jobb oldalan is szerepel, ami egy kicsit
komplikélja a numerikus médszert, hiszen nem csak a @ ill. £ fiiggvényeket, hanem azok elsé
derivaltjat is kozelitentik kell.

3. kérdés: Folytonos szemidinamikai rendszerhez (semiflow) kell a t — x; leképezés folyto-
nossdga. Ha W1 a fazistér, akkor ez nem feltétleniil folytonos. Ez motivdlta a Krisztin—Wu
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cikket, majd Walthert a C tér bevezetésében? Alkalmas fdzistér a W1, ha a t-ben vald foly-
tonossdgot szeretnénk? Mi itt a kompatibilitdsi feltétel szerepe?

valasz: Valéban, ha a kezdeti fliggvény nem teljesiti a kompatibilitasi feltételt, akkor a
0, 2 t — z; € WH™ leképezés nem folytonos, azaz nem kapunk folytonos félcsoportot
ebben a fazistérben. A probléma megoldédsa a [10] és [11] cikkekben javasolt technika: a kez-
deti fiiggvények lesziikitése a kompatibilitdsi feltételt teljesité fiiggvényekre, és a C! fazistér
hasznalata. A C! elmélet hatrdnya, hogy leszlikiti az egyenlet megolddsait, hiszen tetszéleges
Whoe térbeli kezdeti fliggvényekre is egyértelm(i megolddsa van a (2.1.1) egyenletnek (termé-
szetes feltételek mellett), és a megoldés folytonosan fligg a paraméterektél is.

Egy masik lehetéség folytonos félesoport definidldsara, ha a WP norméat hasznéljuk, ahol
1 < p < co. Konyen igazolhatd, hogy a [0,a] 3 t — z; € WP leképezés folytonos. Sajnos a
WP tér nem jé allapottérnek, hiszen WiP-beli kezdeti fiiggvényekre ugyan létezik megolddsa
a (2.1.1) alaku egyenleteknek, de a megoldas dltaldban nem egyértelmii (lasd pédaul a [8, 14]
cikkeket). Emiatt a R x WP 5 (t,¢) — z; € WP leképezés nem definidl félesoportot. Egy
lehetséges megoldds az, ha az allapottérnek a (W |- |;1.,) normalt teret valasztjuk, hiszen
ekkor a félcsoport is jol definialt és folytonos is. Sajnos ez az egyébkén elég természetes lehetdség
sem idealis, hiszen a (W1 |- |y1p) tér nem teljes. Masrészt a W halmaz a |- [yy1.00 68 ||
normdkkal i.n. kvazi-Banach-teret alkot. Ezt a teret hasznalta Hale és Ladeira a [6] cikkiikben,
és ebben a térben dolgozva, az egyenletes kontrakcios tétel egy altalanositdsat hasznalva sikeriilt
a [9] cikkiinkben igazolni a T' 3 « +— z4(-,y) € WP leképezés differencialhatésdgat.

4. kérdés: Tibb példdaban (az elektrodinamikai modell, kiiszébfeltétellel definidalt késleltetés,
szabdlyozds visszhanggal, adaptiv késleltetés) a késleltetés nem egy explicit fiiggvénnyel adott,
hanem azt eqy fligguényegyenlet, differencidlegyenlet definidlja. Viszont ennek kovetkeztében

at — x(t —7(t,x;)) szigord monotonitisa automatikusan teljesil. Segithet-e ez a simasdgi
kérdésekben?

valasz: A fent emlitett modellekben nagy részében valéban teljestil a visszanytlasi fliggvény
szigoru monotonitasa. A disszertacié 2. fejezetében ehelyett hasznalt szakaszonkénti monoto-
nitas feltétele ennél enyhébb, de a bizonyitasok valamivel bonyolultabbak emiatt, azaz a szi-
gori monotonitas egyszeriibbé teszi a differencialhatdsig targyalasat. Simon Laszlé biralataban
feltett 2. kérdésére adott véalaszban szereplé példa mutatja, hogy a monotonitas vagy a szaka-
szonkénti monotonitas feltétele nélkiil nem biztos, hogy a differencialhatosag teljesiil. Tovabbra
is nyitott probléma, hogy magasabb rendi differencialhatosagot milyen feltétel mellett és milyen
értelemben lehet bizonyitani.

5. kérdés: Mi a kapcsolat Chen-Hu-Wu eredménye és az értekezés 2.4 részének eredménye
kozott?
valasz: A [2] cikk az

x<t) = f(l'(t),x(t—T(t)),(f), tE[0,0z], (7>



7._<t) = g(w(t),T(t),O'), te [0,0&], (8>
x(t) = o), tel[-r0] (9)
7(0) = 7o (10)

kezdeti érték feladat megolddsainak a v = (¢, 79, 0) paraméterek szerinti differencidlhatésdgét
vizsgalja. Itt a 7 késleltetés adaptiv modon, azaz egy csatolt differencidlegyenlet segitségével
definialt. A késleltetés a kezdeti értékként megadott 7y paramétertdl, a o paramétertol és a
megoldastol is fliigg, azaz a késleltetés allapotfiiggs. A szerzék megmutattak a

W2 x R x 3y 0 (z(t,),7(t,y)) € WP x W?P
leképezés differecialhatosagat, valamint a
W2 x RY x ¥ 3 v (x(t,7),7(t,7)) € WP x WhP

fiiggvény kétszer differencidlhatosdagat. A bizonyitds egy szép kiterjesztése a [9] cikkiinkben
bevezetett modszernek, 82 oldalon. Megjegyzem, hogy a szerzok ugyan explicit médon nem
teszik fel, de hasznéljak a kompatibilitasi feltételt is.

A disszertaciémban én a (2.1.1) alaku, explicit médon definialt dllapotfiigg6 késleltetést tar-
talmazo egyenletet vizsgaltam. Szintén kiilonbség, hogy a (2.1.1) egyenletben f és 7 idétél is
fiigg, mig a (7)-(10) feladatban nem. Megjegyzem, hogy a disszertaciémban szerepl6 eredmények
is konyen atirhatok adapiv késleltetés esetére, illetve Chen-Hu-Wu eredménye is atfogalmazhaté
a (2.1.1) egyenletre is kiilénosebb probléma nélkiil. A lényegi kiilobség a két dolgozat kozott
az, hogy a disszertaciéban én az elso és a masodik derivalt 1étezését is pontonkénti értelemben
mutattam meg, azaz minden rogzitett t-re igazoltam a

W2®° xOxZ3 7y x4(-,7) €C

leképezés kétszer differencialhatosagat. Ez a numerikus alkalmazédsok szempontjabdl, mint
példaul a disszertacioban szereplo paraméter becslési feladat, fontos kiilobség. A bizonyitas elve
is teljesen més, egy elemi megkozelitéssel, a [2] cikkhez képest joval rovidebben és egyszeriibben
lattam be az allitast.

6. kérdés: A bizonyitdsokat technikailag dttekinthetobbé tenné-e, ha valamivel absztraktabb
modon lenne az dllapotfiggd késleltetés megfogalmazva?

valasz: A disszertaciéban szerepld egyenletek, és kiilonosen a varidcids egyenletek alakja
hosszi, annak ellenére is, hogy az egyenletben csak egy allapotfiiggd késleltetésti tagot vettem
fel. A bizonyitasok konnyen kiterjeszthetOk arra az esetre is, ha tobb hasonlé alaku allapotfiiggo
késleltetett tag szerepel az egyenletben. Valéban lényeges kérdés hogyan érdemes a jelolés egy-
szerusiteni. A 4. kérdésben felsorolt ill. tovabbi alkalmazasokban sokszor a késleltetést egy
csatolt differencialegyenlet, integrdlegyenlet vagy algebrai egyenlet definidlja. Emiatt is indo-
kolt egy absztraktabb megkozelités, ami az alkalmazasokban megjelené konkrét késleltetéseket
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tartalmazhatja. Ilyen példaul Walther megkozelitése a neutrdlis egyenletek esetére [12, 13].
Természetesen érdemes foglalkozni a differencidlhatdsagi eredmények kiterjesztésével az expli-
cit alaku neutralis egyenletekre is. A dolgozatban feltettem, hogy a késleltetés fiivvény képlete
explicit médon adott. Ennek célja az volt, hogy a talan legegyszeriibben kezelheté esetben
probaljam meg a monotonitasi feltétel gyengitését ill. a magasabb rendi derivalt 1étezését
vizsgalni. Fontos az eredmények altalanosabb esetre valod kiterjesztése.

7. kérdés: A J. fejezet eredményei alkalmazhatok-e a Driver dltal is vizsgdlt elektrodina-
mikai kéttest-problémadra?

valasz: Driver tobb dolgozataban targyalta az elektrodinamikai kéttest probléma kiillonboz6
eseteit. A [3] cikkben olyan a két részecske pozicidjara és sebességére vonatkozo egyenletrend-
szert allitott fel, ahol a két késleltetés fliggvény egy-egy differencidlegyenlettel van definidlva,
azaz adaptiv médon definidltak a késleltetések. Az én eredményem explicit moédon definialt
késleltetésre van kidolgozva, de azok kénnyen &dtirhaték az adaptiv késleltetés esetére is. A [4]
dolgozatban Driver adaptiv médon definidlt allapotfiiggo késleltetést tartalmazo explicit diffe-
rencidlegyenlet-rendszert vizsgalt. Erre az esetre a 4. fejezet eredményei nem alkalmazhatok
direkt moédon, hiszen én implicit alaki neutralis egyenleteket vizsgaltam. Az eredmények
varhatéan atvihetok erre az esetre is, de ezt még nem vizsgaltam. Megjegyezem, hogy Driver
az [b] cikkben a kéttest probléma egyik esetében olyan modellt kapott, amelyben késleltetett
és siettetett tagok is szerepelnek. Ilyen esetre sincsenek eredményeim.
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