Valasz Simon Laszlé opponensi biralatara

Mindenekel6tt megkoszonom Dr. Simon Lészlé, az MTA doktora opponensi munkajat és
véleményét.

1. kérdés: A (8) monotonitdsi feltétel és az emlitett szakaszonkénti monotonitdsi feltétel
csak a megoldds ismeretében ellendrizhetd. Tud-e egyszeri, az f, T,y adatokra vonatkozo ele-
gendd feltételeket adni ezekre? Ez fontos lenne a 3.2.2 tétel feltételeinek teljesiiléséhez is.
Tud-e mondani olyan példat, ahol (8) nem teljesil, de a szakaszonkénti monotonitds igen?
Mondhatjuk-e azt, hogy Py dltaldban nem nyilt halmaz?

valasz: (a) Tekintsiik az egyszertiség kedvéért az

#(t) = [t x(t), x(t —7(t,x(t),  t€0,T] (1)

skaldris &dllapotfiiggd késleltetésti differencidlegyenletet. A ¢ +— ¢ — 7(t,2(t)) visszanyuldsi
fiiggvényre a szigord monotonitési feltétel pontosan akkor teljesiil, ha L7(¢,z(t)) < ¢ < 1
m.m. t-re. Az egyenletet felhasznalva kapjuk, hogy

%T(t, x(t)) = Di7(t,z(t)) + Dar(t, x(t))2(t)
= Dy7(t,x(t)) + Dot (t,x(t)) f(t,x(t), x(t — 7(t,2(1)))).

Egy erds feltétel, de amely a megoldas ismerete nélkiil is garantalja a visszanyulasi fiiggvény
szigoru monotonitasat, ha feltessziik, hogy

Dy7(t,u) + Dot (t,u) f(t,u,v) < c <1, te[0,T], u,v €R. (2)

A (2) feltétel teljesiilése esetén tetszbleges kezdeti fiiggvényhez tartozé megoldds mentén a
visszanyulasi fliggvény szigortian monoton névo lesz.

(b) Populéciés modelleknél a visszanyilasi fiiggvény szigori monotonitdsa alapfeltétel a
modell érvényességéhez (lasd pédédul [1, 2, 3]). Példdul a [1] éa a [2] cikkben is szerepel olyan
explicit feltétel, amely az adott modell esetén garantalja a visszanyulési fiiggvény szigori mo-
notonitasat.

A visszanyulasi fliggvény szigord monotonitasa konnyen adédik az t.n. adaptiv médon de-
finidlt allapotfiiggd késleltetés esetén. Példaul az [3, 7] dolgozatok az

w(t) = —fla(t—7(1))), (3)
7(t) = h(x(t), (1)) (4)

alaku skalaris differencidlegyenletet-rendszert vizsgaltak. Lathatd, hogy a késleltetés fiigg a
rendszer allapotdtél, de nem egy explicit képlettel definidlt, mint az (1) egyenletben. Ha



h(u,v) < ¢ < 1 minden u,v € R-re, akkor a ¢t — t — 7(t) visszanytldsi fiiggvény szigorian
monoton névé (lasd [3, 7]).

(c) Az 1.2.9 definicié értelmében vett szakaszonként monoton visszanylasi fliggvény termé-
szetes modon megjelenhet az (1) egyenletben abban az esetben, amikor t +— 7(t,x(t)) perio-
dikus fiiggvény. Periodikus késleltetés 1ép fel példaul a mardgép vibracidjat leiré allapotfiiggo
késleltetésti modellben (1dsd példaul a [6] cikket).

Ha valamely t; € [0,a]-ra £7(t,z(t))i=, > 1, és a {t € [0,a]: L7(t,z(t)) = 1} halmaz

véges, akkor a visszanyulési fliggvény szakaszonként monoton az 1.2.9 definicié értelmében.
Ehhez csak azt kell megfigyelni, hogy a periodikussdg miatt van olyan ts € [0,a], hogy
L7(t,(t))]i=, < 0. Annak ellendrzésére viszont, hogy a £7(t,z(t)) = 1 egyenletnek véges
sok gyoke legyen, a megoldasok ismerete nélkiil nem tudok olyan feltételt adni, ami realisan
ellendrizhet6 lenne a gyakorlatban.

(d) Tekintsiik most az

() = x(t—7(t,z(t))), tel0,2], (5)
z(t) = 1, te[-1,0] (6)

kezdeti érték feladatot, ahol

7(t,u) = max {%uQ —t, 0} : (7)

Konnyt ellenérizni, hogy x(t) = t + 1 az egyértelmii megoldasa a feladatnak a [0, 2] intervallu-
mon. A megoldas mentén a késleltetés fiiggvény

1 1
7(t,x(t)) = §(t—i— 1)? —t= 5(15— 1)?+t>0, t >0,
és a visszanyulasi fiiggvény
1
t—7(t,x(t)) = —é(t -1)2%<0

szakaszoként monoton a [0, 2] intervallumon az 1.2.9 definicié értelmében.
(e) Tekintsiik tjra az (5)-(6) kezdeti érték feladatot, de most legyen

max {1u? —¢,0}, t e [0,1],

T(t,U)—{ s } o (8)

max{%zﬂ—t—c(t—l)z,O}, tell,2],
ahol ¢ € [0,1/2] egy paraméter. A disszertécio jelolését hasznalva legyen = = [0, 00) a paraméter
halmaz (az egyenlet jobb oldaldn nincs paraméter és a kezdeti fliggvény is rogzitett). ¢ = 0O-ra

visszakapjuk a (7) fiiggvényt. Ha ¢ € [0,1/2], akkor az (5)-(6), (8) feladat megolddsa ujra
x(t) =t + 1, hiszen a megoldds mentén a késleltetés

T(t,x(t)):%(t+1)2—t—c(t—1)2: (%—c) (t—12+t>0, t>0
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és visszanyildsi fliggvény t € [0, 2]-re

amely az értékét a [—(1/2—c), 0] intervallumbdl veszi fel. Lathato, hogy tetszdleges ¢ € [0,1/2)-
re a visszanytlasi fliggvény most is szakaszonként monoton, azaz [0,1/2) C P, Mésrészt ¢ =
1/2-re a visszanyilasi fiiggvény azonosan 0 a [0,2] intervallumon, azaz 1/2 ¢ P,. Ez azt
mutatja, hogy ebben a példéban P, N [0,1/2] nyilt halmaz ¥-ban. Nincs példdm olyan esetre,
amikor P, nem nyilt, de bizonyitani sem tudom a nyiltsdgot. A sejtésem az, hogy P, altaldban
nem nyilt halmaz.

2. kérdés: Van-e olyan példa, ahol a megoldas nem differencidlhato valamelyik paraméter
szerint?

valasz: Tekintsik az
z(t) = x(t —cx(t)), t €[0,2], 9)

|
0 = {7 ey (10)

feladatot, ahol ¢ > 0. Ha ¢ € (2/3, 1], akkor a (9)-(10) k.é.f. megoldasa
x(t,e) =z(t) =t+1,

hiszen ekkor a visszanyulasi fiiggvény ¢t — cz(t) =t —c(t +1) = (1 — ¢)t — ¢, amely —1 és 0
kozotti értékeket vesz fel ¢ € [0,2]-re. Viszont, ha ¢ € (1,2], akkor a visszanyulési fiiggvény
értéke t = 0-ban —cx(0) = —c € [—2, —1), ezért kis pozitiv t-re (9) ekvivalens az
(t) =t — cx(t) + 2, z(0) =1
feladattal, amelynek megoldasa
1 —C
x(t) = 0—2((1—6)26 "+t +2c—1).

Megmutathatd, hogy erre a megolddsra a visszanyulasi fliggvény ¢t — cx(t) € [-2,—1) minden
t > O-ra. Beldttuk tehat, hogy a ¢ € (1, 2] paraméter értékhez tartozé megoldas ¢ € [0, 2]-re

st [+, ce(2/31),
Tl (M =ePet b +2c—-1), ce (1,2

Ekkor viszont ¢ € (2/3, 1]-re
Dox(t,c) =0, t €10,2],

illetve ¢ € (1,2]-re és t € [0, 2]-re

2 1
Dyx(t,c) = -5 (Q—c)?e @ +ct+2c—1)+ = (—21—c)e = (1 —c)’ce ™ +t+2).
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Masrészt ¢ € (1,2]-re és t € [0, 2]-re

t.c)—x(t, 1 1 1
x(,Ci_f(a) _ — g((l—c)ze*Ct—l—ct—i-Zc—l)—(t‘i‘l)

&
1
2

[(c—1e ™ —ct+1—¢]
—  —t, hac—1+.

Ebbél kovetkezik, hogy a ¢ = 1 pontban z(¢, ¢) nem differencidlhaté ¢ szerint ¢ > O-ra.

Megjegyezziik, hogy ¢ = 1-re a t — t — cz(t) visszanyuldsi fliggvény konstans —1, és {gy nem
szakaszonként monoton a visszanyulas. Azaz a disszertaciéban szerepl6 szakaszonkénti mono-
tonitasi feltétel (vagy az erésebb szigori monotonitasi feltétel) lényeges a differencidlhatosag
bizonyitasahoz.

3. kérdés: A neutrdlis egyenlet megolddsdnak paraméter szerinti differencidlhatosdagarol
sz0lo 4.3.4 tételben feltesszik a 84. oldalon taldlhato kompatibilitdsi feltételt. Van-e eredmény
a paraméter szerinti differencidlhatosdgrol abban az esetben, ha a kompatibilitdsi feltétel helyett
a (8) monotonitdsi feltétel teljesil?

valasz: A disszertaciéban hasznalt mddszerrel a neutralis esetben egyelore csak a kompati-
bilitasi feltétel teljesiilése esetén tudom a paraméter szerinti differencialhatésagot pontonkénti
értelemben, azaz a
I's~y—a(t,vy) eR?

fliggvény differencidlhatésdgat igazolni minden rogzitett t-re. Megjegyzem, hogy a [4] dolgo-
zatban szintén a kompatibilitasi feltétel mellett mutattam meg a pontonkénti értelemben vett
paraméter szerinti differencidlhatésagot (olyan a neutrdlis esetre, ahol a neutralis tagban csak
id6késleltetés szerepel).
Az [5] cikkben kidolgozott mddszer viszont kiterjeszthetd a neutralis esetre. Megmutathatd,
hogy a
Ly —a(,y), € WP

fliggvény differencidlhaté minden t € [0, és p € [1,00) esetén, feltéve, hogy a szigort mo-
notonitasi feltétel teljesiil. A bizonytédst a [4] cikkben vizsgalt neutralis egyenletre egy nem
publikalt kéziratban kidolgoztam, és meggy6zddésem, hogy a disszertacidban vizsgalt neutralis
egyenletre is atviheto.

A kompatibilitasi feltétel nélkiili pontonkénti differencialhatésag sziikséges a disszertaciéban
szerepl6 kvazilinearizaciés paraméter becslési eljaras definialasahoz, illetve annak lokalis kon-
vergenciajanak igazolasahoz, igy a 3. fejezet eredményeit még nem sikeriilt a neutralis esetre ki-
terjeszteni. Megjegyzem, hogy a numerikus szimulacidik azt sejtetik, hogy a paraméter szerinti
differencialhatésag pontonkénti értelemben is teljestil a neutralis egyenletekre a kompatibilitasi
feltétel hianyaban is.
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