Opponensi vélemény Hartung Ferenc
Differentiability of solutions with respect to parameters
in differential equations with state-dependent delays
cimi MTA doktori értekezésérol

Az értekezés olyan differencidlegyenleteket vizsgal, amelyekben idékésleltetés fordul
elo, és az idokésleltetés magatdl a megoldastdl is fiigg. Egy ilyen egyenlet mar Poisson
egy 1806-o0s dolgozatdaban is el6fordult, de szisztematikus vizsgalatuk csak az elmult 10-
15 évben kezd6dott. Az utébbi években sziiletett ugyan olyan eredmények, amelyek azt
mutatjak, hogy az ilyen egyenletek bizonyos tipusai beillesztheték a végtelen dimenzids
dinamikai rendszerek elméletébe. A probléma nehézsége s a terlet jdonsga miatt azon-
ban nincs kialakult, altaldnosan elfogadott elmélet, csak bizonyos specialis esetekre. A
megolddsoperator C%-simasdgat eddig nem sikeriilt igazolni (csak C'-et bizonyos es-
etekre). Nem tisztazott, mi lehetne a legalkalmasabb fazistér? A helyzetet taldn azzal
az idGszakkal lehetne jellemezni, amikor a parcialis differencidleegyenletek elméletében a
Szoboljev-terek haszndlata még kialakuléban volt, nem latszott vilagosan, hogy milyen
kérdések tanulményozasara melyik fazistér a legcélszeriibb, a legtermészetesebb.

A legegyszertibb idékésleltetést tartalmazo nemlinearis differencialegyenlet

alt) = £t = 1)

alakd, ahol f : R — R adott sima fiiggvény, r az idékésleltetés, z(-) az ismeretlen
fiiggvény. Ha r = h > 0 allando, akkor a folytonos fiiggvények C([—h, 0], R) tere egy al-
kalmas fazistér a probléma vizsgédlatara, és az elmilt 60 évben egy tobbé-kevéshé teljes,
a kozonséges differencidlegyenletek elméletével sok tekintetben analdg elmélet fejlodott
ki, amely azonban a probléma végtelen dimenziés természete miatt sok rokon tulaj-
donsagot mutat a parabolikus és hiperbolikus parcialis differencidlegyenletek elméletével
is. Tobbek kozott elekrodinamikai, fiziolégiai, vezérlési, populacidédinamikai problémak
modellezése motivalta a megoldastdl fiiggd r idokésleltetés bevezetését, pl. r = 7(z(t)),
ahol 7 : R — [0,h] adott sima fiiggvény, h > 0 &llandé. Ha X c R[04
fazistér a probléma kezelésére, akkor egy megfelel6 alapelmélet (a megoldasok létezése,
egyértelmiisége, folytathatésiga, kezdeti adatoktél valé folytonos/differencidlhatd
fiiggése, linearizalds, invarians sokasagok, stb.) kidolgozasaban alapvetd szerepet jatszik
az

X3¢ f(o(=7(6(0))) € R

fliggvény simasaga. Sima f és 7 fiiggvények esetén ez a
H: X x[-h,0]3(¢p,s) — o(s) € R
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leképezés simasigi tulajdonsigain mulik. Ha X = C([—h,0],R), akkor H nem
lokélisan Lipscitz-folytonos. Ha azonban X = W1°([—h, 0], R), akkor mar H lokélisan
Lipschitz-folytonos. (Az is igaz, hogy X = C*([~h,0],R) esetén H k-szor folytonosan
differencidlhaté.) A H lokélis Lipschitz-folytonossiga teszi lehet6vé pl. a megoldédsok
egyértelmii létezésének bizonyitdsat (az X = C([—h,0],R) esetben ez nem igaz a fenti
probléméra). Ezért a W1 tér a kezddfiiggvények tere az értekezés nagy részében.

Az értekezés a fenti problémanal altalanosabb alakid, tobb paramétert is tartal-
mazd egyenleteket vizsgal. Az eredmények ujak, még nem jelentek meg, de szorosan
kapcsolédnak a szerzo e teriileten publikalt dolgozataihoz.

Az angol nyelven irt értekezés 4 fejezetbdl all, 112 oldal terjedelmai.

Az 1. fejezet rovid bevezetés utan jeloléseket vezet be és kozol néhény elkszt
eredményt. Ezek koziil kiemelend6 az 1.2.11. lemma, amely Brokate és Colonius egy
kulcsfontossagu technikai eredményének az altalanositasa.

A 6 eredmények a tovabbi harom fejezetben talalhatok. Egy-egy specialis
alaki egyenletre vannak kimondva az allitasok és kidolgozva a bizonyitdsok azzal a
megjegyzéssel, hogy altalanosabb esetre értelemszertien, kiillonosebb nehézség nélkiil
atvihetok.

A 2. fejezet az

E;g(t) = f(t,xe,x(t — 7(t, 2, §)), 0)

alaki nem-autoném, egyetlen allapotfiiggs késleltetést tartalmazéd egyenletet vizsgdlja,
amely emellett tartalmazhat tobbféle paramétert és tetszoleges allandé idokésleltetése-
ket az x; tagon keresztiill. A I' = W1 x © x = paramétertér tipikus eleme kezdeti
fliggvényt és a szokdasos értelemben vett paratmétereket tartalmaz. Az értekezés azon-
ban a kezdeti fiiggvényt mint a paraméter elsé komponensét tekinti. A 2.2.1. tétel stan-
dard Lipscitz-folytonossag mellet igazolja egyetlen megoldés 1étezését és a paramétertol
val6 Lipschitz-folytonos fiiggést. Az eredmény jél mutatja a W tér szerepét.

A 2.3-2.4 részek a megoldas paraméter szerinti elsé- és masodrendii derivaltjanak
létezését és folytonossagi tulajdonsagait bizonyitjak. A bizonyitds egyik technikai
nehézsége az allapotfliggd késleltetést tartalmazé ¢t — x(t — 7(x4,€)) fliggvény reg-
ularitasi tulajdonsagainak igazoldasaban, a megfelelo feltételek megtalalasaban rejlik.
Az értekezés eredménye nagyobb paramétertartomanyon alkalmazhaté, mint Hartung
Ferenc kordbbi eredményei, specialisan a PhD értekezésének eredményei. Megfogal-
maz egy linearis variacios egyenletet Carathéodory-értelemben, és megmutatja, hogy
a megoldas paraméter szerinti derivaltja kielégiti a linedris varidciés egyenletet. A
23.9. tétel az I' > v — 2(t,y) € R" és al > v — zit,y) € C([-h,0,R")
leképezések differencidlhatosigat, a derivaltak folytonossagat allitja és bizonyitja I' al-
kalmas részhalmazaira. A 2.3.8. lemma a derivalt Lipschitz-folytonossagara ad feltételt.
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A paraméter szerinti masodrendi derivalt létezésének igazolasahoz el6szor az alka-
Imas I'y = W2 x © x Z paramétertér megtaldldsa kellett. Ugyanezt mér bevezette
korabban Chen—-Hu-Wu szintén a paraméter szerinti masodik derivalt l1étezésének iga-
zolasara, Hartung és Turi egy korabbi mddszerének az alkalmazasaval. A 2.3.9. tétel
(ami a masodrendii differencidlhatésagot mondja ki) igazoldsa ugyan meglehetésen
bonyolult, de azt a standard elvet koveti, hogy a masodik derivaltnak egy 1jabb linearis
variacios egyenletet kell kielégitenie.

A 3. fejezet a 2. fejezet eredményének egy szép és hasznos alkalmazasat adja. A
gyakorlati szempontbdl is érdekes probléma a kovetkezo: Tegyiik fel, hogy a v paraméter
ismeretlen, de a megoldas értékét ismerjiik véges sok to,...,t; idopontban. Olyan
paraméterértéket kerestink, amelyhez tartozé megoldas az adott g, ..., tx idopontokban
az ismert megoldasértékekhez legkozelebb van a négyzetes eltérésben. Ez az tin. kvazi-
linearizaciés modszerrel oldhaté meg, ami megkoveteli a megoldas paraméter szerinti
derivaltjanak ismeretét. A modszert allapotfiiggs késleltetésii differencidlegyenletekre
Hartung Ferenc vezette. Az eljaras lokalis konvergencidjat az értekezésben igazolja

eloszor.

A 4. fejezet neutralis egyenletek egy osztalyat vizsgalja. FEz elsosorban abban
kiilonbozik a 2. és 3. fejezetekben vizsgaltaktdl, hogy az egyenletben szerepld de-
rivaltakban is lehet allapotfiiggé idokésleltetés. A vizsgalt egyenletet implicitnek nevezi
Hartung szemben azon egyenletekkel, ahol @(t) explicit médon ki van fejezve. 2006-
ban Hartung Ferenc paraméter szerinti differencialhatésagot olyan egyenletekre bi-
zonyitott, ahol az x keresett fliggvény & derivaltjaban allapotfiiggs idokésleltetés nem
fordult el6, hanem csak az x megoldasban. A fejezet a kordbban alkalmazott technikat
tovabbfejleszti arra az esetre, amikor az & derivaltban &allapotfiiggé idokésleltetés is
lehet.

Az értekezés bizonyitdasai technikailag meglehetésen Osszetettek. EllenGriztem
Oket, szamomra meggy6zoek. A bizonyitdsok menete nem kiilondsebben meglepd.
Az igazi nehézséget az alkalmas feltételek, a megfelel6 paraméterterek, fazisterek, a
problémékhoz ill6 normak megtalalasa jelentik. Ezek messze nem trivialis problémak.
Megoldasuk egyértelmiien Hartung Ferenc nevéhez kotheto.

Osszefoglalva: Hartung Ferenc értekezését — annak ellenére, hogy csak lokalis
eredményeket tartalmaz — az allapotfliiggd késleltetésti differencidlegyenletek elméle-
tének kialakuldsa felé fontos elérelépésnek értékelem. A paraméter szerinti differ-
encidlhatésaghoz az alkalmas fazisterek megtaldldsa, a differencidlhatosaghoz vezeto
technikai lépések kidolgozasa az 6 érdeme, az eredmények paraméterbecslésre vald
hasznalata egy szép alkalmazas. Mindezek alapjan az értekezés nyilvanos vitara
bocsatasat és a fokozat odaitélését melegen tamogatom.
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Néhéany kérdés:

1. Mi motivalja a két kiilonboz6 tipusi paraméter, £ és 0 bevezetését? Van olyan
alkalmazas altal motivalt példa, ahol ez fontos?

2. A paraméter kezelésére standard technika az, hogy a paramétert is fiiggetlen
valtozonak tekintjiik, azaz az értekezés (2.1.1) egyenletében &(t) és 0(t) is-
meretlenek, és az egyenlethez hozzavessziik az

d d
—£(t) = —0(t) =
Se =0, Lot =0

egyenleteket. A nem-autoném esetben még az explicit idofiiggés is megsziintetheto,
a fiiggetlen valtozok szaménak novelésével. Tehat felteheto sok esetben az, hogy
az egyenlet autoném és nincs benne paraméter. Ennek az atirasnak vannak-e itt
elonyei?

3. Folytonos szemidinamikai rendszerhez (semiflow) kell a t +— x; leképezés
folytonossaga. Ha W1 a fazistér, akkor ez nem feltétleniil folytonos. Ez motivalta
a Krisztin-Wu cikket, majd Walthert a O tér bevezetésében? Alkalmas fazistér a
W12 ha a t-ben valé folytonossagot szeretnénk? Mi itt a kompatibilitasi feltétel
szerepe?

4. Tébb példdban (az elektrodinamikai modell, kiiszobfeltétellel definialt késleltetés,
szabalyozas visszhanggal, adaptiv késleltetés) a késleltetés nem egy explicit
fliggvénnyel adott, hanem azt egy fiiggvényegyenlet, differencidlegyenlet definidlja.
Viszont ennek kovetkeztében a t — ¢ — 7() szigori monotonitdsa automatikusan
teljesiil. Segithet-e ez a simaséagi kérdésekben?

5. Mi a kapcsolat Chen-Hu-Wu eredménye és az értekezés 2.4 részének eredménye
kozott?

6. A bizonyitasokat technikailag attekinthetébbé tenné-e, ha valamivel absztraktabb
modon lenne az allapotfiiggd késleltetés megfogalmazva?

7. A 4. fejezet eredmnyei alkalmazhatok-e a Driver altal is vizsgalt elektrodinamikai
kéttest-problémara?

Szeged, 2012. majus 18.

Krisztin Tibor
Bolyai Intézet



