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A miult szazad 70-es éveitsl kezdve intenziv fejlédésnek indult a késlel-
tetett argumentumn, illetve altaldnosabban a funkcional differencialegyenle-
tek és rendszerek elmélete, amelyekben a keresett fiiggvény derivaltjanak ¢
idépontbeli értéke egyenld egy olyan kifejezéssel, amely az ismeretlen fiigg-
vénynek mas (¢-t8l eltérs, altalaban korabbi) idébeli értékeit tartalmazza.
Az ilyen egyenleteket altaldban ilyen alakban irjak:

x(t) = f(t,z), ahol zy(7) =x(t +71), 7€ [-r0]. (1)

A funkcional differencidlegyenletek elméletében a nehézséget a kozdnséges
differencidlegyenletek elméletéhez képest elsGsorban az jelenti, hogy itt a
fazistér végtelen dimenzios.

A kiilonboz6 (miszaki, fizikai, biologiai) alkalmazasok szempontjabol is
fontos specialis esete a funkcional differencidlegyenleteknek az olyan késlelte-
tett argumentuma differencialegyenlet (rendszer), ahol a t id6pontbeli késlel-
tetés fligg az ismeretlen fliggvénynek a t elGtti értékeitsl. Az ilyen egyenletet
nevezik allapotfiiggs késleltetési egyenleteknek. Ezek egyszerd esetben igy
frhatok:

z(t) = g(t,x(t — 7(t, z¢))), ahol T € [0, 7]. (2)

Ezek is (1) alakban irhatok, azonban a nehézséget az okozza, hogy még sima
g esetén is a megfelels f (kompozicio) fliggvény az x; valtozoban nem teljesiti
a Lipschitz-feltételt. Igy ezek vizsgalata a funkcional differencialegyenletek
elméletében alkalmazott modszerekhez képest Gj modszereket igényel, to-
vabba a megoldasok allapotterének 1j, a folytonos fliggvények terétsl eltérd
fliggvényteret kell valasztani.

Hartung Ferenc t6bb, mint 15 éve kapcsolddott be az allapotfiiggs késlel-
tetési egyenletek vizsgalatiaba, azota szamos publikicidja jelent meg neves
folyoiratokban (részben tarsszerzdékkel) ebben a témakorben. Kiilon kieme-
lésre kivankozik a Krisztin Tiborral, H.O. Walther-rel és J. Wu-val kozosen



irt [42] konyvrészlet, amelyben t6bb, mint 200 publikicié eredményeit fog-
laljak Gssze az allapotfiiggs késleltetésti differencidlegyenletekral.

A jelen disszertacio elsésorban az allapotfiiggd késleltetésti differencial-
egyenletek és neutralis egyenletek megoldasanak paraméterek szerinti diffe-
rencidlhatosigéaval foglalkozik. Pontosabban, az

.’L’(t) :f(t,xt,x(t—T(t,mt,ﬁ))ﬁ), (3)
LL‘(t) = (,D(t), te [—7", O] (4>
kezdeti érték feladatnak és a

d

7 @) =gt 2, 2(t = p(t, 20, X)), A)) = f(t, 2, 2(t = 7(t,21,€)),0), (5)

x(t) = p(t), tel-r0] (6)

kezdeti érték feladat megoldésanak a &, 6, ¢, illetve a x, A, p paraméterek sze-
rinti differencialhatosagat vizsgalja, emellett megmutatja az utobbi feladat
megoldasanak létezését és egyértelmiiségét, amely szintén 0j eredmény. A (3)
és () egyenletekben f, g sima a masodik valtozoban. Tovabba megmutatja,
hogyan alkalmazhat6 a paraméterek szerinti differencidlhatosag a paraméter
becslés témakorében.

Az értekezés eredményeit eddig a szerzé még nem publikalta, illetve az
eredmények részben publikilas alatt vannak, de az eredmények szorosan kap-
csolodnak Hartung Ferenc korabbi publikicidihoz, az ottani eredmények kii-
l6nféle iranyu kiterjesztéseit tartalmazzak.

Nevezetesen, a (3), (4) feladat megoldasanak a &, 6, ¢ paraméterek sze-
rinti differencidlhatosagéit korabban a

peCt, @(0-)=f0,0,0(~7(0,9,6).0) (7)

kompatibilitasi feltétel mellett, majd a

ess infogtga%(t (b2, €) > 0 (8)
monotonitasi feltétel teljesiilése esetén igazolta, az értekezés 2. fejezetében
pedig (8) helyett csak azt tette fel, hogy a t — t — 7(¢, ¢, §) fliggvény (meg-
felels értelemben) szakaszonként monoton (2.3.9 tétel). Hartung Ferenc egy-
uttal igazolta, hogy a (3), (4) feladat megoldasanak a paraméterek szerinti
derivaltjara igazak a (2.3.37), (2.3.38) osszefliggések. A (8) feltétel elénye a
(7) kompatibilitasi feltétellel szemben, hogy ha ez teljesiil egy &, 6, ¢ para-
méterre, akkor teljesiil ennek egy kis kdrnyezetében is.

Az értekezés 3. fejezetében pedig bebizonyitatta a retardalt, allapot-
fliggs késletetésti egyenletre a korabban vizsgalt paraméter becslési modszer
konvergenciajat (3.2.2, 3.2.3 tételek).



Az értekezés 4. fejezetében az (5) neutralis egyenletet vizsgalja a (6)
kezdeti feltétel mellett, kordbban a szerzé (5)-nél specialisabb alaki egyen-
leteket vizsgalt. Az értekezésben igazolja az (5), (6) probléma megoldaséank
létezését és egyértelmiiségét (4.2.2 tétel), ez az irodalomban csak speciali-
sabb neutralis egyenletekre volt ismert, toviabba igazolja a megoldasnak a
X, A, p paraméterek szerinti differencialhatosagat egy megfelel§ kompatibili-
tasi feltétel teljestilése estén (4.3.4 tétel), és egyuttal igazolta, hogy a derivalt
természetes modon kapcsolatba hozhatoa (4.3.5)-(4.3.6) linearis kezdeti érték
feladat megoldasaval. Mas szerzének alig volt kordbban eredménye a meg-
oldas paraméterek szerinti differencidlhatésagarol allapotfiiggs késleltetési
neutralis egyenletek esetén.

A (3), (4) és az (5), (6) probléma megoldasa paraméterek szerinti diffe-
rencialhatosaganak bizonyitasdhoz Hartung Ferenc lényegesen tovabbfejlesz-
tette a korabbi modszereket, igy tobbek kozott az M. Brokate, F. Colonius
altal igazolt 1.2.6 lemma altalanositasaként bizonyitotta az 1.2.8, 1.2.11 lem-
mékat a gou Gsszetett fliggvényrdl tgy, hogy azokban csak azt tette fel, hogy
az u fliggvény szakaszonként monoton. Kiemelendd, hogy a fent idézett té-
telek bizonyitédsa meglehet&sen bonyolult, gyakorlott bizonyitasi technikét
igényel.

Osszefoglalva: az értekezés egy fontos, aktualis témaban mutat be érté-
kes 1j eredményeket, amelyek eléréséhez tj modszerek kidolgozaséra, jelentGs
technikai nehézségek legy6zésére volt sziikség. Hartung Ferenc az allapot-
fliggd késleltetésii differencidlegyenletek és neutralis egyenletek nemzetkozi-
leg elismert képviselGje, a PhD értekezés megvédése utan szamos fontos, a je-
len értekezésben nem szerepld eredményt publikalt. Ami az értekezés formai
részét illetei, a megfogalmazéas pontos, vildgos, megfelel§ tomorségt, eliras
alig talalhato. Egyetlen formai kifogasom: az értekezés olvasésat megkonnyi-
tette volna, ha bizonyos részeket més szerkezetben irt volna le. Nevezetesen,
a tételek feltételeit nem egy helyen, hanem az egyes tételek el6tt fogalmazta
volna meg, és a lemmakat is nem "egyszerre", hanem (részben) felhasznala-
suknak megfelelGen helyezte volna el. Igy kénnyebben lett volna kévethetd
a bizonyitasok logikai felépitése. Némileg szokatlan, hogy pl. az (A1) (iii)
feltételbdl kovetkezik az (A1) (ii) feltétel, de a 2.3.9 tételben azt teszi fel,
hogy (A1) (iii) teljesiil.

A fentiek természetesen nem érintik az értekezés tartalmi értékét, ezért
egyértelmiien javaslom az értekezés nyilvanos vitara tiizését és sikeres védés
esetén Hartung Ferencnek az MTA doktora fokozat odaitélését.

Az alabbi kérdéseket teszem fel a jeloltnek.

1. A (8) monotonitasi feltétel és az emlitett szakaszonkénti monotonitasi
feltétel csak a megoldas ismeretében ellendrizhets. Tud-e egyszerd, az f, T, ¢
adatokra vonatkozo elegendd feltételeket adni ezekre? FEz fontos lenne a
3.2.2 tétel feltételeinek teljestiléséhez is. Tud-e mondani olyan példat, ahol
(8) nem teljesiil, de a szakaszonkénti monotonitas igen. Mondhatjuk-e azt,
hogy P» altalaban nem nyilt halmaz?



2. Van-e olyan példa, ahol a megoldas nem differencidlhatd valamelyik
paraméter szerint?

3. A neutrélis egyenlet megoldasanak paraméter szerinti differencialhato-
sagarol szolo 4.3.4 tételben feltessziik a 84. oldalon talalhatd kompatibilitéasi
feltételt. Van-e eredmény a paraméter szerinti differencialhatésagrol abban
az esetben, ha a kompatibilitasi feltétel helyett a (8) monotonitéasi feltétel
teljesiil?
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