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1. Kutatasi teriilet

A reziduéci6 alapvetd algebrai koncepcid [19]. Szoros kapcsolatban 4ll a Galois-leképezésekkel
[41] és a lezards operatorokkal. A rezidudlt miiveletek definicidja az egységelemes kommutativ
gylrlik idedlelméletébdl nott ki. A magyar vonatkozasokat tekintve e koncepcié Fuchs Laszlo
mukdssagdig nyulik vissza [38] (1asd még [62, 63] és [18]). A rezidudlt félcsoportok bevezetése
és vizsgalata a mult szdzad 30-as éveiben Ward és Dilworth nevéhez fiiz6dik [68]. Napjainkban
a halokon értelmezett rezidudlt félcsoportok (mds néven rezidudlt halok) kutatdsanak intenzi-
tasa feler6sodott; rezidudlt halokrol sz616 monografia is megjelent [40]. Ennek oka a rezidualt
halok szubstrukturalis logikdkkal val6 szoros kapcsolatidnak felfedezése [58, 57]. A szubstruktu-
ralis logikdk olyan elmélet, mely teljesen eltérd motivacidjui, mddszertand, izoldlt csoportok altal
kutatott nem-klasszikus logikdkat fog kozos elméleti keretbe, egységes modszertant és targya-
last biztositva. Ilyenek, a teljesség igénye nélkiil, a klasszikus logika, az intuicionista logika, a
szuperintuicionista logikdk, a relevans logika, a tobbértéki logikdk, a t-norma alapt logikdk, a
linearis logika, a Lambek kalkulus és ezek nem-kommutativ valtozatai. A k6z0s elméleti keretet
és modszertant éppen a rezidudlt hidldkkal val6 kapcsolat teszi lehetové. Példdk rezidudlt halokra
a Boole-algebrék, a Heyting algebrdk [46], az M V-algebrdk [26], a BL-algebrdk [42] és a halo-
rendezett csoportok. Szamos mds struktira is rezidudlt halova tehetd. A szubstrukturdlis logikak
és rezidualt halok alkalmazasra taldltak a bizonyitaselméletben, az algebraban, a jaitékelméletben,
a kédelméletben €s a szdmitdstudomdanyban is.

E disszertacid reziduélt félcsoportok geometriai, analitikus és algebrai kutatdsat tlizi ki célul.
Ennek megfelelden a disszertacié eredményei harom f6 részre tagolédnak: a geometria szemlé-
letmdd, a bedgyazas és a struktiratételek részre.

2. Alapfogalmak

Egy (M, <) részbenrendezett halmazon értelmezett ® miiveletet rezidudltnak neveziink, ha létezik
két miivelet, —, és ~»,, melyekre r ey < 2z <= 2 <y —,285yex <2 <= T < Y~ 2
teljesiil (x,y,2z € M). A fenti definici6 ekvivalens azzal, hogy minden y, z € M esetén az {z €
M | zey < z}illetve az {z € M | yex < z} halmazoknak van legnagyobb eleme. Ha a & mtivelet
kommutativ, akkor a két miivelet egybeesik, ekkor —,-lal jeloljik. Egy (M, <) részbenrendezett
halmazon értelmezett @ kommutativ miveletet ko-rezidualtnak neveziink, ha rezidualt a dualis
részben-rendezésre nézve, azaz ha létezik egy olyan <, mivelet M-en, amelyre z e y > 2
< T 4 2z < y. Ekkor «—,-t a ® ko-reziduumdnak nevezziik. A fenti definicié ekvivalens
azzal, hogy minden y,z € M esetén a {z | © ® z > y} halmazoknak van legkisebb eleme. A
t-normdk kommutativ integral monoidok a [0, 1] valds intervallumon. Az integrélitds jelentése,
hogy az egységelem az alaphalmaz legnagyobb eleme. Egy t-norma pontosan akkor rezidualt,
ha balrél-folytonos mint kétvéaltozds valos fiiggvény. Egy folytonos t-norma archimédeszi, ha
tetszGleges 1 > z,y > 0 esetén 1étezik y-nak olyan hatvanya, amely kisebb xz-nél. Egy (M, <)
részbenrendezett halmazon értelmezett - : M — M fliggvényt involiciénak neveziink, ha —
egy rendezést megfordité mivelet, melyre ==z = x (x € M) igaz. Legyenek tovabbd ¢ € M
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esetén —‘x = x —, ¢ és T© = —°(—°z) M — M tipusu fiiggvények (c-komplementum vagy
masképpen c-szintvonal és c-lezart). Egy integrdl monoid alaphalmazéanak c eleme involutiv, ha
az v — —°x (M>. — M tipusi) leképezés az M. involicidja. Mds széval, ¢ € M involutiv, ha
minden c-nél nagyobb elem c-zart. Egy (M, <) részbenrendezett halmazon rezidudlt & miiveletre
azt mondjuk, hogy forgatds-invaridns —“re nézve, haigazrizey < -2 — zex < %Y
(x,y,z € M).

Azt mondjuk, hogy (L, e, —, V, A, 1) rezidudlt hdl6, ha (L, V, A, 1) egy hdlé az 1 legnagyobb
elemmel és (L, e, —, 1) egy reziduélt monoid. Egy rezidudlt hdl6 kommutativ, ha ® kommuta-
tiv; involutiv, ha van legkisebb eleme és az involutiv. Azt mondjuk, hogy (L,e, —,V, A, 1,0)
MT L-algebra, ha (L,s, —,V, A, 1) egy kommutativ rezidudlt hal6, 0 az L legkisebb eleme és
prelinedris, azaz (r — y) V (y — x) = 1 igaz. Egy részbenrendezett grupoid oszthatd, ha
r,ye M,z <yeseténz € ye M ésx € M sy teljesiil. Az oszthatésdg a természetesen rende-
zett tulajdonsdg dudlisa [38, 18]. Egy involutiv M1 L-algebrat I MT L-algebranak, egy oszthat6
IMT L-algebrat MV -algebranak neveziink [26].

3. Kutatasi problémak, eredmények és alkalmazasaik

3.1. Geometria

Az el6 fejezet egyik f6 eredménye a kommutativ, rezidudlt miiveletek asszociativitdsdnak szim-
metriacsalddokkal valo geometriai jellemzése. A kommutativ miiveletek asszociativitdsa persze
ekvivalens a miivelet négydimenzids grafikonjanak hdrom szimmetridjaval, melyek az (r e y) e z
fliggvény argumentumainak felcseréléseihez kapcsolédnak. A rezidudlt miveleteknél egy bi-
zonyos feltétel megléte esetén e szimmetria “nyoma” lathatova vélik, mint a mdvelet haromdi-
menzids grafikonjdnak invariancidja egy bizonyos forgatdsra nézve, s6t, e grafikon kétdimenzids
metszeteinek egyfajta tilkkorszimmetridjaként is. Amennyiben a kérdéses feltétel nem teljesiil a
miiveletre, akkor 4t lehet térni a miivelet egy kvantdl-hdnyadosédra [60], melyre e feltétel mindig
igaz. Mivel a miveletrdl a kvantdl-hdnyadoséra val6 attérés ugyancsak megfoghaté geometriai
modok, val6jaban akkor is lathaté egy kommutativ, rezidudlt miivelet asszociativitdsa a mivelet
haromdimenzids grafikonjardl, ha a kérdéses feltétel nem teljestil.

A tovébbiakban legyen & egy (M, <) részbenrendezett halmazon értelmezett kommutativ re-
zidudlt mivelet. Megmutatjuk, hogy

3.1. Tétel. & asszociativitdsa ekvivalens azzal, hogy a miivelet forgatds-invaridns minden —° min-
den c € M esetén.

Tovdbbd, ha — egy involiicio, akkor a mitvelet pontosan akkor forgatds-invaridns —-re nézve,
ha az M?® halmaznak a miivelet grafikonja feletti része invaridns a o : M> — M3, (z,y,2) —
(—z,z, ) leképezésre nézve. E o az M? hdromrendii bijekcidja, azaz o o o o 0 = idys. Speci-
dlisan, ha M = [0,1] és —x = 1 — x akkor o megegyezik a [0, 1]* valés egységkockdnak azzal a
120°-kal torténd p geometriai fogatdsdval, amely a (0,0,1) és a (1,1,0) pontokat fixen hagyja.
Tovdbbd beldtjuk, hogy mivel tetszdleges — involiicié a [0, 1]-en rendezés-izomorf az 1 — x fiigg-
vénnyel, azaz létezik a [0, 1]-nek olyan ¢ novekvéd bijekcidja, amelyre ~x = ¢~ (1 — ¢(z)) igaz



dc_225 11

([66]), ezért algebrai szempontbol elegendd a fenti —x = 1 — x esetet tekinteni, amelyre van
vildgos geometriai leirds.

Ha —¢ (¢ € M) nem involicio, akkor az v ~. y <= ¢ = ¥y° ekvivalenciareldcio
M. = {[z], | © € M} ekvivalenciaosztdlyain definidlt [z e .[y]. = [T°e Y], miivelet szintén
rezidudlt, a [x], —., [y], = [Z°—s Y°|,. reziduummal, és a e miivelet asszociativitdsa ekviva-

lens a s, miiveletek asszociativitdsdval (VYc € M). A e, miiveleteknél az alaphalmazuk legkisebb
eleme dltal megadott rezidudlis komplementum mindig involiicio, azaz a fenti eset szemléletes
geometriai leirdsa alkalmazhato.

fly médon a kommutativ rezidudlt miiveletek asszociativitdsat a forgatas-invariancidval jellemez-
ziik, ami egy hdromdimenzids geometriai forgatdssal all szoros kapcsolatban.

Majd belatjuk, hogy a kommutativ, rezidudlt miiveletek asszociativitidsa a miivelet grafikon-
jénak sikokkal valé metszeteibdl is lathaté. Metszet alatt itt a - & x és —°. alakd egyvaltozos
figgvényeket értjiik, melyek kétdimenzids objektumok. Az antitén miiveletek pszeudo-inverzét
a valoszintiségi metrikus terek elméletében a kovetkez6képpen szokds definidlni: Legyenek M
és H részbenrendezett halmazok, 0 az M legkisebb eleme. Tovabba legyen f : M — H
egy antiton leképezés amelyre minden y € H esetén a {t € M | f(t) > y} halmaznak 1é-
tezik legkisebb fels6 korldtja M -ben. A sup() = 0 konvenciéval legyen fC1 : H — M,
fEU(y) = sup{t € M | f(t) > y} az f pszeudo-inverze. Konnyi l4tni, hogy az f fiiggvény
grafikonjabél az f(~1) fiiggvény grafikonja nagyon hasonléan 4ll els, mint a fogyé bijekcidk in-
verz fliggvényének grafikonja, ami egy egyszeri tengelyes tiikrozés eredménye. Azaz, ha egy
fliggvény megegyezik a sajit pszeudo-inverzével, akkor majdnem szimmetrikus egy tengelyes
tilkrozésre nézve. Az 1. dbra felsd sora a forgatdsinvarianciat, a masodik a pszeudo-inverz tulaj-
donségot illusztralja. Azt mondjuk, hogy e-ra igaz a pszeudo-inverz tulajdonsig ¢ € M-re nézve,
hazx —, =y = =“(z s y) (z,y,z € M) teljesiil, és belatjuk, hogy

3.2. Tétel. & pontosan akkor forgatds-invaridns —°-re nézve, ha teljesiil rd a pszeudo-inverz
tulajdonsdg c-re nézve, amely tovdbbd ekvivalens azzal, hogy tetszoleges x € M esetén az
fo: M — M,y — —(xey) fiiggvény megegyezik a sajdt pszeudo-inverzével (azaz majdnem
szimmetrikus egy tengelyes tiikriozésre nézve). Példdul az M = [0,1], ¢ = 0, =°(z) = 1 —x esetet
tekintve ez azt jelenti, hogy tetszdleges x € |0, 1] esetén a v, : [0,1] — [0,1], y +— = &y egyvdl-
t0z0s fiiggvény, azaz e grafikonjdnak fiiggoleges metszete, majdnem szimmetrikus egy tengelyes
tiikkrozésre nézve.

A geometriai rész mésik f6 eredménye az a felfedezés, hogy a miivelet grafikonjdnak bizonyos
részei invaridnsak egy kozéppontos tiikkrozésre nézve:

3.1. Definicié. Tetszdleges =,y € M esetén legyen

inf{z; ey, | 1 > x,y1 >y} hasem z sem y nem az alaphalmaz legnagyobb eleme,

oy — inf{zy ey |2z > 2} ha y az alaphalmaz legnagyobb eleme, de = nem,
©¥ =Y inf {rey |y >y} ha x az alaphalmaz legnagyobb eleme, de y nem,
rey ha mind x mind y az alaphalmaz legnagyobb eleme,

amennyiben az infimum létezik.

Belatjuk, hogy
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1. dbra. Kommutativ monoidok [0, 1]-en (fent) és metszeteik = = 0.5-nél (lent)

3.3. Tétel. ha e alaphalmaza teljes ldnc, és a,b,c € M olyan elemek, melyekre igaz a = b —, c,
tovdbbd (z,y) € M x M olyan pontja a & (mint kétvdltozos fiiggvény) értelmezési tartomdnydnak,
melyre sem x sem y nem a legnagyobb eleme az alaphalmaznak, x ey = v 8.y, x a-zdrt, y b-zdrt,
ésvagy sup{t —sc|t > v ey}l =x ey —,cvagysup{t —msc|t > (r —sa) e (y —eb)} =
(x —4 a) ® (Y —o b) —6  teljesiil, akkor (v —4 a) & (y —6 b) = x ®y —, c. Ha az alaphalmaz
még siriin rendezett is (azaz, ha tetszoleges v,y € M, v < y esetén létezik = € M, amelyre
x < z < y)akkor x ey = x e, y feltétel pont azt jelenti, hogy az (x,y) pont a & fiiggvény
folytonossdgi pontja a rendezés topolégiaban, az utolso feltétel jelentése pedig, hogy at —, c
fiiggvény folytonos vagy at = xeyvagyat = (r —, a) e (y — b) pontban.

Bizonyos feltételek teljesiilése esetén az (x,y) — (x —, a, y —4 b) hozzédrendelés egy kdzéppon-
tos tikkrozés az x > a, y > b altal meghatarozatt tartomdnyon. Egy illusztraci6 l4thaté a 2. dbrén:
a fiiggvény értéke az (z,y) (kék) pontban meghatirozza a fiiggvény értékét az (v —, a,y —e b)
(narancssarga) pontban; hasonld igaz a fehér téglalap minden pontjira. Altaldban is, ha a és b
involutivak, és a c-komplementum fiiggvény folytonos akkor egy egész tartomany 6sszes foly-
tonossag pontjdra igaz ez a tiikkrozés-invariancia tulajdonsag. fly médon a tiikrozés-invariancia
tulajdonsdg nemcsak azt jelenti, hogy a miivelet grafikonjanak egy része egyértelmiien meghata-

rozza egy masik részét, hanem a miivelet folytonossdgi pontjainak “struktirdjdba” is bepillantast
enged:

3.4. Tétel. A folytonossdgi pontok e kozéppontos tiikrozésnél szarmazoképe is folytonossdgi pont.

5
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2. dbra. A tiikrozés-invariancia illusztracidja

A fent targyalt geometriai jellemzés algebrai 0sszefiiggések szemléletes, geometriai lefrdsat
is lehet&vé teszi. Ilyenek példdul az involutiv elemek “struktiirdjarél” sz616 eredmény, vagy a ter-

mészetesen rendezett tulajdonsag €s az egyszerUsitési szabaly egy valtozata kozotti ekvivalencia:
Belatjuk, hogy

3.5. Tétel. ha e egy rendezett, rezidudlt, integrdl monoid, akkor két elem, c, e involutiv volta
maga utdn vonja az a = —°(—e) involutivitdsdt is. S6t, =*x = —°(=°(—°x)) is igaz x € |a, 1]
esetéen.

Azt mondjuk, hogy egy részbenrendezett rezidudlt grupoid szigorian novekvd a leszkitett tarto-
jan,haz > Yy, y <y, x <z eseténzr ey < v ey, ésx ey < 1, & y. Beldtjuk, hogy

3.6. Tétel. egy részbenrendezett halmazon értelmezett miivelet pontosan akkor oszthato, ha a
miivelet szigortian novekvd a lesziikitett tartojdn feltéve, hogy az alaphalmaz legkisebb eleme
involutiv.

Ha az alaphalmaz legkisebb eleme involutiv, akkor a félcsoport egységeleme mindig a legnagyobb
elem:

3.7. Tétel. Tetszbleges kommutativ, rezidudlt, részbenrendezett félcsoport, ahol az alaphalmaz
legkisebb eleme involutiv egy integrdl monoid.

Tovabba e geometriai jellemzés adta az otletet az G.n. IMTL logika egy ekvivalens Hilbert-féle
axiomatizdcidjdhoz (erre itt nem tériink ki részletesen), valamint a forgatds-konstrukci6 bevezeté-
séhez, melyet a hetedik fejezetben targyalunk. E geometriai szemléletmdd lehetdvé teszi példaul
az alabbi allitas tisztdn geometriai bizonyitasat:
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3.8. Tétel. Egy részbenrendezett halmazon értelmezett félcsoport-miivelet mindig részben-rende-
zett, rezidudlt, integrdl monoid, feltéve, hogy az alaphalmaz (létezo) legkisebb eleme involutiv.

Végiil, de nem utols6 sorban, e geometriai szemléletmdd biztositotta az intuiciét egy, a fiigg-
vényegyenletek harom nagynevii képvisel6je 4ltal feltett, asszociativ fiiggvényekrdl sz616 nyitott
kérdés megvalaszoldsahoz. Figyelemre mélto, hogy e geometriai mdédszerrel a logikai problémék
algebrai problémava val6 visszavezetése, amely az algebrai logikdban szokdsos, néha kiegészit-
het6 egy algebra-geometria redukcidval. Sok esetben az igy nyert geometriai problémara adott
heurisztikus geometriai bizonyitas 1€pésrél-1épésre lefordithatd preciz algebrai bizonyitdssa.

A madsodik fejezetben az asszociativitds geometriai jellemzését akndzzuk ki az asszociativ
figgvények egyértelmliségi tartomdnyainak problémakorében. Asszociativ fliggvényekrol eld-
szOr Abel irt az 1826-0s [14] munkdjaban ([49]), az6ta szdmos matematikus vizsgdlta e teriiletet;
a matematikai és torténeti részleteket bdvebben lasd Aczél Janos klasszikussa valt konyvében
[15]. Az asszociativ fiiggvények egy specidlis osztdlyat, a t-normdkat, szamos matematikai terii-
leten alkalmazzdk: ilyenek a valdszintiségi metrikus terek elmélete, a jatékelmélet, a nem-additiv
mérték- és integralelmélet, a mértékfiiggetlen feltételes operdtorok elmélete, a t-norma alapu lo-
gikék, a preferenciamodellezés és dontéselmélet. Eredetileg a valdszinliségi metrikus terek elmé-
letében vezették be ket [61], de vizsgaltdk a félcsoport-elmélet és a fiiggvényegyenletek mod-
szertanaval is [50, 37, 47]. Az asszociativ fliggvények egyértelmiiségi tartomdnyainak vizsgélata
régota kutatott probléma ([17, 48, 61, 23, 34, 65]). Egy fiiggvény értelmezési tartomanyanak
részhalmazat egyértelmiiségi tartomanynak nevezziik, ha egy megadott fliggvényosztalybdl va-
lasztott két kiilonbozd fiiggvény nem egyezhet meg teljesen ezen a részhalmazon. Mds szdval, ha
e tartomdanyon eldirt értékek egyértelmilien meghatarozzak a fliggvényt az egész tartomanyon. A
forgatds-invariancia és a tiikrozés-invariancia felhasznaldsaval folytonos archimédeszi és balrdl-
folytonos t-normdk egyértelmiiségi tartomanyaira adunk 1ij eredményeket: A tiikrozés-invariancia
felhaszndlasdval beldtjuk, hogy

3.9. Tétel. {(x,y) € [0,1] x [0,1] | y > —x} egyértelmiiségi tartomdny a folytonos archimédeszi
t-normdk osztdlydra nézve tetszbleges fogys —, [0, 1] — [0, 1] tipusi fiiggvényre, amelyre x > 0
esetén ~x < 1 igaz.

Masfeldl, az involutiv elemek struktirdjiara vonatkozé tételt felhaszndlva, melyet a forgatds-
invariancia motivalt, a kdvetkez6t tételeket bizonyitjuk:

3.10. Tétel. Legyen e tetszdleges balrdl-folytonos t-norma amelyhez létezik {c, | n € N} C|0, 1],
melyre lim,, .o, ¢, = 0és z € [0,1] esetén

T —eCy,=min(1,1+¢, —z). (1)
Ekkor e a Lukasiewicz t-norma, azaz x ¢ y = max{z +y — 1,0}.

3.11. Tétel. Legyen e egy balrdl-folytonos t-norm, amelyre létezik {c, | n € N} CJ0, 1],
lim, .o ¢, = 0, lim,, o, =2~ = 1 és x € [0, 1] esetén

Cn+1

T —4 Cp, = Min (1, C—”) . (2)
T

Ekkor & a valds szdmok szorzdsa a |0, 1]-en.
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3.12. Tétel. Legyen A = {c, | n € N} C|0,1], lim,,_.« ¢, = 0. Tetszdleges nullosztds folyto-
nos archimédeszi t-normdra a c,-szintvonalai egyértelmiiségi tartomdny. Tovabbd, ha feltessziik,
hogy lim,, ., Cycil = 1 akkor tetszoleges folytonos archimédeszi nullosztomentes t-normdra a

cn-szintvonalai egyértelmiiségi tartomdny.

Példak mutatjak, hogy e tartomdnyok minimalisak, azaz lényegében nem sziikithetéek és a fel-
tételek sem enyhithetdek. Figyelemre méltd, hogy a fiiggvényegyenletek modszereivel mar a
folytonos eset (azaz, ha nem kell egyéb u.n. regularitasi feltételeket feltenni, mint példaul a foly-
tonosan differencidlhatdsag) sikeres vizsgélata is nagy fegyvertény; ennél tovdbb menni azonban
nem lehet. A folytonossag itteni, algebrai megfelelje az oszthatosag, ami a természetesen ren-
dezettség dudlisa; ez sokkal szilikebb fiiggvényosztily, mint a rezidudlt osztdly. A geometriai
modszer erejét mutatja, hogy segitségével a rezidudlt osztilyrdl is bizonyithatéak eredmények,
mind ebben a témakorben, mind a kovetkezdben:

Az harmadik fejezetben a fiiggvényegyenletek hdrom jeles képviseldje altal feltett nyitott kér-
dést [16] valaszoljuk meg: Megmutatjuk, hogy bizonyos asszociativ fiiggvények silyozott szam-
tani kozepe sosem asszociativ:

3.13. Tétel. Legyen A és B két kiilonbozd balrdl-folytonos t-norma. Tegyiik fel, hogy ¢ €0, 1]
involutiv A-ra nézve, valamint, hogy A és B c-szintvonala megegyezik. Ekkor p - A(z,y) + (1 —
p) - B(x,y), az A és B (nemtrividlis) siilyozott szdmtani kozepe nem asszociativ.

Sem a balrél-folytonossag, sem a k6zos involutiv szintvonal feltétele nem enyhithetd. Az ered-
mény érdekessége, hogy geometriai motivacio alapjan algebrai mddszerekkel visszavezetiink egy,
a fliggvényegyenletek témakorében felmeriilt problémat valos, egyvaltozos fliggvények szimmet-
ridjarol sz616 problémara, amit végiil integralokkal oldunk meg.

3.2. Beagyazas

A negyedik fejezetben bebizonyitjuk Esteva és Godo sejtését, miszerint az MTL logika a balrdl-
folytonos t-normdk logikdja [36]. Az MTL logikdnak két konjunkcidja van (A multiplikativ és A
additiv), egy — (multiplikativ) implikdciGja és egy 0 konstansa. Az V additiv diszjunkci6t és az
1 konstanst a kovetkez8képpen definidljuk: AV B = ((A — B) — B)A((B — A) — A) és

—

1 =0 — 0. Egyetlen szabdly van, a Modus Ponens: — 5 Az MTL logika axiémai:
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(A7) (A— (B—C))— ((AAB) — ().

(A8) ((AAB) — C) — (A — (B — ().

(A9) (A= B)—=C) = ((B—A4)—=0C)—=C).
(A10) 0 — A.

A szokasos standard eljarassal, a prelinearitast kihasznalva, Esteva és Godo belattak a [36] cikk-
ben, hogy az MTL logika teljes a rendezett M T L-algebrdk osztalyara nézve, azaz tetszOleges A
MTL formulara MT L = A akkor és csak akkor, ha tetszSleges A rendezett M T L-algebrara és e
értékelésre az A-ba, e(A) = 1. F§ eredményiink egy bedgyazasi tétel:

3.14. Tétel. Legyen S = (S,*,—,<g,0g,1s) egy megszdmldlhato, rendezett MT L-algebra.
Ekkor létezik egy (X, <) megszdmldlhat, siiriin rendezett, rendezett halmaz az m legkisebb és az
M legnagyobb elemekkel, rajta egy kétvdltozos o miivelet, valamint egy ® : S — X leképezés,
melyekre (X, 0, <, M) egy kommutativ integrdl monoid, o balrél-folytonos a (X, <) rendezés
topoldgidjdban, és ® olyan bedgyazdsa az (S,*,<g,0g, 1g)-nek az (X, o, <, m, M)-be, amelyre
s,t € S esetén (s — t) a B(s)-nek és a P(t)-nek a reziduuma (X, o, <, m, M)-ben. (Azaz
nem dllitjuk, hogy (X, o, <,m, M) rezidudlt, csak a ® képterében 1évé elemek reziduumainak
létezését koveteljiik meg.)

Majd e tételt felhaszndlva belatjuk, hogy

3.15. Tétel. tetszbleges megszdamldlhato, rendezett M'T L-algebra bedgyazhato egy standard al-
gebrdba (azaz egy [0, 1]-en értelmezett MT L-algebrdbay; itt a monoid miivelet egy balrdl-folyto-
nos t-norma,).

Mindezekbdl mar kovetkezik, hogy

3.16. Kovetkezmény. az MTL logika teljes a standard MT L-algebrdk osztdlydra nézve.

Az eredmény harom tekintetben is alapvetd jelent6ségii: Egyfeldl igazolja, hogy az MTL logika
a legaltaldnosabb t-norma alapu logika, szemben P. Hijek logikdjaval [42], melyet a szerzd Ba-
sic Logic-nak nevezett, és amely a folytonos t-normék logikdja [25]. Masfel6l lehet6vé teszi a
t-norma alapu logikdk és a szubstrukturdlis logikdk szoros kapcsolatdnak kimutatdsat [40, 51].
Harmadrészt a bizonyitds alapja, az emlitett eredeti bedgyazdsi mddszer, azéta sajat jogon is
fontossa valt. Szamos mas logika standard teljeségét bizonyitottak be e modszer kis megvaltozta-
tasdval [29, 30, 35, 52], valamint olyan cikk is megjelent, ahol belattak, hogy a “Jenei-Montagna”
bedgyazds 1étezése nem csak elégséges, de sziikséges feltétele is egy logika erds standard teljes-
ségének [31].

Az 5. fejezetben egy olyan konstrukciét vezetiink be, amely a fent emlitett bedgyazasi té-
telt felhaszndlva eddig nem ismert balr6l-folytonos t-normdakat gyart: Belatjuk, hogy tetszbleges
megszamlalhatd, rendezett, kommutativ, integral monoid (nem feltétlen rezidualt) bedgyazhat6
egy balrdl-folytonos t-norméba. E tétel bizonyitdsaban van egy, a kivalasztasi axiomat felhasz-
nal6 elem. Egyes esetekben azonban analitikus képlet is adhaté a bedgyazasra, s igy konkrét
balrél-folytonos t-normékat lehet gyartani. Ilyen eset példaul, ha a bedgyazandé monoid alaphal-
maza véges vagy végtelen lexikografikus szorzat. A véges esetrdl sz616 tétel az aldbbi:
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3.17. Tétel. Egy részbenrendezett © grupoidrol azt mondjuk, hogy konjunktiv, ha v e y < x és
rey <y. Legyen a €]0,1], j € N. Legyen , () a rendezést megtarté |a’, a’]-ré1 |0, 1]-re
képezd linedris izomorfizmus, azaz legyen ¢, ;(x) = % Ha j = 0 akkor jelélje pq ©q0-t.
Legyen k € N és T tetszoleges nullosztomentes t-norma. Legyen &,; egy kommutativ, diszjunktiv,
monoid miivelet N-en a 0 nullelemmel 1 < i < k esetén.

i. Az alabbi harom Ty -ra adott definicio ekvivalens.
1. Legyen ¢ > 0 egy infinitezimdlis,

k+1
Xk:{1—Zni-5ilni€N(1§i§k), nk+1€R+}.

=1

Vilasszunk tetszblegesen 0 = ap < ap < g < ... < ap < appy < 1 szdmokat és legyen
a; = Pa,_, () (1 < i< k+1). Legyen a R*-on megadott ®r miivelet a kivetkezd:

r@r s =log,, (T (a};ﬂ, aerl)) ’

és legyen az Xi.-n megadott ® miivelet

k41 k+1 k
<1 — an . 82> ® (1 — Z m; - €Z> =1- ( (n; ®; m;) - €1> —(nk+1@ka+1)‘€k+l~
i=1 i=1 i=1

az aldbbi
Mk <1 B Zf:ll ni - 6i) = ¢”1,n27-~~7nk (ak-l-l nkH) . (3)
Ekkor ;. egy rendezést megdrzd bijekcio Xy-rél |0, 1]-re. Végiil, legyen Ty a |0,1]-en a
kovetkezd miivelet:
Ty (2, y) = ne (m; () 8 0 (y) - )
2. Tetszoleges x €]0, 1] esetén legyen nyo(x) = 0, x; 0 = x. Rekurzivan definidljuk a kovet-
kezoket:

nyi(x) = [log,, (zri-1)],

o Lki—1
Tki = Pa; ng.i(z)
a,; ’

1 < i < k esetén és legyen nyy11(x) = log,, . (wxk). Definidljuk a |0,1]-en a Tiy,
miiveletet a kovetkezdképpen:

T(k> (l‘, y) = ¢nk,1(x)@lnk,l(y)vnk,Q(33)6927%,2(y)v---vnk,k(x)@knk,k(y) (a’k‘H nk’kﬂ(m)@TnkYkH(y)) . (5)

3. Legyen Ty = T. Az 1 <'i < k értékekre legyen T ;y az aldbbi |0, 1]-en definidlt miivelet

1 z
T(z) (x)y> = @akJrl,i,’ﬂi.l(a:)@kJrlfini,l(y) <T<zl> <@ak+1—i (ani’l(m)) 780ak-+1_i (an,ii(y)>)) (6)
k+1—1i k+1—1i

10
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Tovdbbd,
ii. Ty, egy nullosztomentes t-norma.
iit. Ty, pontosan akkor balrdl-folytonos, ha T' az.
iv. Tiyy szigorian monoton névekvd akkor és csak akkor, ha T' az.

v. A 3. definiciot haszndlva Ty, homl} rendezés-izomorf Ty, _qy-gyel.

3. abra. Egy példa T} -re. Ti3), T(4), stb “textirdja” egyre finomabb, hatiratmenettel “asszociativ
fraktdlokat” is gydarthatunk.

A végtelen lexikografikus szorzat esetrdl szol6 tétel:

3.18. Tétel. Tetszbleges i € N esetén legyen @; egy kommutativ, diszjunktiv, monoid miivelet
N-en a 0 nullelemmel.

i. Az alabbi harom T\)-re adott definicio ekvivalens.

1. Legyen ¢ > 0 egy infinitezimdlis, X = {1 =3 = n;-¢"|n; € N, i € N} Vdlasszunk
tetszolegesen 0 = ag < ap < ap < ... < oy < ... < 1, lim; .o o; = 1 szdmokat és legyen
a; = @ai—1<ai) (l S N)

Legyen az Xj-n megadott & miivelet

1—Zni'5i 8 1—Zmi'€i =1- Z(ni@imi)fi
i=1 i=1 i=1
Legyen Xy, On, no,..n, €S Nk ugyanaz, mint az elézo tételben, tovdabbd legyen 1y, : X —
10,1]
[e'S) k+1
7 Z_;n e = lim 7 Z_;n e (7

'Tt az 6sszeg formlisan értendd.

11
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Ekkor 1o egy rendezést megdrzd bijekcio X-rél |0, 1]-re. Végiil, legyen T\ a |0,1]-en a

kovetkez6 miivelet:
Tioe) () = oo (1 (%) @ 1 (1) - ®)
2. Tetszoleges x €0, 1] esetén legyen ng(x) = 0, xo = x. Rekurzivan definidljuk a kovetkezd-
ket:

n;(x) = UOgai (%’—1” )

. Ti—1
€r; = Soai anl(x)

i € N, 1 > 0 esetén. Természetes szamok tetszdleges ¢ = (ni,na, ..., n;,...) sorozatdra
legyen ¢. = lim;_.cc Pny ny,...n;» Tovdbbd, legyen (z,y) = (ni(z) ©1 ni(y), na(x) B2
n2(y), - .-, ni(x) ®; ni(y), . . .), és definidljuk a |0, 1]-en a Ty miiveletet a kivetkezdkép-
pen:

Tioo) (z,y) = ch(w,y)(l)’ )

3. Legyen T tetszbleges balrdl-folytonos t-norma és legyen T;y megadva a (6) képlettel i € N
esetén. Legyen T\.oy az aldbbi |0, 1]-en definidlt miivelet

Tiooy(2,y) = lim Ty (2, ) (10)

Tovdbbd,
ii. Ty szigoriian monoton ndvekvd, nullosztomentes, balrdl-folytonos t-norma.
iii. Ha ®; = ®11 € N, i > 0-ra akkor T |ja, 1] rendezés-izomorf T .-nel.

Ez utébbi tétel segitségével olyan balrél-folytonos t-normékat is konstrudlhatunk, melyeknek a
szakaddsi pontjainak halmaza strd.

A folytonos t-normdk struktirdjanak kielégit6 leirdsa és osztdlyozdsuk is mar régéta ismert Mos-
tert és Shields topologikus félcsoportokrdl irt munkdja nyomén [53]. A csak balrél-folytonos
t-normdk tekintetében sokdig még példa sem volt ismert, habar szdmos t-normékat hasznal6 elmé-
let csupdn balrdl-folytonos miveleteket igényelt. Azon til, hogy j balrél-folytonos t-normdkat
vezettiink be, e modszer 1ij szempontbdl lattatja Chang MV-algebrajat [24], egy kiilonds t-normat
[64] és Hajek II-MTL logikajanak standard szemantik4jat; ezekre itt nem tériink ki részletesen.

A balrél-folytonos t-normék strukturdja sokkal bonyolultabb, mint a folytonosaké [44], Mos-
tert és Shields tipusu strukturalis leirdsuk €s osztalyozasuk ([53]) igen nehéznek tiinik, taldn le-
hetetlen is. A hatodik fejezetben a balrél-folytonos t-normdkat vizsgéljuk, kiilonos tekintettek a
folytonossédgi pontjainak halmazara. Belatjuk, hogy

3.19. Tétel. a balrol-folytonos t-normdk folytonossdgi pontjainak halmaza mindig siirii, sot, a
szakaddsi pontok halmaza nullmértékii, elsé kategoridju halmaz.

Ezutan azokat a balrél-folytonos t-normékat jellemezziik, melyek izomorfak a raciondlis egység-
intervallumon értelmezett folytonos t-normdk (értsd: oszthatd, kommutativ, integral monoidok)

12
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lezardsaival, ahol a lezdrtat a 26y = sup{dee) : (d,e) € QN [0,1], d < z and e < y} kép-
lettel értelmezziik. Belatjuk, hogy az 0sszes olyan balrél-folytonos t-norma ide tartozik, amely
gyengén kancellativ (azaz, amely szigordan novekvé (0, 1]%-en):

3.20. Tétel. Tetszbleges gyengén kancellativ balrdl-folytonos t-norma elddll egy, a raciondlis
egységintervallumon értelmezett folytonos t-norma lezdrdsaként. Mdsfeldl létezik olyan balrol-
folytonos t-norma, amely nem dll elé semmilyen a raciondlis egységintervallumon értelmezett
folytonos t-norma lezdrdsaként.

3.3. Struktara

A hetedik fejezetben az involutiv rezidudlt halok dltalanositdsaként bevezetjiik a forgatas-invarians
félcsoportok fogalmat: Legyen (M, <) egy részbenrendezett halmaz, — az M egy involicidja.
Egy & miiveltre az M -en azt mondjuk, hogy forgatas-invarians —-ra nézve, ha z,y, = € M esetén
reoy < z = ye—z < —x. Az elsd fejezet geometriai jellemzEésétdl motivalva bevezetjiik a forga-
tas és a forgatds-annihildlds konstrukciokat, mindegyik lehet érintkezéses vagy érintkezés nélkiili.
E konstrukcidk bizonyos rezidudlt félcsoportokbdl involutiv rezidudlt félcsoportokat gyartanak:

Jelolje M7 a legnagyobb elemmel biré részbenrendezett halmazok, M?” a korlétos részben-
rendezett halmazok, MP7? az involutiv, korlatos részbenrendezett halmazok osztalyat, valamint
L7 a legnagyobb elemmel biré halék, £7 a korlatos halék és £ az involutiv, korldtos halok
osztalyat.

3.2. Definici6. (J-operator) Definidljuk a ¥ : M7 — MPT operétort a kovetkezSképpen: Le-
gyen (M, < 1) egy részbenrendezett halmaz, 1 a legnagyobb eleme. Tekintsiik M diszjunkt
mdsolatdt, M'-t és ldssuk el M dudlis rendezésével. Azaz, legyen M' = {2’ |z € M} és
x',y € M'-re legyen 2’ <’ ¢ pontosan akkor, ha y < z. Legyen (M) = M U M’ és definidl-
junk egy <y részbenrendezést V(M )-en: x,y € V(M) esetén legyen

r,ye Mésx <y
r<gyhad z,ye M'ésx <y (11)
xeMéyeM

Ekkor (9(M), <y, 1,0) egy korldtos részbenrendezett halmaz az 1 legnagyobb és 0 := 1’ legki-
sebb elemmel, és — : V(M) — J(M)

. x ifxeM
|y ifxeMésy =z

egy involdcié J( M )-en. Tovabbd, (¥(M), <y) pontosan akkor hdld, ha (M, <) az.

3.3. Definicié. (f-operator) Definidljuk a 0 : M® — MP5BZ operétort a kovetkez6képpen: Le-
gyen (M, <,1,:) egy korldtos részbenrendezett halmaz az 1 legnagyobb és ¢ legkisebb elemmel.
Tekintsiik M \ {¢} diszjunkt mésolatat M'-t és lassuk el M dudlis rendezésével. Azaz, legyen

M = {2 |x € M\ {¢}}és 2,y € M, 2/ <' ¢ pontosan akkor, ha y < z. Legyen

13
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(M) = M U M’ és definidljunk egy <4 részbenrendezést a (M )-n: x,y € O(M) esetén legyen
x <y y a (11) dltal megadva Ekkor (0(M), <y, 1,0) egy korldtos részbenrendezett halmaz az 1
legnagyobb és 0 := 1’ legkisebb elemmel, és — : (M) — 6(M)

v ifr=
—r=< 2 ifxeM\{}
y ifzeMiésy =ux

egy involdci6 O( M )-en. Tovabbd, (0(M), <y) pontosan akkor héld, ha (M, <)
4. abra. Illuszraciok: ¥-operator (balra) €s 6-operator (jobbra)

3.21. Tétel. (érintkezés nélkiili forgatas) Legyen (M, <,1) € M7 (]\/[ <,8,—,) egy kom-
mutativ, rezidudlt, részbenrendezett félcsoport. Legyen My = O(M ) deﬁnlal]unk rajta két
miiveletet: Legyen M := M, M~ := My \ M és legyen reyy =

Tey ifr,ye M*
—(r—ey) freMtésye M-

—(y —e—x) fxeM ésye Mt "’ (12)
0 ifz,y e M~

EST —o, Y =
T 7Y if.l],yEM+

R ARl D (13)

1 ifreM ésye M
Yy —e x ifx,y € M~

Ekkor (Mg, <g,®9, —s,, 7, 1,0) egy kommutativ, forgatds-invaridns, részbenrendezett félcso-
port, melyet az (M, <,s, —,) érintkezés nélkiili forgatdsdnak neveziink.

Tovabbad,
A. (My, <y, ®y) pontosan akkor konjunktiv, ha (M, <,e) a

B. (My, <y,®9,—,,, 1,0) integrdl monoid és 0 involutiv pontosan akkor, ha (M, <, e, —,)
integrdl monoid.

C. (My, <y) pontosan akkor hdldérendezett, ha (M, <) hdlo.

14



dc_225 11

D. (My, <y,®9,—s,,,1,0) pontosan akkor involutiv rezidudlt hdld, ha (M, <,e,—,) egy
integrdl hdlorendezett monoid.

3.22. Tétel. (érintkezéses forgatas) Legyen (M, <,1,1) € M és (M, <, 8, —,) egy kommuta-
tv, rezidudlt, részbenrendezett félcsoport, amelynek vagy

1. nincs nullosztéja vagy
2. van nullosztoja. Ezesetben tegyiik fel, hogy létezik c € M 1igy, hogy tetszdleges x nullosz-
1orax —e L = C.

Legyen My = 0(M) és definidljuk két miiveletet My-en: Legyen M T := M\{c}, M~ := Mpy\M™*
és legyen xegy és © —,, y megadva a (12) és (13) definicioval.

Ekkor (My, <y, 89, —,, 7, 1,0) egy kommutativ, forgatds-invaridns, részbenrendezett félcso-
port, melyet az (M, <,s,—,) érintkezéses forgatdsdnak neveziink.

Tovabbad,
A. (My, <g,®p) pontosan akkor konjunktiv, ha (M, <, e) az.

B. (My, <y, 89, —s,, 0, 1,0) integrdl monoid és 0 involutiv pontosan akkor, ha (M, <, e, —,)
integrdl monoid.

C. (My, <y, sy) pontosan akkor hdldrendezett, ha (M, <) hdlo.

D. (My, <p, 89, —s,, 0, 1,0) pontosan akkor involutiv rezidudlt hdlo, ha (M, < e, —,, 1) egy
integrdl hdlorendezett monoid.

A két tétel kozotti Iényeges kiillonbség az, hogy az elsében a — involdcidnak nincs fixpontja, mig
a masodikban pontosan egy fixpontja van. Mindkét tétel éles, azaz a kiinduldsi miiveletek nem
vélaszthatéak tdgabb osztdlybdl. E konstrukcidk azonnali alkalmazésa a kovetkezd

3.23. Tétel. Egy kommutativ, hdlorendezett csoport negativ kiipjanak érintkezés nélkiili forgatdsa
MV-algebra.

Az érintkezéses és érintkezés nélkiili forgatds konstrukcidk alapvetd szerepet jatszanak a perfekt
és bipartit IMTL-algebrak [54], a szabad nilpotens minimum algebrédk [20], a szabad Glivenko
MTL-algebrak [28], a Nelson algebrak [21] strukturdlis leirdsandl, valamint a végesen generalt
szabad nilpotens minimum algebrédk spektrélis dualitdsanak leirdsanal [22].

3.24. Tétel. (annihilacié) Legyen (M, <,e,—) egy involutiv, konjunktiv részbenrendezett gru-
poid. Egészitsiik ki az alaphalmazdt egy 1ij elemmel, a 0-val és legyen 0 < x minden © € M -re.
Definidljunk egy & miiveletet az M U {0}-n

oy — 0 ha vagy x vagy y egyenld 0-val, vagy x,y € M és v < —y
= ze y egyébként '

Ekkor
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Ha (M, ) kommutativ akkor (M U {0}, ) is az.

Ha (M, ) hdlérendezett akkor (M U {0}, 8) is az.

Ha (M, <,s,—) egy involutiv, konjunktiv, forgatds-invaridns részbenrendezett félcsoport
akkor (M U{0}, <, 8) is részbenrendezett félcsoport, tovabbd (M, <,s) és (M U{0}, <, )
rezidudlt, M -nek van T legnagyobb eleme és | legkisebb eleme, és a & reziduuma

T —ey Ifr,ye M
T =Y =14 T ifreMésy=0 . (14)
T ifr=0

- Ha (M, &) monoid vagy integrdl monoid akkor (M U {0}, 8)is az.

3.4. Definici6. (w-operator) Definidljuk a w : M7 x MBT — MBZT operitort a kovetkez-
képpen: Legyen M N M; = (), (M, <, 1) egy részbenrendezett halmaz legnagyobb elemmel és
(My, =/, T, L) egy korlétos, involutiv részbenrendezett halmaz. Tekintsiik M/ -nek egy diszjunkt
M’ mdsolatdt amely diszjunkt M;-t6] a < dudlis rendezésével. Azaz, legyen M’ := {2’ |z € M}
és o',y € M', 2/ <’y pontosan akkor, ha y < x. Legyen w(M,M;) = M U M; U M’ és
definidljunk egy <, részben-rendezést w(M, M;)-en: z,y € w(M, M;) esetén legyen

(

r,yeM and <y
r,ye M and x<'y
r,y € My and z =<y
xeM and ye M
xe M and y e M,
x € M and ye M

<,y iff

\

Ekkor (w(M, M), <,,1,0) egy korldtos hdlé az 1 legnagyobb és a 0 := 1’ legkisebb elemmel,
és — : W(M, Ml) — L(J(M, Ml)

r ifzeM
T = o ifx e M,

y ifeeMésy =ux
egy involicié w(M, M, )-en. Tovabba, (w(M, M), <,) hdlé ha (M, <) és (M, =) is az.

3.5. Definicié. (cw-operator) Definidljuk a w : MZ x MBT — MPT operitort a kovetkezSkép-
pen: Legyen M N M; = 0, (M, <,1,.) egy részbenrendezett halmaz az 1 legnagyobb és az ¢
legkisebb elemmel, és legyen (M, <, , T, L) egy korlétos, involutiv, részbenrendezett halmaz.
Tekintsiik az M M’ masolatat, amely diszjunkt mind M -t6l, mind M;-t6l a < duélis rendezésé-
vel. Azaz, legyen M’ := {2/ | x € M} és ',y € M’ esetén 2’ <’ /' pontosan akkor, ha y < x.
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Legyen M; = M, \ ({T} U {L}) éslegyen w(M, M,) = M U M, U M. Definidljunk egy <
részben-rendezést w (M, M;)-en: z,y € w(M, M) esetén legyen

(z,ye M and z <y
r,ye M and x <y
z,ye M, and z <y
re M and ye M
xeM and y e M,

[ =€ M and ye M

r<g5y iff

Ekkor (w(M, M), <4, 1,0) egy korlatos részbenrendezett halmaz az 1 legnagyobb ésa 0 := 1’
és legkisebb elemmel, és = : w(M, M) — w(M, M)

o ifxeM
r=< y ifzeMéy =z
¥ ifxe M,

egy involdcié w (M, M;)-en. Hat = T-ot és /' = 1 -ot azonositjuk, akkor bedgyazhatjuk M -et,
Mi-et és M'-t w(M, M;)-be. Tovabba, (w(M, M), <) pontosan akkor hdld, ha (M, <) és

(M, <) hélék.
& &
<P b

5. ébra. Illusztraci6: w-operator (balra) és tw-operator (jobbra)

3.25. Tétel. (érintkezés nélkiili forgatas-annihilacié) Legyen M N M, = (), (M, <,1) € M7,
(M, =], T,1) € MBE, M, = w(M, M) és — az involiicidja. Legyen

(M, <,e,—,) egy kommutativ, rezidudlt, részbenrendezett félcsoport,

(M1, =,0,—,,, T, L) egy kommutativ, konjunktiv, forgatds-invaridns részbenrendezett
félcsoport,

Definidljunk két miiveletet M -n: Eloszor legyen a @ miivelet megadva M, C M,-en a

_J 0 frx=2y
Ry = { xoy egyébként (15)
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képlettel. Majd legyen M+ = M, M° = My, M~ = M, \ (M U M?) és
legyen re,y =

(zey ifr,ye M

(v —ey) fre Mt ye M

—(y —ex) freM,yec M

0 ifr,ye M~

zoy ifw,y e M° (16)

Y ifre M*,ye M

x ifre M ye M+

0 ifre M—,ye M°

0 ifre M° ye M~

ST —q, Y =

(7 =,y ifex,ye M+
—(re—y) freM,ye M~
1 ifre M ,ye M™*
Y —e x ifx,y €M™
T =y ifr,y€ M%ésx £y (17)
1 ifr,ye MPésx <y °
y ifre M*, ye M°
1 ifre M’ ye M+
1 ifre M~ ye M°
| ifre M° ye M-

Ekkor (M,,, <., 8u, —e,, 0, 1,0) egy kommutativ, forgatds-invaridns, részbenrendezett fél-
csoport, melyet az (M, <, e, —,) és (M, =<, 0,—,,” , T, L) érintkezés nélkiili forgatds-annihild-
ciojdnak neveziink.

Tovdbbad,
A. (M, <,,s,) pontosan akkor konjunktiv, ha (M, <, ) az

B. (M,,<.,®,,—s,, 7, 1,0) egy integrdl monoid és 0 involutiv pontosan akkor, ha (M, <
, 8, —) egy integrdl monoid.

C. (M,,<,,8u, —s,, 7 1,0) pontosan akkor hdldrendezett, ha (M,,, <.) hdlo.

D. (M,, <., 8,,—s,, 7, 1,0) pontosan akkor involutiv rezidudlt hdlo, ha (M, < e, —,) egy
integrdl monoid és (M,,, <,) egy hdlé.

3.26. Tétel. (érintkezéses forgatas-annihilacié) Legyen M N M, = 0, (M,<,1,1) € M5,
|M|>2és (M, =), T,L) e MPL, My #0, M, = w(M, M) és — az involiicidja.
Legyen

(M, <,e,—,) egy kommutativ, rezidudlt, részbenrendezett félcsoport,
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(My, =, 0, =, , T, L) egy kommutativ, forgatds-invaridns, integrdl részbenrendezett mo-
noid,

vagy legyen

(M, <, 8, —) egy kommutativ, rezidudlt, nullosztomentes részbenrendezett félcsoport,

(M, =,0,—o, 0, T, L) egy kommutativ, konjunktiv, forgatds-invaridns részbenrendezett
félcsoport.

Definidljunk két miiveletet M, -en: Eldszor legyen megadva o My C M,-n a (15) képlettel. Majd
legyen M = M, M° = M\ ({TYU{L}), M~ = M\ (M+TUM?) éslegyen xe,y ésx —,_ y
megadva a (16) és (17) képletekkel.

Ekkor (M5, <%, 8w, —e_, 7, 1,0) egy kommutativ, forgatds-invaridns, részbenrendezett fél-
csoport, melyet az (M, <, e, —,) és (M, =, 0,—,,” , T, L) érintkezéses forgatds-annihildcidjd-
nak neveziink.

Tovabbad,
A. (Mg, <w, &) pontosan akkor konjunktiv, ha (M, <,e) a

B. (Mg, <4,®n, —e_,, 1,0) egy integrdl monoid és 0 involutiv pontosan akkor, ha (M, <
, 8, —,) integrdl monoid.

C. (My,<s%,%n, e, 1,0) hdlorendezett pontosan akkor, ha (M, <) és (M, =) hdlo.

D. (Mg, <4,®5, —s_,, 1,0) pontosan akkor involutiv rezidudlt hdld, ha (M, <, e, —,) in-
tegrdl monoid és (M <) 5s (M, <) hdlo.

Mindkét tétel éles, azaz a kiinduldsi miveletek nem vélaszthatéak tdgabb osztilybdl, s6t nem
definidlhat6ak 4ltalanosabb alaphalmazokon. A prelinearitds 6roklddik mind a forgatds, mind a
forgatds-annihildcids konstrukcidkndl. Az érintkezés nélkiili forgatds konstrukcié ramutat, hogy
az involutiv rezidudlt halok osztdlyozdsa nem konnyebb, mint a rezidudlt hal6ké, hiszen részal-
gebraként tetszdleges rezidudlt halé bedgyazhat6 a forgatasaba.

Az érintkezés nélkiili forgatds konstrukcio egy trividlis, kozvetlen logikai alkalmazasa a ko-
vetkez{ tétel: Jelolje DN az A «» ——A axiémat, ahol B «» C'a (B — C)A(C — B) roviditése.
Az alédbbi 4llitast szintaktikusan bizonyitottdk a [57] cikkben:

3.27. Tétel. :.Az FL.+ DN logika konzervativ kiterjesztése az ¥ L logikdnak azon formuldkra,
amelyekben nem szerepel 1 és —.
1i. Az FLew + DN logika konzervativ kiterjesztése az FLey, logikdnak azon formuldkra, ame-
lyekben nem szerepel | és —.

Azaz, ha A nem tartalmaz 1 -t és —-t, akkor FLe + DN + A akkor és csak akkor, ha FL, F A
(és FLew + DN - A akkor és csak akkor, ha FLey, H A).

Erdekes észrevenni, hogy ez a tétel nem igaz az intuicionista logikéra [59], azaz IL-re és IL +
DN-re, amely a klasszikus logika CL. Valéban, (A — B) V (B — A)-ban nem szerepel L és
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-, és tétele CL-nek de nem tétele IL-nek. Ezt a jelenséget egyszerlien magyardzza az, hogy a
forgatds konstrukci6 atorokiti a kommutativitdst (exchange), az intergalitdst (weakening) de nem
orokiti a x < x e x tulajdonsdgot (contraction [55, 58]).

A geometriai rész tikkroz€és szimmetridjat felhaszndlva a nyolcadik fejezetben rdmutatunk arra,
hogy a rezidudlt miiveletek strukturdlis lefrdsahoz elengedhetetlen a ko-rezidualt miiveletek hasz-
ndlata: Azaz, a rezidudlt és ko-rezidudlt miiveletek nem egyszerlien dudlis fogalmak, melyek
koziil elég az egyiket vizsgélni, hanem egyiitt vannak jelen és egyszerre vizsgdlanddk bizonyos
rezidudlt félcsoportoknél. Bevezetjiik a ferde-szimmetrizdcid konstrukciét, amely a rendezett
csoportok kupreprezenticidjanak olyan dltaldnositdsa, amely egyszerre haszndl rezidudlt és ko-
rezidudlt miiveleteket. E konstrukcié segitségével leirdst adunk a siir(in rendezett, teljes ldncon
definidlt involutiv kommutativ rezidudlt monoidokra: Belatjuk, hogy minden ilyen miivelet el6-
all egy kipjanak (pozitiv vagy negativ) a ferde szimmetrizdcidjaként, valamint, hogy a két kip
kolcsonOsen egyértelmiien meghatarozza egymast.

3.6. Definicié. Legyen (X, <) egy teljes, siirlin rendezett lanc. Tetszbleges (X, <, ®, —,©, 1)
kommutativ rezidudlt lancra legyen ® : X x X — X

r@y=inf{luov|u>zv>y}

a ® ferde modositésa.
Tetszbleges (X, <, ®,, «—¢ 1) kommutativ ko-rezidudlt lancra legyen ©® : X x X — X

rOy=sup{u®v|u<z,v<y}

a @ ferde médositasa. Ilyenkor azt mondjuk, hogy (©, ®) egy ferde par.

s

3.7. Definicié. Legyen (Lo, <) egy teljes, siirlin rendezett lianc, L, egy részhalmaza. Legyen
(L1, ®, —4, <, T) egy kommutativ rezidudlt ldnc és — egy involicié Ls-n. A © miiveletrdl azt
mondjuk, hogy @ dudlisa a —-ra nézve ha ® az aldbbi mivelet (L) = {—x | x € L1}-n:

T Oy =(-z @ y).

Azt mondjuk, hogy @ a & ferde dudlisa a —-ra nézve, ha ® a © ferde mddositasa.

E fejezetben a t-norma kifejezést kicsit altaldnosabb értelemben haszndljuk: kommutativ integral
monoidokat jelliink veliikk (nem feltétlen a [0, 1] intervallumon). Uninormdnak neveziink egy
kommutativ monoidot, t-konorménak neveziink egy kommutativ monoidot, melynek az egység-
eleme az alaphalmaz legnagyobb eleme.

3.8. Definicio. Az (X, <, L, T,t, f, ) algebrét involutiv uninorma algebrdnak nevezzik, ha
i. C =(X,<, 1, T) egy korlatos részbenrendezett halmaz,
7. & egy uninorma C-n az t egységelemmel,

iti. x € X esetén 1—,f = max{z € X |z e z < f} létezik, és
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iv. z € X esetén (x—of)—ef = .

A monoid miiveletét involutiv uninormanak nevezziik. Egy involutiv uninorma algebrat kiiposnak
neveziink, ha minden elem Osszehasonlithatd az egységelemmel, t-involutivnak neveziink, ha
t = f. Egy involutiv uninorma pozitiv és negativ kipjai rendre az egységelem feletti és alatti
elemek halmazdra megszoritott részmonoidjai, melyek monoid miivelete mindig t-konorma ill.
t-norma. Involutiv uninorma algebrakban definidlhaté egy involicio: —x = z—, f.

7

3.9. Definicié. Legyen (X, <, T, L) egy korldtos, teljes, siirlin rendezett lanc. Egy @ rezidualt
t-konormét X -en hatdr-folytonosnak neveziink, ha x € X esetén inf{u®v |u > z,v > 1} = z.

3.10. Definicié. (ferde szimmetrizacio) Legyen C = (X, <, 1, T) egy teljes, siirtin rendezett,
korlatos lanc, €s — egy involuci6é X-en az e € X fixponttal. Tetszleges © rezidudlt t-normara a
[L, t]-n definidljuk a ferde szimmetrizaci6jat (—-ra nézve) ©s : X — X:

([ ~(rz@—y) ifz,ycltT]
I Y ifrelt,T|ésye [l t]ésax <y
) weer ifzxe[ltlésyeft, T]ész <~y
TOsY = —(y—e-x) ifzxelt, T|ésye |l t]ésax >y ’ (18)
~(r—omy) ifze[Llt]ésyelt, T]ész >y
L TOyY ife,y €[L, 1

ahol ®@a © ferde modositasa.

TetszGleges @ rezidudlt hatér-folytonos t-konormadra az [t, T]-n definidljuk a ®s : X — X ferde
szimmetrizaciéjat (—-ra nézve):

(2 Dy ifx,y €le, T]

—(x—gy) fzelt, T|ésy e[l t]ésx <y
—(y—g—x) fze|[lt]ésye|t, T]ésax <y
—(—zx@®-y) ifz,ye[l,t] ’
T e Y ifrel[ltjésye|t, T|ésax >y
Y —e T ifrelt, T|ésye[L,t]ésax >y

TDsy = (19)

\

ahol ®a @ ferde mddositasa.

Megadjuk a sfirin rendezett, teljes lancokon definiélt ¢-involutiv uninormdk egy alosztdlyanak
kdpreprezentacios tételét:

3.28. Tétel. Teljes, siiriin rendezett ldncon definidlt t-involutiv uninorma, amelynek folytonossdgi
pontjainak halmaza siiri, elodll mind a pozitiv, mind a negativ kiipjdnak ferde szimmetrizdcio-
jaként a ~x = x—4t involiiciora nézve. A pozitiv és negativ kupjai kolcsondsen egyértelmiien
meghatdrozzdk egymadst; egymads ferde modositdsai (—-ra nézve).

Majd a kilencedik fejezetben osztalyozzuk azokat az t-involutiv uninormékat a [0, 1] interval-
lumon, melyeknek folytonosak a kipmdveletei:
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y'<—-®x
xty
=)’
X'y
(xOy)
(x —>®y’)’

6. abra. Illusztracio a ferde szimmetrizaciora

3.29. Tétel. Tetszbleges t-involutiv uninorma a [0, 1] valds egységintervallumon melynek folyto-
nos valamelyik kiipmiivelete izomorfizmus erejéig elddll mint az alabbi harom miiveletosztdlybol
vett miivelet ferde szimmetrizdcioja:

1. a szorzat a [0, 1] intervallumon
2. a minimum [0, 1] intervallumon

3. egy lexikografikus dsszeg a [0, 1] intervallumon [32, 33, 43], melynek minden dsszeadan-
doja szorzat vagy minimum.

A tizedik fejezetben bevezetjiik az iker-forgatds konstrukciot:

3.11. Definicié. (iker-forgatas) Legyen X, egy részbenrendezett halmaz a ¢t legnagyobb elem-
mel, és X, egy részbenrendezett halmaz a ¢ legkisebb elemmel, és tegyiik fel, hogy X; U X5-n
van egy — involicié. Legyen ® és & egy-egy kommutativ, rezidudlt félcsoport az X;-en és az
X5-n, mindkettdnek ¢ az egységeleme. Tovabba, tegyiik fel, hogy

1. ha -t € X; akkor r—g—t = ~xigaz ¢ € Xy, x > —t esetén, és
2. ha -t € X5 akkor z—g—t = ~wvigaz v € Xy, v < —t esetén.

Legyen
Ug - <08c<X17 X2>7 $7 S? t? f)

ahol f = -t és

(2 ®y if 2,y € X
—(r—e7Y) ifre Xo,ye Xq,ész <~y

rey= (20)

—(y—¢—1) ifre Xy, y€ Xg,ésa <y~
“(y—e(mzAt) ifz € X,y Xy, és0 £y
(z—g(myAl)) ifz e Xi,y€ Xo,ésx £~y
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Ekkor a & miiveletet a ® és a @ iker-forgatdsdnak, az U algebrat pedig a két kiinduldsi algebra
iker-forgatasanak nevezziik.

Belatjuk, hogy
3.30. Tétel. Tetszdleges kiipos involutiv uninorma algebra elddll a kiipjainak iker-forgatdsaként.

A véges lancokon értelmezett involutiv uninormdk vizsgalatdhoz bevezetjiik a rang fogalmat:

3.12. Definici6. Tekintsiink egy rendezett I/ involutiv uninorma algebrat, melynek n € N eleme
van. U izomorf egy involutiv uninorma algebrdval, melynek alaphalmaza {1,2,...,n} C N,
jeliiljiik ezt igy

U, ={1,2,....,n},e, < 1,n,t, f).

At — f kiillonbséget az U algebra rangjdnak hivjuk (vagy a e rangjanak).
3.13. Definicio. Legyenn > 1.

1. LegyenU = ({1,2,...,n},e, < t, f) egy pozitiv rangd involutiv uninorma algebra. Defi-
nidljuk az aldbbi algebrat:

Z/{VZ <{1,2,...,7’L—|—1}7O,§’f—|—17t>7

ahol .
roy = Tey ¥f:c,y€{1,2,...,n}
n+1 ifmax(z,y) =n-+1
és x oy = —(—x o —y), ahol —az {1,2,...,n} halmaz involicidja.
2. Legyen U = ({1,2,...,n+ 1},8,<,t, f) egy nemnegativ rangid involutiv uninorma al-

gebra. Definidljuk az aldbbi algebrat:
Un = <{1’2""7n}707§7f7t_ 1)7
ahol o a e dudlisdnak megszoritdsa az {1, 2, ..., n} halmazra.

3.31. Tétel. (véges ferde dualizacié) Legyen n > 1.

1. Tetszbleges k > 0 rangii U involutiv uninorma algebrdra az {1,2,...,n} alaphalmazon
Uy egy 1 — k rangii involutiv uninorma algebra az {1,2, ...,n + 1} alaphalmazon.

2. Tetszoleges k < O rangu U = ({1,2,...,n+ 1}, 8, < t, f) involutiv uninorma algebrdra
alUn egy 1 — k rangii involutiv uninorma algebra az {1,2, ..., n} alaphalmazon.

Tovdbbad,
Un)v=U és (Uy)Y =U.

Azaz elegendd a tovabbiakban csak a pozitiv rangud algebréakat vizsgdlni.
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3.14. Definicié. Egy ({1,2,...,n}, e, < ¢, f) véges involutiv uninorma algebrat T L -felbontha-
tatlannak nevetiink ha nincs részalgebrdjaa [2,...,n — 1]-en.

Belatjuk, hogy ha egy ilyen algebra nem T | -felbonthatatlan, akkor Cayley-tablaja visszavezet-
het6 egy kettdvel kisebb alaphalmazi algebra Cayley-tdbldjdra; azaz elegendd a T _L-felbontha-
tatlan algebrékat vizsgdlni. Ekkor a rang szerint néhany alosztélyt osztdlyozni is lehet:

3.32. Tétel. e (rang 0, rang 1) Legyen n > 1. Ekkor, & egy véges involutiv uninorma az
{1,2,...,n} alaphalmazon O (respektive 1) ranggal akkor és csak akkor, ha n pdratlan
(respektive pdros) és

_ min(xvy) lf$ < -y
my_{ max(z,y), ifr>-y 1)

e (rang 2) Legyen n > 3 pdratlan. Ekkor, ® egy 2-rangii T 1 -felbonthatatlan véges involu-
tiv uninorma az {1,2, ..., n} alaphalmazon akkor és csak akkor, ha a negativ kipja a ©
miivelet a "2 -elemii ldncon, ahol

2
] 1 ifrx,y<n
TOY= { min(z,y) egyébként ’ (22)

, .« . e o n—1 7 2
és pozitiv kupja tetszbleges t-konorma a =5=-elemii lancon.

e (rangn-1) Legyenn > 1. Ekkor,  egy véges n—1-rangii involutiv uninorma az {1,2,... ,n}
alaphalmazon akkor és csak akkor, ha a negativ kiipja egy tetszdleges involutiv rezidudlt
hdlo az n-elemii ldncon, és pozitiv kipja a trividlis monoid az egyelemii halmazon.

e (rangn-3) Legyenn > 3. Ekkor,  egy véges n—3-rangui involutiv uninorma az {1,2,... ,n}
alaphalmazon akkor és csak akkor, ha negativ kiipja kielégiti a 3.11 definicio 1 feltételét és
a pozitiv kiipja a maximum miivelet a kételemii ldncon.

e (rang -1) Legyen n > 4 pdros. Ekkor, ® egy —1-rangi véges involutiv uninorma az
{1,2,...,n} alaphalmazon, amely kielégiti a (n — 1)e(n — 1) = n feltételt akkor és csak
akkor, ha a negativ kipja egy tetszdleges & t-norma a 3-elemii ldncon, amely kielégiti a

2 ® 2 = 2 feltételt, és pozitiv kiipja az ® dudlisa az "T“—elemb’i ldncon.
e (rang3-n) Legyenn > 2. Ekkor,  egy véges 3—n-rangii involutiv uninorma az {1,2,... ,n}

alaphalmazon akkor és csak akkor, ha negativ kiipja a minimum a kételemii ldncon, pozitiv
kiipja pedig tetszoleges involutiv rezidudlt hdlo dudlisa az n — 1-elemif lancon.

e (rang5-n) Legyenn > 5. Ekkor, ® egy véges 5—n-rangii involutiv uninorma az {1,2,... ,n}
alaphalmazon akkor és csak akkor, ha negativ kiipja a minimum miivelet a haromelemii ldn-
con, pozitiv kiipja pedig a kielégiti a 3.11 definicio 2 feltételét.

A 3.32 tétel egyszertien beldthat6 kovetkezménye, hogy
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3.33. Kovetkezmény. az IUL logika kibévitve a t < f axiomdval nem elégiti ki a véges modell
tulajdonsdgot,

ahol az TUL az alabbi szubstrukturdlis logika [39]:
L) A— A
L2) (A=B)—=(B—C)—=(A—=0))
L3) (A= (B—=C)) = (B—(A—=0))
(L4 (AQB) = C) = (A— (B—())
(LS) (AAB) — A
(L6) (AAB) — B
(L7) (A= B)A(A—C)) = (A= (BAC))
(L8) A — (AV B)
(L9) B — (AV B)
(L10) (A — C)A(B — C)) = (AVB) = C)
(L11) A < (t — A)
L12) L — A
(L13) A>T
(PRL) (A — B)At)V (B — A)At)
(INV) ==A4 — A
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