Opponensi vélemény Jenei Sandor
“Investigation of residuated semigroups” cimi doktori értekezésérol

Az algebra, geometria és logika a matematika harom teriilete. Vannak
jelenségek /strukturak, melyeket e harom teriilet mindegyikén le lehet {rni,
és melyeket legjobban akkor értiink meg, ha mindharom teriilet nyelvén
leirjuk és atlatjuk e harom, legtobbszor nagyon eltérd kép kapcsolatat. Példa
erre a Boole algebrak osztalya. Az algebra nyelvén leirva a Boole algebrak
komplementalt disztributiv halok, ez egy véges sok azonossiggal definialt al-
gebraosztaly; algebrai vizsgalatuk az azonossidgok kozti levezetések nyelvén
torténik. A geometria nyelvén a Boole algebra egy tér (pl. sik vagy harom-
dimenziés tér) részhalmazairdl beszél, és e halmazok metszet, unié, kom-
plementum &ltal alkotott strukturdjat vizsgédlja. Logikai nyelven pedig a
hétkoznapi és a tudomanyos gondolkodas csontvazat alkoto un. itéletkalkulus
jeleniti meg a Boole algebrét, allitasokrol, ezek konjunkciéjardl (“és”), disz-
junkciéjarol (“vagy”) és negécidjardl (“nem”) beszéliink. Az algebrai ge-
ometria az algebra és geometria kapcsolatara koncentrél, a kategériaelméleti
toposzelmélet a logika és geometria kapcsolatara; az algebrai logikdban e
haromarct istenné mindharom arca fényesen ragyog.

Jenei Sandor disszertacidjanak fészerepldje az un. t-norma, illetve ennek
egy algebrai altalanositasa, a rezidualt monoid. Ezek egyre erdteljesebben
vizsgalt objektumok napjainkban, monografia is jelent meg 2007-ben Galatos,
Jipsen, Kowalski, Ono szerzoktol. A t-normdaknak és a rezidudlt félcsopor-
toknak lényeges szerepe van tobb matematikai teriileten is, igy pl. logikdban,
algebraban. Jelolt algebrai oldalrél kozeliti meg a t-normék vizsgédlatat és
az algebrai valamint geometriai tulajdonsagok kozti kapcsolatra (dualitsra)
koncentral. Azonban nyilvanvaléan jol ismeri a téma logikai oldalat is, a
disszertacioban tobb eredménnyel illusztrdlja az altala miivelt vizsgalatok
logikai alkalmazasat.

A t-norma definicié szerint a valds szamok [0,1] intervallumén értelmezett
kommutativ, asszociativ, kétargumentumi monoton (azaz rendezéstarto) fligg-
vény, melynek 1 az egységeleme (azaz, integrdl). Egy t-normdanak rogton
adddik a geometriai jelentése: a [0,1] éli kockaban egy feliilet (kétargumen-
tumu miivelet), mely tiikrozésinvarians a 000, 001 és 111 pontokat 6sszekotd
sikra nézve (kommutativ), felfelé halad a (0,0) ponttdl az (1,1) pont felé
(rendezéstartd), a feliiletnek két oldallappal valé metszete az atlé (integrél),
és hoppa! itt hidnyzik az asszociativitds geometriai jelentése! Aki méar
dolgozott asszociativ miveletekkel, az tudja, hogy szinte lehetlen latni egy
miivelet grafikonjardl, hogy az a miivelet asszociativ-e és legtobbszor igencsak
munkaigényes bizonyitani egy tetszéleges miiveletrél, hogy asszociativ. Az
asszociativitas fogalma természetes, kozponti algebrai fogalom, de hidnyzik



a geometriai megfeleldje.

A folytonos t-normakat elég jol at lehet latni, szép struktura-tétel irja
le 6ket. Ezzel szemben a tetszoleges t-normék vidéke vad, a jelolt szerint
szinte kizart, hogy hasonlé struktira-tételt lehessen kapni. Kozéputként
jelolt a balroél-folytonos t-norméakra koncentrél és véleményem szerint igéretes
lépéseket tesz egy, sziikségképpen bonyolultabb, struktira-tétel felfedezése
felé. A balrél-folytonossagnak van természetes algebrai megfelel6je (t-normak
korében), ez pedig a félcsoport-miivelet (természetes rendezésre vett) rezidu-
alhatésaga. A rezidudlas miivelete a csoportelméleti inverz operacié altalano-
sitasa, gyengitése; és fontos szerepet jatszik algebraban, logikaban, igy algeb-
rai logikaban is. A Boole algebrédk rezidualt félcsoportot alkotnak ha a met-
szetet (“és” logikai konnektivum) vessziik a félcsoport miiveletnek, ekkor az
“implikacio” logikai konnektivum a rezidualt. A Tarski-féle relaciéalgebrak
is rezidualt félcsoportot alkotnak, ahol a reldciékompoziciot vessziik az asszo-
ciativ miiveletnek.

A disszertacié egyik fo eredménye, hogy a balrdl folytonos t-normak
korében felfedez egy valédi és 1ij kapcsolatot az algebrai asszociativitas tu-
lajdonsaga és egy vizudlis geometriai tulajdonsidg kozott. Nevezetesen, a
geometriai tulajdonsag az, hogy a megadott feliilet feletti tér-rész invaridns
a kocka 001,110 féatldja kortli 120 fokos elforgatdsra (Fig.1.2). Sajnos nem
annyira szép a vilag, hogy az asszociativitas ekvivalens lenne ezen geomet-
riai tulajdonsdggal, de “majdnem”. Jelolt megfogalmazza a sziikséges és
elégséges tulajdonsagot egy altaldnos kornyezetben (rezidualt grupoid), ez
lényegében az, hogy a feliillet minden “szelete” invaridns egy fenti tipusu for-
gatasra (Lemma 1.3, Lemma 1.4). Jelolt béséges példaseregen, pazar abrédkon
illusztrélja az asszociativitas ellenorzés e mddszerének hasznélatat.

Azt, hogy mennyire haszndlhaté a moddszere, jelolt illusztralja az iro-
dalom egyik problémé&janak megolddsaval is. A problémat C. Alsina, M. J.
Frank és B. Schweizer 2003-ban publikalta, és azt kérdezi, hogy két kiillonb6z6
t-norma aritmetikai kozepe, illetve altalanosabban barmely konvex kom-
bindcidja lehet-e megint t-norma. A szerzok azt a sejtésiiket kozlik, hogy
trividlis esetektol eltekintve a vélasz az, hogy “soha”. A jelolt el6szor idéz
egy eredményt, mely szerint ha nem kotjuk ki a balrél-folytonossagat a t-
normaknak, akkor nem igaz a sejtés. Sajnos nem kozli, hogy kitol szarmazik
ez a megoldas. E negativ véalasz indokolja, hogy Jenei megoldasdban csak
balrél-folytonos t-normakrdl beszél. Az eredeti sejtés megerdsitéseként azt
bizonyitja (Thm.3.9), hogy kiilonb6zé balrél-folytonos t-normék konvex kom-
bindcidja sosem t-norma (mert nem asszociativ), ha feltessziik, hogy a két
t-normanak van kozos involutiv szintje. Ez utobbi feltételrol a jelolt tobbszor
is allitja, hogy sziikséges, de sajnos nem talaltam ennek bizonyitasat vagy in-
doklasat a disszertaciéban. A Thm.3.8 egy rokon allitast fogalmaz meg, mely



szerintem onmagaban is nagyon érdekes.

Azt, hogy a balrél-folytonos t-normék vizsgalédasi szintjének valasztasa
jo valasztas volt, egy logikai teljességi tétel bizonyitasaval is illusztralja a
jelolt. Nevezetesen, F. Esteva és L. Godo 2001-ben publikalt sejtésének iga-
zolasaként teljességi tételt bizonyit a balrdl-folytonos t-normak logikajara
(amit MTL-logikanak neveznek). A bizonyitds lényege, hogy megmutatja,
hogy egy tetszdleges megszamldlhato MTL-algebra bedgyazhato sztenderd
MTL-algebraba. Az absztrakt és sztenderd MTL-algebrék kozott az a kii-
lonbség, hogy elobbi tetszdleges részben-rendezett halmaz felett van értel-
mezve, mig utébbi a konkrét [0,1] intervallum mint részbenrendezett hal-
maz felett. Ez a Boole-algebrdk Stone reprezentacié tételével analdg, és
altalaban a hasonlé tételeket, ahol egy absztrakt tulajdonsagokkal megadott
strukturat valamilyen extra (nem az eredeti nyelven leirt) struktirdval 1atjak
el, reprezentacié tételnek szokas nevezni. Az algebrai logikdaban az egyik
un. hid-tétel (bridge-theorem) pont azt mondja, roviden, hogy egy logika
teljességi tétele a neki megfeleltetett algebraosztaly reprezentacio-tételének
felel meg. A reprezentacié tételek bizonyitdsa &dltaldban nem konnyd. (A
jelolt beagyazasi tételnek nevezi az eredményét, de fentiek alapjan szerintem
pontosabb lenne reprezentacié-tételnek nevezni.)

A jeloltnek kétségkiviil ertssége példak, ellenpéldék és szép konstruk-
ciok szerkesztése (mely tevékenység jelen opponens szivéhez is kozelall). A
disszertacié masodik és harmadik részében szamos érdekes konstrukciot mu-
tat be, amivel balrél-folytonos t-normakat lehet kapni és ilyenekbol djakat
szerkeszteni. Vizsgdlja a folytonossagi pontok strukturdjat és szerkeszt egy
olyan példat, melyben a szakadasi pontok siirtin vannak. Ezen modszerekben
és konstrukciokban alapveto annak atlatasa, hogy a példak asszociativak-e.
Véleményem szerint igéretes 1épések torténnek itt a balrél-folytonos t-normak
valamilyen struktira-tétele felé.

Az eredmények méltatasa utdan illik kitérni a hianyossagokra is. Meg-
konnyitette volna az opponens munkdjat egy index, jeloléslista stb, ahogy
az nagydoktori dolgozatoknal szokds. Bizonyos fogalmakat mind a tiz fe-
jezet elején definidl a jelolt, pl. a rezidudlt félcsoportokat vagy involicidt,
masokat pedig sehol vagy pedig nem az elsé eléforduldsuk helyén. A ren-
dezéstartésagra példaul legaldbb 6t kiilonboz6 szot hasznal, de egyiket sem
definialja, az olvasd attdl tarthat, hogy esetleg a kiilonbozé széhasznalat
nilanszokban eltérd jelentést takar. Hasznalja a teljes hélé fogalmat, de a
Dedekind-teljesség értelmében a szokasos teljesség helyett, némi fejfajas aran
jon ra erre az olvaso. Azzal indokolva, hogy minden fejezet legyen énmagaban
értheto, jelolt minden fejezet elején roviden véazolja a {6 definicidkat. Ehelyett
olvasébaratabb lett volna a disszertacio elején egyszer, de koriiltekintébben,
jobban koriiljarva definidlni az Osszes fogalmat. Meg kell emliteni azonban,



hogy a disszertacio nyelve vilagos, tomor és értheto, a bizonyitdsok nincsenek
tulbonyolitva, a definicidk, tételek kimonddasa, néhany apré pontatlansagtol
eltekintve, preciz. Oromet okozott a vilagos “Definicié, Tétel, Bizonyitas,
Megjegyzés (mely a tétel feltételeinek sziikségességérol szol), Példak” tagolas.
Kiilon szeretném megemliteni a jé angolsdgot, ez és a vilagos preciz meg-
fogalmazas nagyban megkonnyiti a disszertacié olvasasat az elobb emlitett
hidnyossagok ellenére.

Mindent 0Osszefoglalva: Véleményem szerint Jenei Sandor disszertacidja
megfelel a doktori disszertacidkkal szemben tamasztott kdvetelményeknek és
Jenei Sandor alkalmas a tudoméanyok doktora cim elnyerésére. A disszertacié
nyilvéanos vitara bocsatasat és Jenei Sdndornak a matematikai tudomanyok
doktora cim odaitélését javaslom.
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