Opponensi vélemény
Jenei Sandor:
Rezidualt monoidok vizsgalata

MTA doktori értekezés

A jelolt kutatdsi terlilete az algebrai vizsgéalatoknak egy olyan szelete, amely fejlodosét,
kiszélesedését, napjainkban tapasztalhatd intenzitdsdt nem (vagy legalabbis nemcsak) az
algebra belsé koreibdl meritette, hanem a kiilonb6z6 logikai rendszerek mogott meghtizo6do
algebrai struktirdk vizsgalatanak igényébdl. Ennek a logikdban megfogalmazott igénynek van
egy olyan jellemzdje, amely a felmeriild kérdéseket is mas perspektivaba helyezi: ezen a
terlileten ugyanis nem arrdl van szd, hogy valamely specifikus logikai rendszer kényszerit ki
algebrai, algebrai logikai vizsgalatokat. Ellenkezdleg: a rezidudlt halok (rezidualt
félcsoportok) jelent6ségét logikai szempontbol az adja, hogy elméleti keretet szolgaltat eltérd
motivacios bazison, eltérd eszkozok hasznalataval 1étrejott logikai rendszerek szdmara. A
mult szazad 70-es éveiben felerdsodtek a logikaval foglalkozokban és a logika kiilonb6zo
rendszereit alkalmazokban azok az igények, amelyeket abban a meglehetésen egyszeriinek
tlind, de egyszerlien nem megvalaszolhatd kérdésben foglalhatjuk 6ssze, hogy mit is értiink
egy logikai rendszer alatt. Ha nem ragaszkodunk egy olyan ortodox megfogalmazashoz,
amely végletesen lesziikiti a logikai rendszerek korét (hiszen bizonyara mindenki talalkozott
mar azzal a felfogéassal, hogy csak az elsérendii logika, pontosabban szdlva csak az elsérendii
kalkulus az egyediili logikai rendszer), akkor figyelmiink természetes modon azon elméleti
alapok felé iranyul, amelyek segitségével feltarhatoak a kiilonb6zd logikai rendszerek elméleti
alapjaiban meglévé kozos sajatossagok. Olyan jellemzOk koriilhatarolasa torténhet meg,
amelyek lehet, hogy nem elégségesek ahhoz, hogy egy rendszert logikai rendszerré tegyenek,
de sziikségszertiek a kiilonboz6 motivacios bazison felépiilé logikai rendszerek szadmara. Mig
algebrai oldalrol a rezidualt halok, addig logikai oldalrdl a szubstrukturalis logikék adjak meg
az elméleti alapot: talan nem meglepd, hogy a két megkozelités szoros elméleti kapcsolatban
all egymassal. Fontos megemliteni, hogy a két megkozelitésmod nem pusztan azt jelenti, hogy
masként mondjuk el ugyanazt, hanem itt nyugodtan kijelenthetd, hogy a két oldal kdlcsondsen
megtermékenyiti egymast. A vizsgalt terlilet jelentdségét tovabb noveli az, hogy mind a
szubstrukturalis logikak mind a rezidualt halok elméletének szamos alkalmazésa van példaul a
szamitastudomany kiilonbozo teriiletein.

Jenei Sandor dolgozataban algebrai oldalrdl kozeliti meg a kérdéseket, nem titkolva azt a
reményét, hogy eredményei fontos informécidkat jelenthetnek a logikai oldal szdmara is. Az
értekezés harom nagy részre tagolodik: az elsG részben az asszociativitds geometriai
jellemzésének lehetdségeit vizsgalja a szerz6, a Beagyazas cimet viseld masodikban fontos
algebrai logikai eredményeket bizonyit, mig a harmadikban, &ltalanositva az involutiv
rezidualt halokat olyan forgatas-invarians félcsoportokat kap, amelyek segitségével rezidualt
félcsoportokbodl involutiv rezidualt félcsoportok nyerhetdk.



Ha az algebrai, algebrai logikai teriileten kevésbé jaratos valaki, akkor joggal kérdezheti, hogy
egy ilyen értekezésben mi keresnivalgja van egy Geometria cimet viseld fejezetnek. Ha
azonban alaposabban utana gondolunk, akkor azt latjuk, hogy algebrai sajatossagok
geometriai megfogalmazasanak, illetve geometriai sajatossagoknak az algebra nyelvén vald
kimondasanak tobb évszazados hagyomanya van. Kanttal sz6lva a matematikanak sziiksége
van az a priori szemléletre, a matematika az a priori szemléletben feltiintetett targyakat
vizsgalja. Az a priori szemléletiink legfontosabb keretét az absztrakt tér szolgaltatja
szamunkra. Jenei Sandor dolgozatinak elsé nagy egységében arra tesz kisérletet, hogy
megvizsgalja azt kérdést, hogy vajon az absztrakt térben megjelenitett sajatossagok
megragadhatoak-e egy haromdimenzids térben. A kommutativ miiveletek asszociativitasa
geometriai eszkozokkel is megfogalmazhatd: ha a miivelet asszociativitasanak kifejezéséhez
sziikséges haromvaltozos fliggvényt tekintjiik, akkor ez megadhat6 a négydimenzios tér egy
grafikonjaként. A tekintett muvelet akkor és csak akkor lesz asszociativ, ha grafikonja a
fliggvény argumentumainak felcseréléséhez kapcsolédd szimmetridkkal rendelkezik. A
haromnal nagyobb dimenzi6ju terek kevéssé alkalmasak arra, hogy a geometriai intuicid
alapjaul szolgaljanak. A geometriai intuiciok sokkal inkdbb a legfeljebb haromdimenzids
terekhez kothet6k. Az értekezés szerzdje azt a kérdést vizsgalja meg részletesen, hogy ha a
miivelet haromdimenzids grafikonjat vesszilk szemiigyre, akkor ezen a grafikonon
felfedezhetok-e a négydimenzids grafikon asszociativitast kifejezé szimmetriainak valamiféle
hatasa. Ugy is fogalmazhatunk, hogy egy kétvaltozés kommutativ miivelet asszociativitasa
miként érhetd tetten a mivelet hdromdimenziés grafikonjan. Elért eredményei alapjan
egyrészt a kommutativ rezidualt miveletek asszociativitdsa jellemezhetd bizonyos tipusu
forgatas-invarianciaval, masrészt beldtta, hogy az emlitett miiveletek asszociativitasa
megallapithaté grafikonjanak bizonyos sikmetszeteibdl, harmadrészt pedig megmutatja, hogy
a mivelet grafikonjanak bizonyos részei egy kozéppontos tiikrozésre nézve invariansak.
Eredményei nemcsak az asszociativitas természetének jobb megértéséhez vezetnek el, hanem
lehetévé teszik a rezidualt halokra vonatkozd bizonyos sejtések megfogalmazasat, sot
segitséget nyujt ezek bizonyitasban is. A rezidudlt halok fontos szerepet jatszanak bizonyos
logikai rendszerek algebrai logikai vizsgalatdban, igy a szerz6 eredményei a megfeleltetett
nem-klasszikus logikai rendszerek vonatkozasaban is fontos kovetkezményekhez vezetnek. A
geometriai atfogalmazas hatékonysagat jol mutatja az, hogy az asszociativitas geometriai
jellemzése sikeresen hasznéalhatd az asszociativ fliggvények egyértelmiiségi tartoméanyanak
meghatarozasaban. Az elért eredmények a fliggvényegyenletek vizsgélata soran felvetett
kérdés megvalaszolasara is alkalmasak: a szerzonek sikeriil belatnia, hogy bizonyos
asszociativ fliggvények sulyozott szamtani kozepe nem asszociativ.

A Bedgyazas cimet viseld egység a dolgozat 4. 5. és 6. fejezetét foglalja magéban. A 4.
fejezetben Esteva és Godo sejtésének bizonyitasat ismerteti a szerzé. Ez az eredmény a Studia
Logica-ban jelent meg 2002-ben egy Franco Montagna-val irt kozos cikkben. Az emlitett
folyoirat magas elvarasait sziikségtelen ismertetni, a cikk itteni megjelenése 6nmagaban
biztositéka az eredmény szakmai elismerésének. Esteva és Godo bebizonyitotta, hogy az MTL
logika helyes ¢és teljes a rendezett MTL-algebrak osztalyara nézve. (A tézisekben, ha jol
értem, kicsit pontatlanul lett emlitve ez az eredmény, hiszen a teljesség csak annyit jelent,
hogy ha egy A MTL formuldra, minden linearisan rendezett A MTL algebrara és MTL



minden A-beli e értékelésére nézve e(A)=1, akkor MTL r A). Eredményiik alapjan
fogalmazta meg Esteva és Godo azt sejtést, amely szerint az MTL logika helyes ¢€s teljes a
sztenderd MTL algebrakra nézve. Egy apro pontatlansag itt a dolgozatba is becsuszott, hiszen
a formalis megfogalmazas nemcsak a teljességet, hanem a helyességet is magaba foglalja (74.
oldal). A kovetkez6 mondat mintegy latens magyarazatat adja a helyesség nem emlitésének:
hiszen a szerzd allitdsa szerint a helyesség bizonyitasa nagyon konnyli, s ebben azért van
igaza, mert a sztenderd MTL algebrak specialis form4ju MTL algebrak, igy az MTL
algebrakra vonatkozo helyesség atéroklodik a sztenderd MTL algebrakra is. Az MTL logika
sztenderd MTL algebrédkra valo teljességének a bizonyitasa (amit az MTL sztenderd
teljességének nevez), az itt alkalmazott bedgyazasi mddszer a dolgozat egyik legfontosabb
algebrai logikai eredménye. A szerzd kihasznalja azt, hogy a teljesség bizonyitdsa soran
elegendd a végesen generalhato, igy véges vagy megszamlalhatéan végtelen MTL algebrakkal
foglalkozni. Ez az apronak tiiné megfigyelés ugy vélem igazan jelentds, hiszen igy Esteva és
Godo eredménye mar akkor atvihet6 a sztenderd MTL algebrakra, ha barmely véges vagy
megszamlalhatoan végtelen linearisan rendezett MTL algebra beagyazhat6 egy sztenderd
algebraba. Ezt a bedgyazast sikeriilt szabatosan végrehajtani, igy jut el a szerz6 ahhoz az
eredményhez, hogy az MTL logika teljes a sztenderd MTL algebrak osztalyara nézve. Az
eredmény jelentdségét tovabb ndveli az, hogy igy vildgossa valik az MTL logika taldn
legfontosabb tulajdonsaga, ami szerint az MTL logika a legaltalanosabb t-norma alapu logika.

Az MTL logika sztenderd teljességének alapjaul szolgalo Jenei-Montagna bedgyazas nemcsak
az MTL logika esetén alkalmazhatd, hanem szamos mas logikai rendszer esetében is. Egy
modszer hatékonysaganak pedig az az egyik legjobb bizonyitéka, ha kiillonb6z0 teriileteken
alkalmazasra keriil.

Az 5. és 6. fejezetben a szerzé a beagyazas segitségével a balrdl-folytonos t-normak fontos
tulajdonsagait megfogalmazo tételeket mond ki €s bizonyit. A teljesség igénye nélkiil emlitve
sikeriil eddig nem ismert balrdl folytonos t-normékat eldallitania, bizonyitja, hogy a balrol
folytonos t-normak folytonossagi pontjainak halmaza mindig stirt.

Az értekezés harmadik nagy egysége a Struktira cimet viseli. A Geometria cimil fejezetben
alkalmazott megkdzelités absztrakt megjelenésének vagyunk tanui. Eldszor a Girard
monoidok osztalyat vizsgalja a szerz6. Vizsgalatainak elsédleges motivaciéi a
szubstrukturalis logikdk valamint a t-norma alapt logikak teriiletérdl erednek. A forgatas
invaridns félcsoportok fogalmanak bevezetése utin a forgatds és a forgatds-annihilalés
konstrukciok segitségével mod nyilik arra, hogy bizonyos rezidualt félcsoportokbol involutiv
rezidudlt félcsoportokat allitsunk el6. A tovabbiakban a rezidudlt miiveletek strukturalis
leirasaval foglalkozik. Sikeriill megmutatnia, hogy a rezidudlt és a ko-rezidualt miiveletek
dualitasa nem jelenti azt, hogy elegendd az egyiket vizsgalni, hanem 6nall6 szerephez jutnak
¢s egyiittesen vizsgalandok bizonyos rezidudlt félcsoportoknal. A ferde szimmetrizacio
konstrukciojanak segitségével sikeriil leirnia a stirtin rendezett teljes lancon definialt involutiv
kommutativ rezidualt monoidokat. Bizonyos t-involutiv uninormak osztalyozasa utan a szerzo
bevezeti az ikerforgatast. Belatja, hogy a kupos inviolutiv uninorma algebra eldall a kupjainak
iker-forgatasaként.



Jenei Sandornak a Magyar Tudoméanyos Akadémiahoz benyujtott doktori értekezése jelentds
Gij eredményeket tartalmaz. Ertekezése egy kivalo, érett kutatonak a munkaja. Dolgozata jol
kovethetd, részletesen ismerteti a tudomanyos hattériil szolgalo legfontosabb eredményeket is.
A bizonyitdsok pontosan kidolgozottak, kelléen részletesek (bar jobb tagoltsaguk segitette
volna az olvashatdsagot).

Az értekezéssel kapcsolatban egy olyan kérdést fogalmazok meg, amely nem konkrétan
valamely fejezethez kotédik, hanem inkabb (pozitiv valasz esetén) a tovabbi kutatasok
lehetdségét veti fel: Mi a véleménye a jeloltnek arrol, hogy lehetségese-e a targyalt logikai
rendszerek vonatkozasaban tallépni a nulladrendii szinten és legalabbis bizonyos mddszereket
elsérendi logikai rendszerekre kiterjeszteni?

Jenei Séndornak az értekezésében is tiikroz6d6 tudomanyos munkdassdga jelentds eredeti
eredményekkel gyarapitotta az algebrai logika teriiletét. A geometriai szemléletet lehetdvé
tevo vizsgalatai tovabbi jelentds eredményekkel kecsegtetnek. A fentiek alapjan feltétel nélkiil
javaslom a nyilvéanos vita kitlizését és az értekezés elfogadasat.

Debrecen, 2012. junius 7.
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