Vélemény Karatson Janos , Operator methods for the numerical
solution of elliptic PDE problems” cimi MTA doktori értekezésérél

Az értékelést az alabbi szempontok szerint végeztem :

a) csak a doktori mi értékelése a feladat

b) a doktori mi be kell, hogy mutassa a palyazé tudomanyos munkdassaganak egy jellemzé részét

c) egyforman kell stulyozni a téma és az eredmények jelentGségét (fontossagat, alkalmazhatdsagat,
hasznossagat) az eredmények mélységével (eredetiségével, 6tletességével, bonyolultsagaval)

d) javasolni kell a m(i elfogadasat vagy elutasitasat

Karatson Janos (KJ) a linedris és nemlinearis elliptikus parcialis
differencialegyenletek (PDE) numerikus megoldasat jel6lte a disszertacid
témajanak.

Ha megnézziik a Bevezetésben felsorolt {6 eredmények listajat ill. elolvassuk a
doktori mlivet, az az érzéslink tamadhat, hogy KJ nem a hagyomanyos médon
értelmezi a ,numerikus megoldas” fogalmat.

Bar elég régdta kovetem a numerikus mdodszerek (NM) koriili eseményeket,
nem vagyok numerikus szakember. Sok id6mbe telt utananézni a md témaiban
tortént fejleményeknek, még igy is, allitasaim-véleményeim utan, oda kell
gondolni a ,,szerintem” szé6t.

A magam, talan mar elavult modjan szerettem volna a mvet a
,computational physics” szemivegén keresztill nézni, de hamar rajottem, hogy
ez nem fog menni, igazsagtalan lenne. Végs6 soron a fizika segitségével
juthatunk olyan Uj feladatokhoz, melyek megolddsara uj és Uj mddszereket kell
kifejleszteni (azért van mas is, pl. haldézatok vizsgalata). Nehezen tudom
elképzelni, hogy komolyabb kutatdintézetek (ipari és egyéb; ndlunk ilyenek
még(mar) nincsenek), melyek konkrét szamoldassal foglalkoznak, nagyobb munka
nélkil hasznositani tudnak az értekezés eredményeit.

Jobb hijan ,,elméleti numerikus analizis”-nek hivhatnank azt a teriiletet,
melyben a szerz6 dolgozik, kicsit hasonléan a 60-70-es évekbeli Lions iskolahoz
(Glowinski, Ciarlet, Raviart etc), ahol szintén f6 eszkoz volt a fliggvényelmélet.



Ha mar a franciaknal tartunk, itt jegyzem meg, hogy az értekezés nagy
részében erds az un. Bourbaki hatas, vagyis gyakori a NM-ben szokatlan
,definiciok-feltételek-tétel-bizonyitas” struktura hasznalata; ez alahuzza a jel6lt
kot6édését az un. ,,elmélet matematika”-hoz.

Talan maradhatunk annyiban, hogy a munka lényegi része elméleti jellegd,
feltlnézetbdl adhat Ujszerd ralatast a prekondicionerek elméletére-mibenlétére,
a modszerek megbizhatdsagara, az eredmények segithetnek Uj eszkozok
konstrualdsaban.

Nézetem szerint nem lett volna haszontalan egy révid, de szamokat-adatokat
tartalmazé ismertetés arrél, hogy meddig (méret) jok a direkt mddszerek (Gauss
etc.), mikortdl kell mar iterdlni és kb. mikortdl nem lehet elkerilni a
prekondicionalast. Mar csak azért is, mert a szamolasi technikak és a gépek is
valtoznak-fejl6dnek, ma mar mast jelent a , kicsi, nagy, driasi” mint tiz évvel
ezel6tt. Ez nem jelentett volna gondot a szerzének és segitett volna témaja
fontossaganak megitélésében.

Elég sok id6mbe tellett, amig meggy6z6dtem a prekondicionalas
szukségességérdl. Hasonlo véleményre jutottam mint egy késébb talalt idézet
(1997): ,Nothing will be more central to computational science in the next
century than the art of transforming a problem that appears intractable into
another whose solution can be approximated rapidly. For ......... iteration, this is
preconditioning.”

A masodrendd elliptikus egyenleteket sokféle szemszogbdl vizsgaltak,
altalanosabb esetekben is sok olyan tulajdonsaguk ismert, melyek hasonldak a
Laplace egyenlet megoldasainak tulajdonsagaihoz. Pl. a megoldasok nagyon
simak, nem lehet egy sikkal ugy elmetszeni a megoldas-feliiletet, hogy
levagjunk egy kis ,,sapkat” (maximum elv), de gondolhatunk minimal fellletekre
is.

Az elliptikus operatorok altalaban invertalhaték, ez azonban nem segit a
megoldas konkrét pontokban vald kiszamitasaban, mivel bonyolult az inverz
operator. Itt jon képbe a diszkretizalas: véges differenciak, véges elemek,etc.



A cimben emlitett ,,operator médszer” (OM) otlete nyilvan (?) a linearis
algebrai egyenletrendszerek prekondicionadlt iterativ megoldasat megado
formulak vizsgalatabadl jott, amikor a matrixok helyébe operatorokat képzeltek
(Faber, Manteuffel, Parter). Ez valdban mély 6tletnek bizonyult. (Itt is lehetett
volna kicsit b6beszéd(ibb a szerz8, a megfelel6 analdgiakbdl jobb képet
kaphattunk volna a médszer természetességérél.) Az analdgidkat azonban nem
mindig egyszer( végigvinni.

Differencialoperatorokroél van szé, bar a szerzd szeret csak operatorokral
beszélni. Nem vilagos, masok is széba johetnek-e.

Az elsé rész els6 fejezetében tobb fogalom keril bevezetésre. A hibara és a
residual-ra kapott becslések nem trivialisak, jok. Ismeretiik megnyugtato lehet a
gyakorlatibb emberek szamara még akkor is, ha a jobb oldalak altalaban
fliggenek az (ismeretlen) spektrumtol.

Ugyanez a j6 vélemény vonatkozik a halofliggetlen, szuperlinearis konvergenciat
bizonyitd becslésekre is.

A masodik, leghosszabb fejezet nemlinearis PDE-kkel és ennek megfelel6en
(nagy?) nemlinearis algebrai egyenletrendszerekkel foglalkozik.

A Newton gyokkeresé moddszer egyismeretlenes verzidjat sokan ismerik.
Hasonld a formula n-valtozo, n-egyenlet esetén is, a derivalt helyett a Jacobiant
kell venni. Lehet konvergenciat bizonyitani stb. A Kantorovich tétel hasonlé
jellegl analitikus eredmény, mindkét esetben fontos az elsé kozelités
kivalasztasa. Nagyobb rendszerek esetén nyilvan itt is szliikséges a
prekondicionalas.

Itt bele kellene mennem az un. prekondiciondlé operatorok elméletébe
(esetenként filozofiai kérdésekbe is), annal is inkdbb, mivel a szerz6 érezhetben
J. Neuberger hatasa alatt all, aki nagy reményeket f(iz sajat elméletéhez. Nem
teszem. Itt is hasonld jellegl el6nyokre lehet szamitani mint linearis esetben, az
Uj skaldrszorzat varidlasdval el6nydsebb prekondicionaldkat lehet talalni. (Nem



tudom, KJ és J. Neuberger prébaltak-e megoldani egy ,igazi” nemlinearis
elliptikus egyenletet egy élekkel-csucsokkal rendelkezé 3dim tartomanyban,
mondjuk Dirichlet feladatot, mondjuk 10 millié pontban. Ugy gondolom, hogy
itt a numerikus és az analitikus nehézségek nem 6sszehasonlithaték, az
elméletnél a méret nemigen jatszik szerepet, a numerikaban sok el6re nem
|latott probléma merilhet fel. Ezekr6l Magyarorszagon talan Hegedis Csaba
tudna legtobbet mondani, sokat szamolt nagy rendszereket a KFKI-ban. A
méretekre nem emlékszem pontosan, abban az idében vilagrekord-kozeliek
voltak.)

A fejezet {6 eredményei elméleti jellegliek, nem-trivialisak. Kiemelném a 2.3.1,
2.3.2 és a 2.4.2 tételeket, valamennyiben prekondicionalt iteraciordél van szo.
Erdekes eredményt tartalmaz 2.5 is: halé fiiggetlen kvadratikus konvergencia
csak szemilinearis egyenletekre igaz, tehat pl. a p-Laplacian tipusukra nem. A
bizonyitasok itt érthet6en bonyolultak.

A diszkrét maximum elvvel foglalkozé harmadik fejezetet nem kommentalnam
részletesen. Tobb szempontbdl is szinvonalas, j6 munka. Itt nyugodtan el lehet
tekinteni mindenfajta ,alkalmazas”-tdl, az eredmények 6nalldan is megalljak
helylket. Méltoé folytatdsa az un. magyar vonalnak (R. Varga, G. Stoyan, |. Faragé
etc).

Ha megkérdeziink egy bonyolult modellt numerikusan megoldo fizikust,
vegyészt sthb, hogy mi az, amit el6re szeretne tudni szamolasai
végeredményeirdl, az els6k kozott lenne az, hogy az eredeti megoldastdl valé
eltérést. Barmilyen normaban. Ez neki mar biztonsagot adhat abban, hogy jé
vagy rossz uton jar.

Az utolso fejezet becsléseket ad az un. energia normakban. A bizonyitasi
maodszerek Ujnak latszanak a numerikaban, a PDE egyenletek elméletében
azonban mar megjelentek a 70-es években, Id. ,energy methods in PDE theory”,
féoként nemlinearis nem egyenletesen elliptikus-parabolikus egyenletek
elméletében. A modszer fliggetlen a maximum elvtél, igy magasabb rend
egyenletek esetben is alkalmas a megoldas kvalitativ tulajdonsagainak
vizsgalatara.



A disszertacidban szamos konkrét differencidlegyenleten mutatja be a szerzé

eredményeinek alkalmazhatosagat, nem-egyszeri esetekben is.

Osszefoglalva:

Javaslom a nyilvanos vita kit(izését és a mi elfogadasat. Karatson Janos
dolgozata és a PhD megvédése ota elvégzett munkassaga itt és most megfelel az
,MTA Doktora” cimhez tartozo kovetelményeknek.

Kersner Rébert

egyetemi tanar



