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munkajat és véleményét.

1. A tomoren feltett kérdés (PPDE) értelmezésem szerint a parabolikus parcidlis
differencidlegyenletekre vonatkozik, konkrétabban arra, hogy dolgozatom eredményeibdl
kiterjeszthetSk-e valamely részek vagy gondolatok egyes parabolikus feladatokra.

Parabolikus feladat esetén az elliptikus ismeretekre vald tdmaszkodéds természetes
modja az id6beli diszkretizacio, amely az egyes idérétegeken fellépd elliptikus felada-
tokra vezeti vissza az eredeti feladatot. Ez elméleti és numerikus szempontbél is hasznos
(Id. Rothe-modszer), és numerikus megoldasra nézve ahhoz vezet, hogy elészor idében
és azutén térben diszkretizalunk, azaz forditott sorrendben, mint a szemidiszkretizaciora
alapulé megkozelitésben. A Rothe-moddszerrel kombinalva a dolgozatomban megadott
iteracios eljarésok is alkalmazhatok a parabolikus feladatok kontextusaban, erre a 2.6.8.
szakasz egy egyszertsitett modellfeladaton példat is mutat. A parabolikus esetre valo
alkalmazasokon tovabb dolgozunk, de ez a munka még kezdeti stadiumban van. A
fent emlitett futtatasokat tovabbfejlesztettiik Kurics Taméssal irt, nemrég benyujtott
cikkemben egy Zlatev et al. cikkeire alapuld légszennyezési feladaton, emellett a dolgo-
zatom 2.3. fejezetében leirt véaltozd prekondicionalas modszerét Kovacs Balézs doktoran-
duszommal irt (Comput. Math. Appl., http://dx.doi.org/10.1016/j.camwa.2012.04.021)
cikkemben kiterjesztettiik komplex Hilbert-térre és ezaltal tudtuk alkalmazni egy nem-
lineéris Schrodinger-feladatra (a modszer ki is hasznélja, hogy a fellépd elliptikus feladatok
idofiiggs feladat id6diszkretizaciojabol szarmaznak).

A diszkrét maximum-elven is dolgozunk parabolikus nemlinearis esetben Szergej Ko-
rotovval és Farag6 Istvannal. 2009-ben irt cikkiinkben els6ként nemlinearis parabolikus
egyenletre (ETNA 36 (2009-2010), pp. 149-167) majd nemlinearis parabolikus rendszerre
(IMA J. Numer. Anal. 2012, doi: 10.1093/imanum/drr050) igazoltuk a DMP-t megfelels
feltételek mellett. E cikkekben kozvetleniil 6tvoztiik a parabolikus linearis és az elliptikus
nemlinearis technikat, a feltételek is ezekbdl oroklédnek. Emellett a Rothe-tipusa idé-
diszkretizacios megkozelités itt is hasznosnak tiinik, erre épit elkésziiletben 1évé cikkiink
a fentiek nem monoton nemlinearitasra vald kiterjesztésérdl.

2. kérdés: "Amint azt K.J. maga jegyzi meg, szamos, sok éve ismeretes prekondicids
eljaras nem tartozik az Osszefoglalonak szant elmélet keretébe, s6t a hasznalt koercivitas-
fogalom sem éri el a Babuska és Brezzi neve altal fémjelzett végeselem-modszercsalddokhoz
sziikséges altalanossagot. Kérem, kommentalja sajat kijelentését."

Els6 megjegyzésem arra vonatkozik, hogy a dolgozatom linearis fejezetében targyalt,
ekvivalens operatorokra alapul6 prekondicionélési elmélet nem tartalmazza azon népszert
prekondicionalasi modszereket, melyek az egyenletrendszer algebrai szerkezetét hasznaljak
ki (pl. inkomplett LU- ill. Cholesky-felbontés, szukcessziv tulrelaxacio (SOR) és val-
tozatai stb.). Ez az operator-megkozelités természetes sajatja, amely igy volt Manteuffel
és szerzdtarsai munkajaban is, hiszen az algebrai prekondicionalok nem valamely opera-
tor diszkretizaciojabol, hanem a matrix algebrai alapu kozelitésébdl szarmaznak. Dol-
gozatomban tehat az altalanosségra valo torekvés az operdtor-megkozelitésbdl szarmazo



prekondicionalasok racsfiiggetlenségére vonatkozik. (Megjegyzendd, hogy az emlitett al-
gebrai prekondicionélasi modszerekre — bar szintén érdemben javitjak a kondicidszamot —
altalanos esetben nem is igaz a kapott kondicidszam racsfiiggetlensége.)

A maéasodik megjegyzés dolgozatom 1.3.1 (b) pontjara vonatkozik. Itt arrél van szo,
hogy az

(Lsu,v)s = (g,v) (v € Hg)

gyenge alaki operatoregyenlet megoldhatosagat az
[(Lsu,v)s| < Mllul[sllvlls — (u,v € Hg)
korlatossagi feltétel mellett nem a Babuska-lemmanak megfelels

L
sup M > mlulls  (u € Hyg), sup (Lsu,v)s >0 (v € Hg) (1)
verls  ||vlls u€Hs

sziikséges és elégséges feltételekkel, hanem az
(Lsu,u)s = mulls  (u,v € Hs) (2)

elégséges koercivitési feltétellel garantalom, szemben a Manteuffel-féle felépitéssel, amely
az (1) feltételeket hasznalja.

Ennek két oka van. Az egyik, hogy a (2)-beli koercivitas (az m konstans értékével
egyiitt) automatikusan 6roklédik a Galjorkin-diszkretizaciokra, és igy az M fels§ hatar
hasonlé oroklédésével egytitt rogton racsfiiggetlen linearis becslésekhez vezet a megfelels
prekondiconélt konjugalt gradiens iteraciokra. Ezzel szemben az (1) feltételbeli m kons-
tansra ez nem all fenn, ott a diszkretizaciokra vonatkozo kozos alsoé hatar létezését kiilon
fel kell tenni, ahogy Manteuffelék cikkeiben is torténik.

A koercivitas hasznédlatanak a fentieken tuli méasik oka, hogy az elliptikus példak je-
lentGs részében a koercivités is teljesiil (a Babuska-lemmara alapulé felépitésben (1)-et
ilyenkor a koercivitéassal, azaz v = u valasztassal igazoljak), ilyenek a dolgozatomban fel-
sorolt példakon tul a negyedrendd elliptikus egyenletek, linedris rugalmasséagi rendszerek
stb. A Babuska-lemma szerinti altalanossaghoz lényegében nyeregpont-rendszerek tar-
gyalasa esetén szokas nyulni, mint pl. a Stokes-feladat. (FEz a nem regularizalt alakra
vonatkozik, a regularizalt eset koercivitasara dolgozatom is utal.) Ilyen nyeregpont-
rendszerek esetén a csatolo tagra kirott, az (1)-belivel analog inf-sup feltétel vezeti vissza a
megoldhatosagot a fenti feltételekre. E feladatok végeselemes diszkretizaciojanal kozponti
kérdés, hogy az inf-sup-feltételbelinek megfelels diszkrét m;, alsé hatarok ne romoljanak
el (azaz ne tartsanak 0-hoz, ha a h racsfinomséag 0-hoz tart), és ez valoban nem feltétleniil
igaz, hanem specialis végeselemes altereket kell valasztani.
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