Valasz Kersner Rébert biralatara

Mindenekel6tt ezuton is koszoném Dr. Kersner Robert, az MTA doktora opponensi
munkajat és véleményét.

Birdlataban nem kiilon tett fel kérdéseket, hanem a birdlaton beliil fogalmazott meg
felvetéseket, itt ezekre szeretnék valaszolni.

1. Az egyik ilyen kérdéskor elvi tipust: dolgozatom elméleti jellege, a numerikus
megoldas fogalmanak megkozelitése. A biralat felveti, hogy konkrét szamitasokban csak
nagyobb munkaval hasznosithatoak dolgozatom eredményei, késébb J. Neuberger hatasa-
nak felidézésekor konkrét példaként emlit egy nemlinearis elliptikus egyenletet egy élekkel-
csucsokkal rendelkezé 3D tartoméanyban, 10 millié csomépontban diszkretizalva. Ezek a
felvetések az iteracios modszerekre vonatkoznak, a diszkrét maximum-elv esetén a biralat
is onmagaban helytallonak nevezi az elméleti megkozelitést.

A biralat a prekondicionalassal kapcsolatban arra a (Treffethen és Bau idézetével alaté-
masztott) kovetkeztetésre jut, hogy a gyakorlati szamitasokban kulcsfontossagi az ere-
deti probléma visszavezetése kedvezobb, egyszertibben megoldhato6 segédfeladatokra. Ugy
gondolom, hogy ez teljes elvi valaszt ad a fenti kérdéskorre, mivel dolgozatom elméleti
eredményei az iteraciokkal kapcsolatban ilyen visszavezetésre vonatkoznak. A teljesség
kedvéért ezt itt konkrétabban is Osszefoglalnam.

A dolgozat bevezetdjében tgy fogalmaztam, hogy ha racsfiiggetlen konvergenciat iga-
zolunk olyan prekondicionalt iterdcidkra, melyek optimalis rendben megoldhaté segédfe-
ladatokat tartalmaznak, akkor ezzel az eredeti elliptikus feladatot is optimalis rendben old-
juk meg, hisz a munkaigény a segédfeladat megoldéasi munkaigényének konstansszorosaval
becstilhets. (Az optimaélis rend itt a valtozok szamaval egyenesen arédnyos miiveletigényt
jelent, melynél kevesebbel egy linearis rendszer nem oldhat6 meg.) Ezzel a modszerrel
rdadésul a segédfeladatokra ismeretes szamitogépes realizacios technikakat hasznalhatjuk
fel — csupan nem egy, hanem egymas utan tobb ilyen segédfeladatra — ugy, hogy ezaltal
végiil az altalanosabb feladat numerikus megoldasahoz jutunk. A réacsfiiggetlen becslések
mint elméleti eredmény tehat a segédfeladatokra ismert optimaélis rendd miiveletigény és
rendelkezésre allo szamitasi technikak kozvetlen atvitelét eredményezik az altalanosabb
feladatokra, és ezzel gyakorlati eredményben realizalodnak.

A széban forgd segédfeladatok lényegében diszkretizalt masodrendi szimmetrikus line-
aris skalar egyenletek (kiemelten allando egyiitthatosak), ezekre hatékony és optimaélis
rendd modszerek éllnak rendelkezésre szubrutinként. Ezt tamasztja ald pl. az alabbi
sarkitott megfogalmazas P. Vassilevskitsl (akinek 2008-ban jelent meg monografidja ilyen
feladatok megoldasarol a Springernél): "elliptic problems are for the most part a ’done
deal’ in the sense that there are efficient optimal algorithms, theory to support them and
efficient software (including on massively parallel computers) that is now successfully used
for these type of applications". A biralatban emlitett példara (nagy nemlineéris feladat
bonyolult tartoményon) nézve ez azt eredményezi, hogy ha ezt az egyenletet pl. Poisson-
(vagy altalanosabban szakaszonként konstans egyiitthatos elliptikus) egyenletek soroza-
tara vezetjik vissza, akkor az utébbiakra rendelkezésre allo kapacitéas a fenti nehézségekre
vonatkozoan (racsgeneralas, nagy adathalmaz tarolasa stb.) ezéltal az eredeti feladatra
is kozvetleniil érvényesiil.



2. A masodik kérdés, hogy milyen méatrixméretig jok a (Gauss-eliminéciora alapulo)
direkt modszerek, mikortol kell mar iteralni és kb. mikortél nem lehet elkeriilni a prekondi-
cionalast.

Ez a téma ("direct vs iterative solver") visszatérGen felmeriil, egyes cikkekben is. A
probléma annyiban Osszetett, hogy a kétféle modszertipus hatékonysaga erdsen fiigeg a
feladattol, a matrix szerkezetétdl (ritkasag és annak mintézata, savossag sth.), az igénytsl
(pl. "black-box"-modszer), masrészt a szamitasi kapacitastol, memoriatol (amelyre valo
nagyobb igény a direkt modszerek f6 hatranya). Valoszinileg emiatt alig talalkoztam
konkrét szamokkal.

Osszbenyoméasom az, hogy a direkt modszerek kb. 106 valtozo alatt szamitanak még
jonak, ekoriil vagy fo6lott van a hatar, amely utan altalaban jobbak az iterdcidés modszerek
még az Ujabb direkt modszereknél is. A direkt modszerekre vonatkozo tesztmétrixok
rendje altaldban 10° — 10% nagysagrendd. Gyakran emlegetett "okolszabaly: 2D vs 3D",
azaz 2 dimenzios elliptikus feladatnal direkt, 3 dimenziésaknal iterdciés modszerek kel-
lenek inkabb. (Ez is fiigg azonban a memoriatol — lattam olyan Gsszehasonlitést is, ahol
mindegyik valtozoszamra iteracios modszer bizonyult hatékonyabbnak.) A 3 dimenzid
szerepét jol szemlélteti, hogy egy tengely iranyaban n = 100 részre valo felosztas esetén a
valtozok szdma, azaz a méatrix rendje méar n3 = 106.

Iteracios modszer valasztésa esetén elliptikus feladatnal kis méret esetén is szokés
prekondicionalast is alkalmazni, mar a matrix f6atlojaval valo prekondicionaléas (Jacobi)
is javit a konvergencian és csekély munkaigényti.

A direkt és iteracios modszer kozti valasztas helyett egyre elterjedtebb a kettd kom-
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multigrid modszerek is, és ide sorolhatd az ekvivalens operatoros megkdozelités is, ha a
segédfeladatokra direkt modszert alkalmazunk.
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