Karatson Janos MTA doktori értekezésének biralata

A linedaris és nemlinearis elliptikus parcidlis differencidlegyenletek
szamos természettudoményos és egyéb folyamat modellezésében alap-
vetd fontossaguak, ezért ezek elméleti vizsgdlata és numerikus kezelé-
sének kérdései irant folyamatos érdeklodés mutatkozik. Az ilyen differ-
encidlegyenletek szokasos megoldasi modjai a végeselem-modszer és a
véges differencia modszer, melyek egy nagyméretii egyenletrendszerre
vezetnek, majd ezen egyenletrendszer megoldasa tobbnyire iteracioval
torténik. Linedris operator esetén az iteracié sebessége és hibaérzé-
kenysége is nagymértékben fligg az egyenletrendszer matrixanak kondi-
ciészamatol. Ezért szdmos prekondiciondld eljaras ismeretes, amely
olyan ekvivalens atalakitasa az egyenletrendszernek, amely a matrix
kondiciészamat lényegesen csokkenti. Kardtson Janos disszertaciéjanak
egyik alapveté gondolata, hogy nem a diszkretizalt rendszert, hanem
az eredeti differencidloperatort prekondiciondlja, ezaltal a differencial-
egyenletek numerikus megoldasa Hilbert-tereken (leginkdbb Szoboljev-
tereken) haté operatorokkal kapcsolatos kérdésekhez vezet. Az elsé
részben linearis operatorok kompakt-ekvivalens operatorokkal val6 prekondi-
cionalasa torténik, a f6 eredmény a racsfiiggetlen szuperlinedris konver-
gencia igazolasa. A mésodik részben nemlinedris egyenletek megoldasara
alkalmaz 1épésenként valtozo prekondicionalést a Szoboljev gradiensek
elméletében, ezzel fontos esetekben igazolja a Newton-modszer racsfiiggetlen
négyzetes konvergencigjat, sot belatja, hogy elliptikus feladatok egy
altalanos osztalyan csak akkor van racsfiiggetlen négyzetes konvergen-
cia, ha az operdtor szemilinearis. A harmadik részben a diszkrét maxi-
mumelv egy atfogalmazasa torténik Hilbert-térbeli operatoregyenletekre,
majd ennek alkalmazasa differencidlegyenletek végeselemes megoldasaira.
A negyedik részben pedig egy nemlinedris egyenlet megoldasahoz is-
mert a posteriori hibabecslés élesitése és kiterjesztése torténik Banach-
terekre.

Részletesebb attekintés:

Els6 fejezet. Faber, Manteuffel és Parter 1990-ben bevezették az
ekvivalens operatorok fogalmat: két operator ekvivalens, ha képvektoraik
hosszanak hanyadosa két pozitiv konstans kozé esik. Igazoltak, hogy
ha az eredeti operator ekvivalens a prekondicional6 operatorral, akkor
a végeselemes konjugalt gradiensmddszer racsfliggetlen linedris konver-
genciat ad. Ismert azonban, hogy a megoldas kozelében a konjugalt

gradiensmodszer felgyorsul, az igy adédo szuperlinearis konvergencia
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racsfiiggetlenségét ez a felépités nem garantalta. Kardtson Axelsson-
nal kozos cikkeiben megmutatta, hogy ha az eredeti operator kom-
pakt ekvivalens a prekondicionalé operatorral, akkor a szuperlinearis
konvergencidra is bizonyithaté a racsfliggetlenség. Itt a kompakt ek-
vivalencia azt jelenti, hogy az egyik operator egy konstansszorosa a
masiktol csak egy kompakt operatorban tér el. Belatta, hogy két
linearis masodrendi elliptikus operator pontosan akkor kompakt ek-
vivalens, ha a f0 részek egymas konstansszorosai. A prekondicionalas
utani operator az egységoperator kompakt perturbaciéja, ennek sajatértékeivel
konkrét racsfiiggetlen szuperlinedris becsléseket adott a konjugalt gra-
diens modszer konvergencidjara. Eloszor absztrakt Hilbert-teres véltozatot
igazolt, aztan tobb alkalmazast adott linearis elliptikus egyenletekre
illetve rendszerekre, nemszimmetrikus operator esetén az alkalmasan
definidlt szimmetrikus részhez tartozo prekondicionaldssal. Récsfiiggetlen
linearis konvergenciat is bizonyitott altalanos feltételek mellett. Végiil
konkrét esetekre futtatasi eredményekkel is dokumentalta az elmélet
alkalmazhatésagat.

A masodik fejezet téméja nemlinedris F'(u) = b operatoregyenletek
iteracioval valé megoldasa. Erre egy kozismert eljaras a Newton- modszer,
de itt az operdtor derivaltjanak numerikus kezelése koltséges lehet. Is-
mert, hogy ha F' derivaltoperatora alkalmas értelemben szimmetrikus
és pozitiv definit, akkor F'(u)—b el6all egy ¢ funkcionél gradienseként és
az F(u) = b egyenlet megoldédsa dtfogalmazhaté ¢ minimalizalasanak
feladatava, amelyre a kozonséges gradiens modszer alkalmazhato. Mivel
a gradiens fogalma a skalaris szorzashoz kotott, annak modositasaval
a funkcional gradiense is valtozik. Neuberger 1987-es monografidjanak
alapgondolata, hogy a differencidloperatorok gyenge megoldasaban sz-
erepld Szoboljev-terek skaléris szorzasahoz tartozo igynevezett Szoboljev-
gradienseken keresztiil targyalja a parcialis differencialegyenletek elméletét
és numerikus modszereit. Az el6z6 fejezet mintajara a skaldris szorzas
megvaltoztatasa itt is prekondiciondlasnak tekinthetd. Karatson Neu-
berger elméletét kiterjesztette lépésenként valtozé prekondiciondlasra,
ezzel kozos altalanositasat adva a Newton- és a gradiens moédszernek
monoton nemlinearis operatorokra. FEloszor altalanos Hilbert-térbeli
operatorokra adott linearis és erésebb feltételek mellett szuperlineéris
konvergenciabecslést, aztan nemlinearis elliptikus egyenletek esetére
konkrét prekondicionalé operatorokkal. Belatta, hogy a lépésenként
valtozo prekondiciondlas melletti iteraciok kozott aszimptotikusan a
Newton-mdédszer adja a ¢ funkcional leggyorsabb csokkenését. Karatson
egyik legfontosabb eredménye, hogy nemlinearis elliptikus peremérték-
feladatok egy széles osztalyara a klasszikus Newton-modszer végeselemes
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valtozata pontosan akkor mutat racsfiiggetlen négyzetes konvergenciat,
ha az operdtor forésze linearis. A bizonyitas nehéz és technikas része a
racsfiigg6ség igazolasa nemlinedris esetre.

A harmadik fejezet diszkrét maximumelveket targyal. Maximumel-
ven itt olyan allitasokat kell érteni, hogy egy elliptikus egyenlethez
tartozo peremérték-feladat megoldasai a hataron veszik fel a maximu-
mukat, ha az operatort definidlé fiiggvényekre alkalmas egyenlétlenségeket
irunk el6. Karatson megadott egy altalanositast nemlinearis elliptikus
egyenletekre vegyes peremfeltétel esetén, ahol a hatar egyik részén
Dirichlet-, masik részén Neumann-tipusu peremfeltétel adott. Diszkrét
maximumelv eddig lényegében csak linearis operatorokra volt ismert.
Karatson Korotovval kozosen kiterjesztette a diszkrét maximumelvet
vegyes peremfeltételekkel nemlinearis elliptikus egyenletekre. El6szor
egy absztrakt operatoregyenlet végeselem-diszkretizacidjara adott meg
maximumelvet, majd konkrét nemlinedris elliptikus operatorra vegyes
peremfeltételek mellett igazolta, hogy ha a tartomany triangulacidja
elég szabalyos, akkor a szimplexeken linedris szokasos végeselem-bazissal
adott diszkretizaciora teljesiil a diszkrét maximumelv. Hasonlo allitasokat
ad meg nemlineadris elliptikus rendszerekre is, és bemutat néhany konkrét
alkalmazast, példaul reakcié-diffuzié egyenletekre, transzportfolyama-
tokra.

A negyedik fejezetben nemlinearis elliptikus egyenletek végeselem-
modszeréhez ad altaldanos a posteriori hibabecslést, most is el6szor
altalanos funkcionalanalizises megkozelitéssel. Legyen F': V — V* egy
Banach-tér nemlinedris leképezése a duélisiba; megoldand6 az F'(u) +
[ = 0 egyenlet, [ € V*. Feltessziik, hogy F' szigorian monoton és de-
rivaltja szimmetrikus; akkor az F'(u) + [ = 0 egyenlet megoldésa ismét
egy funkcional minimalizédlasaba megy at. Ha u* a megoldés, akkor az
energia-funkciondl, E(u) = (F(u) + [, u — u*) > mllu—u*||} jol becsiili
az u kozelités hibajat. A fejezet egyik f6 eredménye tovabbi feltevések
mellett megadja az energia-funkcional egy olyan felsd becslését, amely
u*-ot mar nem tartalmazza, és a benne szerepld fiiggvény és skalar
paraméter alkalmas valasztasaval visszaadja az energia-funkcionalt. Tobb
nemlinedris elliptikus feladat specidlis esetére is atfogalmazza a becslést,
tovabbd megadja ezen eredményeknek a végeselemes kozelitésekre vonatkozd
valtozatat is.

Kérdések

1. A disszertacié tobbi részével ellentétben a 2. Fejezet tobb allitdsa
csak 2 és 3 dimenziéban van kimondva és bizonyitva. Mit lehet mon-
dani ugyanezen allitasok magasabb dimenziés valtozatairol?



2. A 4. fejezetben megadott a posteriori becslések valddi alka-
Imazasokban tesztelésre keriiltek-e, sikertilt-e az elméleti eredményeket
konkrét futtatasi adatokkal reprodukélni?

Altaldnos értékelés

A disszertacidéban ismertetett eredmények érdemi és jelent6s elérelépést
jelentenek az elliptikus differencidlegyenletek numerikus maédszereinek
elméletében. A numerikus eljardsok operatoros, a funkciondlanalizis
oldalarodl valé targyalasanak vannak ugyan el6zményei, de Karatson
Jéanos mind Manteuffel és tarsai, mind Neuberger eredményeit nagymértékben
tovabb tudta fejleszteni. A racsfiiggetlen konvergencia tisztazasa barmely
modszer hasznalhatosdganak alapja, ezért Karatson ezzel kapcsolatos
munkai alapvet6 fontossaguak. A maximumelvvel kapcsolatos vizsgalatai
is nagyon érdekesek, az MTMT adatai szerint a legtobb hivatkozast,

32-t egy ilyen témaju, Korotovval irt cikkére kapta. A disszertacié mu-

tatja, hogy nagy biztonsaggal és talalékonysaggal alkalmazza a funkcionalanalizis
eszkoztarat és a formulamanipulaciés szamolasi adottsagai is kivaldak.
Megemlithetjiik még Faragé Istvannal kozosen irt monografiajat, nagyszamu
publikécidit elismert kiilfoldi tarsszerzokkel. Ezek alapjan Kardtson

Jénos az akadémiai doktori fokozattal szemben tamasztott elvarasoknak
messzemenoen eleget tesz. A fentieknek megfeleloen egyértelmtien javaslom

az értekezés nyilvanos vitara bocsatasat és az MTA doktora fokozat
odaitélését.
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