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Koszonetnyilvanitas

Héalaval gondolok azon tanaraimra, akik kutatasi és munkastilusom kialakulasaban legin-
kabb befolyasoltak: Biro Jozsef (Brasso, geometria), Turzé Gabor (Brassod, mechanika) és
Mariana Vraciu (Bukarest, algebra); illetve azon kutatotarsaimra-mentoraimra, akik az
elmult évek soran altalam mivelt kutatasi teriiletekbe bevezettek: Perjés Zoltan (KFKI
Részecske és Magfizikai Kutatointézet, Budapest) az Einstein egyenlet egzakt megoldésai
és a kompakt kettds rendszerek matematikai, Peter Biermann (Institut fiir Radioastro-
nomie, Bonn, Németorszag) pedig asztrofizikai vizsgalataiba; Roy Maartens (Institute
of Cosmology and Gravitation, University of Portsmouth, Egyesiilt Kirdlysag) a bran-
elmélet, mig Karel Kuchai (University of Utah, USA) a geometrodinamika terén végzett

korai kutatasaimban jatszott jelentGs szerepet.

Ko6szonettel tartozom azoknak a szegedi kollégaknak, leginkdbb Szatmari Sandor tan-
székvezets egyetemi tanarnak, akinek toretlen bizalma és tamogatéasa lehet6vé tette, hogy
addig ott nem mtvelt, gravitacidelméleti kutatési iranyt alapithassak a Szegedi Tudo-
méanyegyetemen. Elismerésemet szeretném kifejezni a kutatocsoport-hangulat megterem-
tésében fontos szerepet jatszo, id6kozben PhD fokozatot szerzett volt didkjaimnak, Kovacs

Zoltannak, Keresztes Zoltannak, Mikoczi Balazsnak is.

Kutatasaim anyagi hatterét az évek soran az Orszagos Tudoményos Kutatési Alap 6t
sikeres palyazata, a Bonn-i, Portsmouth-i, Napoly-i, Montpellier-i és Umea-i egyetemeken
dolgozo kollégakkal valo kollaboracidimat tamogato ERASMUS program, a Magyar Alla-
mi Eotvos Osztondij, a Soros Alapitvany 6sztondija, az Oktatasi Minisztérium Magyary
Zoltan és Széchenyi Istvan, illetve a Magyar Tudoményos Akadémia Bolyai Janos 6szton-
dijai, a London South Bank University Research Opportunities Fund palyazata, valamint
a Black Holes in a Violent Universe EU COST kollaboracio biztositottak.

Koszonettel tartozom azon kiilfoldi kollégaimnak, akik munkalatogatasra, elGadasra
vagy tudoményos rendezvényre sajat forrasbol hivtak meg: Michael Bradley (University
of Umed, Svédorszag), Claus Kiefer (University of Koln, Németorszag), David Polars-
ki (Université Montpellier 2, Franciaorszag), Mariusz Dabrowski (University of Szczecin,
Lengyelorszag), Peter Biermann (Institut fiir Radioastronomie, University of Bonn, Né-
metorszag), Roy Maartens (Institute of Cosmology and Gravitation, University of Ports-
mouth, Egyesiilt Kiralysag), Salvatore Capozziello és Mariafelicia De Laurentis (Univer-
sita di Napoli Federico II, Olaszorszag), Harko Tibor Csaba (University of Hong Kong,
Kina), Néda Zoltan (Babeg-Bolyai Tudoményegyetem, Kolozsvar, Roménia).

Halas vagyok a 8th Edoardo Amaldi Conference on Gravitational Waves (Columbia

vil
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University, New York, USA 2009), a GWADW2008 - VESF (La Biodola, Isola d’Elba,
Olaszorszag 2008), a 394th WE-Heraeus Seminar: Cosmology of Fundamental Interac-
tions (Bad Honnef, Németorszag 2007), a 3. ILIAS-GW Annual General Meeting + WG2
Meeting (Imperial College London, Egyesiilt Kiralysag 2006), a 11. Marcel Grossmann
Meeting (Freie Universitét Berlin, Németorszag 2006), az Eden in Paris: Workshop of the
European Dark Energy Network (LPNHE Périzs, Franciaorszag 2005), az Ecole Interna-
tionale Daniel Chalonge, 8. és 13. Paris Cosmology Colloquium (Parizs, Franciaorszag
2004 és 2009) rendezvények szervezsinek a részvételi koltségeim teljes vagy részleges at-
vallalasaért. Koszonetemet fejezem ki Frei Zsoltnak (Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem)
a 2009. januar - 2011. marcius kozott palyazataibol nytajtott anyagi tdmogatéasért, mely-
nek segitségével a nevezett idGszakban részt vehettem a LIGO Tudomanyos Kollaboracio
gravitacios hullamok detektalasaval kapcsolatos nemzetkozi rendezvényein. Koszonettel
tartozom a ,Black Holes in a Violent Universe” EU kollaboraciénak azért, hogy 2010
nyara Ota rendezvényeiken valo rendszeres részvételem érdekében a résztvételi és utazasi
koltségeimet teljes mértékben atvallaltak.

Koszonetet szeretnék mondani szamos tarsszerzémnek az egyiitt végzett jo6 munkaért.
Ok azok, akiknek az iinnep, a hétvége és néha az éjszaka is a fizikarol szol: Keresztes Zol-
tan, Horvath Zsolt, Dwornik Marek, Szabé M. Gyula, Mihaly Andras, Nagy Botond, Veréb
Lasz16, Udvari Zsolt, Tapai Marton, Mészéaros Szabolcs, Darazs Barbara (Szeged), Miko-
czi Balazs (Szeged, Budapest), Kovacs Zoltan (Szeged, Heidelberg, Bonn, Hong Kong) -
volt és jelenlegi tanitvanyaim, valamint Perjés Zoltan, Vasiuth Matyas, Fodor Gyula, For-
gacs Péter, Raffai Péter (Budapest), Kupi Gabor (Weizmann), Képir6 Ibolya (Imperial),
Harko Tibor Csaba, Man Kwong Mak, Chun Shing Jason Pun (Hong Kong), Roy Maar-
tens, Emily Leeper (Portsmouth), Alexander Kamenshchik (Bologna, Moszkva), Vittorio
Gorini, Ugo Moschella (Como, Milano), Peter L. Biermann (Bonn, Alabama, Karlsruhe),
Laurentiu I. Caramete (Bonn, Bukarest), Julia K. Becker (Géteborg, Dortmund, Boc-
hum), Athina Meli (Erlangen, Niirnberg), Todor Stanev (Newark), Vitor de Souza (Sao
Paulo), Gopal-Krishna (Pune), Paul J. Wiita (New Jersey), David Polarski (Montpellier),
David Hobill (Calgary), Narit Pidokrajt (Stockholm), Sergei Winitzki (Miinchen), Alex
Curutiu (Bonn), Ralph Engel, P. Gina Isar, loana C. Maris (Karlsruhe), Heino Falcke
(Nijmegen, Dwingeloo), Karl-Heinz Kampert, Oana Tagcau (Wuppertal), Christian Zier
(Bangalore, Bonn), Cornelius Hoenselaers (Loughborough), Paul Tod (Oxford), Michael
Bradley, Mattias Marklund (Umeda), Mitchell McKain (Salt Lake City).

Keresztes Zoltannak, az értekezésem elsé figyelmes olvasdjanak koszonom megjegyzé-
seit.

Halas vagyok sziileimnek, amiért tamogattak egyetemi tanulmanyaimban. Végiil, de
nem utolsosorban koszonetem fejezem ki fiaimnak, Nandornak (Parizs, korabban Berke-
ley) és Szabolcsnak (Montpellier); valamint testvéremnek, Emilnek és csaladjanak (Cal-
gary) amiért annak ellenére, hogy az élet nagy foldrajzi tavolsagokra sodort benntinket,
lélekben egyiitt vagyunk, figyeliink egymasra és vildgvonalaink kisebb-nagyobb rendsze-

rességgel talalkoznak.
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Bevezetés

A gravitacio jol bevalt newtoni leirasat azért kellett modositani (Einstein, 1915), mert
nem allt 6sszhangban a nem sokkal korabban kidolgozott specialis relativitdselmélet egyik
alap-allitasaval, miszerint a fény sebessége hatarsebesség. A newtoni elmélet szerint a
gravitacio terjedési sebessége végtelen. Az altalanos relativitaselméletnek (ARE) sikeriilt
ezt az ellentmondast feloldania, az elmélet szerint a gravitacié fénysebességgel terjedd 2-es
helicitdsi hullamok forméajaban terjed, melyeknek kétféle polarizacios éllapota van. Bar
foldi viszonyok kozt altalaban a newtoni elmélet pontossaga megfelels!, a Naprendszerben
mér az ARE-t sziikséges hasznélni.

Az ARE a gravitaciot a térids gorbiileteként értelmezi. A gorbiilet két részre osztha-
t6. Az un. Weyl-részt a téavoli forrasok hozzak létre. Ilyen gorbiiletet kdvet a Fold Nap
koriili palyajan. A Ricci-részt a lokalisan jelen levé (nem gravitacios eredetii) energia-
impulzus hozza létre, az Einstein egyenletek szerint. Mig a Naprendszerben az ARE csak
kis perturbaciokat okoz a Kepler-mozgashoz képest, kompakt égitestek (neutron-csillagok,
fekete lyukak) kettds rendszereiben alapvetSen modositja a dinamikat és a rendszer altal
kibocsatott gravitacios hullamok okozta disszipativ jelleg megfigyelhetévé valik. 1974-
es felfedezése 6ta a Hulse-Taylor pulzar (PSR 1913-+16) palyaperiodusa pontosan olyan
iitemben csokkent, ahogy az a rendszer altal keltett gravitacios hullamok szamolésabol
varhato (Nobel dij, 1993). Kés6bb ugyanezt a disszipativ viselkedést mas kettds rend-
szerekben talalhaté pulzarokra is igazoltak. Mivel a kompakt kettGs rendszerek az ARE
nagypontossagu igazolasara képesek, tanulmanyozasuk mind megfigyelési, mind elméleti
oldalrol igen fontos. A mar eddig is ellen6rzott vezetd rendii dinamikan tal, melyet 1énye-
gében a tomegek hataroznak meg, a dinamika pontosabb feltérképezése az egyéb fizikai
jellemzGk, mind a spin és tomeg kvadrupol momentum hatésainak figyelembevételével
torténik.

Az ARE a kdlcsénhatasok geometrizalasara tett elsG sikeres kisérlet. Bar szimmetria
elvekhez kapcsolhato elegans matematikai leirassal rendelkeznek, az elektro(mégneses)-
gyenge és erGs kolcsonhatasok lényegesen kiilonbozék. Ezekben a kolcsonhatésokban ki-
emelt szerepet jatszanak a kvantumos jelenségek, mig az ARE klasszikus elmélet. Az
ARE a newtoninal erésebb gravitaciot josol, ami tetten érheté példaul a csillagok nyo-
masviszonyait megadd Oppenheimer-Volkoff egyenletben is. Az erGsebb gravitécio szin-

gularitasokhoz vezet mind az Univerzum miltjaban, mind a gravitacios kollapszusban. A

!Fontos kivétel a Global Positioning System (GPS), ami az ARE figyelembevétele nélkiil igen hamar

hasznalhatatlanul pontatlanné valna.
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szingularitasok kornyékén, az Osrobbanast kovets idGszakban, valamint a fekete lyukak
belsejében 6sszeomld anyagban a kvantumos hatasokat is figyelembe kell venni, ezek leiré-
séra egy 1j, kvantumgravitacios elmélet megalkotaséara lesz sziikség. Egy ilyen elméletben
megallapitast nyerhet, hogy valoban keletkeznek-e gorbiileti szingularitasok erds gravitacio
jelenlétében, valamint, hogy hatramarad-e barmi a fekete lyukak Hawking szétsugarzésa
NyOoman.

A probalkozéasok kozott meg kell emliteni a twistor-elméletet (azonban ez a sik térids
targyalasan lényegében nem jut tul); a kvantumtérelméletek gorbiilt téridén valo targyalé-
sat (a kvantumtérelméletek olyan altalanositasa, mely a gravitaciot tovabbra is klasszikus
hattérként, gorbiiletként kezeli), a geometrodinamikat (a geometria hamiltoni leirasanak
kanonikus kvantalasat), a loop-kvantumgravitaciot (megnovelt fazistérbe atirt, a Yang-
Mills elméletekkel bizonyos formalis rokonsagot felmutatoé gravitdcidelmélet kvantalasi
kisérlete) és a harelmélet / M-elméletet. Utdbbi szerint vilagunk 10 / 11 dimenzids, a
3 kiterjedt térszerd és az id6-dimenzié kivételével a tobbi dimenzié Calabi-Yau kompakt
sokasagként valtja fel a klasszikus térid6-pont fogalmat. Utébbi elméletek szépséghibaja,
hogy ritkan vezetnek ellenérizhets joslatokhoz.

A hurelméletnek 1étezik egy olyan modosulésa, mely a szokisos 341 dimenzi6é mellett
megenged egy 0todik nem-kompakt dimenziot is. Ezen bran-vilagokként ismert elmé-
let kiilonb6zd valtozataiban a szuperszimmetria nem kovetelmény és megfigyelhets jos-
latok szarmaztathatok, ezek Osszevetése a megfigyelésekkel mindenképpen tanulsagos. A
bran-elméletek az ARE-hez hasonléan klasszikus (nem kvantélt) elméletek, melyekben a
3+1 dimenzioés vilagunk (a bran) membranhoz hasonléan helyezkedik el az 5-dimenzios
(5D) sokasagban. A bréant kéznapi fogalmainkhoz mérten elképeszté nagysagu fesziiltség
tartja Ossze, és a standard modell mez6i (igy a fény is) kizardlag a bréanon terjednek.
Egyediil a gravitacié terjedhet az 6todik dimenzidban. Ennek kdévetkezményeként a to-
meg nélkiili gravitonok mellett témeges Kaluza-Klein médusok is jelen lesznek a bréanon.
A bran-elméleteknek tobb valtozata ismert, kozmologiai és asztrofizikai joslataik ezidaig
ugyanolyan jol illeszthetSk a megfigyelésekhez, mint az ARE joslatai.

Mig a Naprendszer léptékén az ARE kivalonak bizonyul, galaktikus léptéken csak meg-
lehetGsen sok, a barionikus anyagnak mintegy tizszeresét kitevé azonositatlan s6tét anyag
bevezetése mellett érvényes, mint ahogy azt a galaktikus forgésgorbék, a galaxisok gra-
vitacios lencsézése és a galaxishalmazok dinamikija mutatja. Még nagyobb, Univerzum-
léptéki dinamika megfigyelésekkel valo sszevetése azt sugallja, hogy az ARE érvényben
tartasahoz a sotét anyag hozzavetsleg kétszeresét kitevs sotét energiara is sziikség van.
Jogos a kérdés, hogy a s6tét anyag / energia nem valthato-e ki az ARE nagy léptéken ér-
vényes megvaltoztatasaval? Tobb ilyen javaslat is felmeriilt, kozos jellegzetességiik, hogy
legalabb egy 1j tavolsagskalat tartalmaznak. Ilyen a bran-elmélet is. Béar tovabbra is
sziikségessé teszi az univerzum gyorsuld tagulasat magyarazod sotét energia bevezetését,
a kutatasok eddigi alldsa szerint a sotét anyag alternativ magyarazataként jol megallja a
helyét.

Az értekezés elss része a kompakt kettds rendszerek dinamikajéanak tanulméanyozasa-

ban elért eredményeim egy részét ismerteti. Valamennyi eredmény az asztrofizikai (csil-
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lagmeérett) és szupernehéz (szupernagy tomegt, galaxisok kozepén elhelyezkedd) fekete
lyukak esetében igen jelentGs sajat tengely koriili forgassal (spin), valamint a forgasbol
szarmazo lapultsaggal (tomeg kvadrupol) kapesolatos. A kompakt kettds egymésba spi-
ralozédsa 103 és (néhany) Schwarzschild sugarnyi szeparaciok kozott rendkiviil pontosan
targyalhato a posztnewtoni (PN) sorfejtés keretén beliil®>. A spin-palya csatolas jaruléka
a maésfeles PN rendben, mig a spin-spin és a kvadrupol-monopdl jarulékok a masodik
PN rendben jelennek meg. Hatasukra a Naprendszerbdl jol ismert periasztron-precesszio
mellett a spinek precesszidja és a mozgas sikjanak kvézi-precesszioja kovetkezik be. A
dinamika targyalasat a mozgas 2PN rendig érvényes részének bemutatésaval és elemzé-
sével kezdem [1], [2] munkdim nyoméan, majd a gravitacios sugarzas altal a rendszerbdl
kivont energia spin és kvadrupol jarulékainak szémolasat ismertetem [3], [4], [5] ered-
ményeinek felhasznalasaval (az emlitett munkakban az impulzusmomentum nagysaganak
és egyéb szogvaltozoknak a veszteségeit is megadtam). Végil megmutatom, hogy szu-
pernehéz fekete lyukak Osszeolvadasakor a spin-palya csatolas és a gravitacios sugéarzas
kombinélt hatasara a dominéns spin, és vele egyiitt a nagyenergiaju részecskékbdl allo,
radio-tartomanyban észlelhets nyaldbok 1j irdnyba fordulnak [6], [7]. A jelenség magya-

razatot ad az X-alaku radiogalaxisok (XRG) jelentds részének kialakulasara.

Az értekezés masodik része a bran-elméletekrdl szol, melyeknek tobb véaltozata ismert.
Ezek koziil a Randall és Sundrum &ltal bevezetett egyetlen brant tartalmazo modell (mé-
sodik Randall-Sundrum modell) olyan altalanositasait vizsgalom, melyekben mind a bran,
mind az 5D térids tetszoleges gorbiilettel rendelkezik, igy teret ad az ARE ismert meg-
oldasainak altalanositésara, joslatainak megismétlésére, ellenérzésére. Megadom a dina-
mikat a lehetd legaltalanosabb alakban, megengedve a bran bedgyazasanak tetszéleges
(nem tiikorszimmetrikus) jellegét [8]; és a bran-fesziiltség idébeli valtozasat [9]. Az ér-
tekezésben kidolgozom a bran-elmélet kovaridns dinamikajat az emlitett altalanositasok
mellett, majd a kozmoldgiai kovetkezményeket elemzem. A bran-fesziiltség valtozasara
alkalmazva a folyadék membréanok fesziiltségének hémeérséklet-fiiggését jellemz§ Eotvos
torvényt, a megfigyelésekkel Gsszhangban allo egyszerti kozmologiai modellt dolgozok ki
[10]. Megvizsgalom az aszimmetrikus bedgyazas hatasat az energiat sugarzo bran eseté-
ben [11]. Sztatikus, un. Einstein-brant vezetek be [12] (valamint ennek homogén parjat
[13]). Bebizonyitom, hogy az Einstein-bran sérti a bran-elméletben altalanosan elfoga-
dott unicités-tételt, miszerint az 6sszes kozmologiai bran vakuum Anti de Sitter téridébe
agyazhato. Vizsgalom a gravitacios kollapszust a branon [14]; a branon gémbszimmetrikus
belsd és kiilss csillagmegoldéasok illeszthetségét [15], [16]; valamint az arapalytoltésd bran
fekete lyuk altal okozott fényelhajlast [17], és termodinamikai jellegzetességeit. A gravi-
tacios hullamok sugarzasi hatékonysidgara vonatkozo termodinamikai korlat segitségével

korlatozom az arapalytoltés lehetséges értéktartomanyat [18|.

A két rész mindegyike a témakorbe valé tomor bevezetéssel kezdédik, majd az 6nallo

kutatasi eredményeim ismertetésével folytatodik, végiil Osszefoglalod résszel zarul. Terje-

2A 10% Schwarzschild sugér felett a gravitaciés sugarzasnal erésebb més disszipativ effektusokat is

figyelembe kell venni, igy az tn. dinamikai surlédast.
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delmi és konzisztencia okokbol nem térek ki az értekezésben az egyéb, gravitacidelmélettel
kapcsolatos munkaimra: az Einstein egyenlet j kozmologiai [19], csupasz szingularitast
[20], valamint féreglyukat [21] megado, 2 sugarzasi komponenst tartalmazé megoldésaira,;
téridsk perturbativ szerkezetének vizsgalatara [22]; téridé-tartomanyok illesztésére [23],
[24]; a sotét energia modelleket targyald [25], [26], [27]; illetve a kényszeres dinamikai
rendszerekkel kapcsolatos (28], [29], [30]; valamint geometrodinamikai [31], [32], [33] kuta-~
tasaimra. Ugyancsak nem részletezem az (els6 kvantumos korrekcioként értelmezett) tn.
indukalt gravitaciot vizsgald bran-elméleti munkamat [34], valamint az Gsszes olyan, az
értekezésben ismertetett kutatasi teriileteken végzett munkat sem, melyet tanitvanyaim,
munkatarsaim PhD értekezésiik megszerzéséhez felhasznaltak vagy a jovében varhatoan
felhasznalnak.

Az értekezés a kandidatusi fokozat megszerzését kovetGen, 1998-2011 kozott publikalt
58 angol nyelvi referalt cikkem eredményeire épit (Ossz-impakt faktoruk 257). Ezek ko-
ziil 18 angol nyelvi referalt cikk (11 egyszerzds; 5 nemzetkozi kollaboracioban sziiletett;
kett6t tanitvanyaimmal egyiittmiikodésben irtam) tartalmazza a tézispontokban felsorolt

eredményeket.
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1. rész

Gravitaciosan sugarzo kompakt
kett6sok
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1. fejezet

Bevezetés a kompakt, spines kettos

rendszerek dinamikajaba

Az m; tomegii kompakt égitest R; sugara definici6 szerint 6sszemérhets Gm,; /c? gravitacios
sugaraval. (Ezzel szemben a kozonséges égitestek esetén R; > Gm;/c?.) Ilyen kompakt
égitestek a néhany naptomegi (My) neutroncsillagok (=~ 1.4 Mg) vagy fekete lyukak
(nagysagrendileg 10 M), melyek a csillagfejlédés végallapotaként keletkeznek, mig az
ennél joval nagyobb tomegt szupernehéz fekete lyukakat az akkrécios és Osszeolvadasi
fazisok egymaést valto sorozata alakitja ki a kozmologiai fejlédés soran [35].

A szupernehéz fekete lyukak (supermassive black hole, SMBH) a galaxisok kozpontja-
ban taladlhatok, tomegiik 3 x 108 = 3 x 10° M, tartomanyba esik. A 1.1 abran az égbolt
térképe lathato a kozeli szupernehéz fekete lyuk-eloszlassal. Lathato, hogy a szupernehéz
fekete lyukak jelentds része a 107 <+ 10% My, és a 108+ 10 M, tartoméanyokban talalhato,
fgy a mi galaxisunk kézpontjaban talalhato 3 x 10° M fekete lyuk kicsinek szamit.

Nyitott kérdés, hogy kozepes tomegi fekete lyukak (intermediate mass black hole,
IMBH) léteznek-e. A rendkiviil kevés erre utaldé megfigyelések egyike az az 500 Mg-nél
nagyobb tomegi Rontgen-sugarzas forras az ESO 243-49 galaxisban, melyet kdzepes tome-
gt fekete lyukként értelmeztek [36]. Egy javaslat szerint kozepes tomegi fekete lyukakat
ni [37]. Az ultrafényes Rontgen-forrasok radié tartomanybeli megfeleli utan kutatva az
Eur6pai Nagyon Hosszt Alapvonalt Interferometria (Very Long Baseline Interferometry,
VLBI) Halozat (EVN) megfigyelései felhasznalasaval, 3 darab millisec nagysagu strukturat
talaltak, melyek koziil az ULX N4088-X1 és az ULX N4861-X2 kompakt radié emissziojuk
miatt kozepes tomegi fekete lyuk jelolt, mindketts 10° Mg, tomegt és Eddington lumino-
zitas alatti akkrécio jellemzi Sket (a harmadik, N4449- X1 forras szupernéva maradvany)
[38].

A szupernehéz fekete lyukak tomege és spinje tobb kozvetett modszerrel is meghata-
rozhato.

i) A galaxisunk kézpontjaban talalhato fekete lyuk spin és kvadrupél-momentuma
szarmaztathaté a milliparszek tavolsagban keringé csillagok asztrometriai megfigyelésébdl

39].
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1.1. abra. Az égbolt galaktikus koordinatak Aitoff projekcidjaban feltiintetett térképén
5.895 NED katalogusbeli szupernehéz fekete lyuk jelolt lathato [7]. A narancs, zold, kék,
voros, fekete pontok a 10°Mg), 105My, 10"M), 103M,, altal kijeldlt tomegtartomanyok ko-
zott elhelyezkedd, illetve 10°My-nél nehezebb forrasokat jeldlik. A 10°Mg-nél kénnyebb
kompakt csillag-klaszterek kivételével a tobbi forréds fekete lyuk. Lathato, hogy a szuper-
nehéz fekete lyukak jelentds része a 107 + 10° My és a 10% + 10° My, tartomanyokban
talalhato [7].

ii) Az optikai / Rontgen-spektrumban megfigyelt vonalakbol (er&sen gerjesztett Mg, O,
C) az un. reverberécios leképezéssel meghatarozhatd a Széles Vonal Tartomény (Broad
Line Region) sugara és sebességmintazata, mindketté a geometria fiiggvénye. Ezzel a
modszerrel megbecsiilhetd a fekete lyuk tomege, spinje, valamint ennek iranya is [40].

iii) A VLBI segitségével elvben meghatéarozhato a SgrA* (a galaxisunk kozponti feke-
te lyukdnak megfelels radioforras) és az M87 (més néven Virgo A, NGC 4486, egy oriasi
elliptikus galaxis, aktiv galaxismaggal, mely a spektrum valamennyi tartomanyaban su-
garoz, kiilonosen radiotartomanyban) kézponti fekete lyukait jellemzé horizontok alakja,
mely szintén a spin fiiggvénye [41].

iv) Az aktiv galaxismagok &ltal kilovellt nyalabok alapjanak szélességét a Blandford-
Znajek effektus hatarozza meg, mely szintén sszefligg a spinnel [42]. Az M87 megfigye-
lései pl. kis nyalab-alap atmérét adtak, ezt a fekete lyuk gyors forgésaval magyarazzak
[43].

v) A nyaldbok energikus elektron-spektrumanak kisenergias levagasa, melyre a radio-
spektrumbol kévetkeztetnek [44], megfeleléen magyarazhaté a proton-proton iitkozések
nyoman keletkez6 pion-bomléassal [45]. Ez a mechanizmus relativisztikus hémérsékletet
feltételez a nyalab alapjanak szomszédsagaban, az akkrécids korongban, mely a fekete
lyuk igen gyors forgasaval all kapcsolatban [46].

Osszefoglalasképp, a megfigyelések alatamasztjak azt a lehetSséget, hogy a természet-
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ben eléfordulo fekete lyukak igen gyorsan forognak, vagyis spinjiik, és kovetkezésképp a for-
gas miatt bekovetkez§ centrifugélis ellaposodésuk, melyet a tomeg kvadrupél-momentum
fejez ki, egyarant jelentGs.

AKér a csillagok, a kompakt objektumok is varhatéan nagy szamban fordulnak el
kettds rendszerekben, melyek kettés csillagrendszerek fejlédése soran, befogasi események,
vagy galaxisok Gsszeolvadasa soran keletkeznek. Az ARE szerint (a rendszer idében nem-
linedrisan valtozo kvadrupol-momentuma miatt) a kompakt kett3sok gravitacios sugéarzast
bocsatanak ki. Fejlddésiik igy disszipativva valik, ami végiil 6sszeolvadasukhoz vezet.

A csillagtomegi kompakt kett6sok a Fold felszinén megépitett, interferometrikus ala-
pon miikods Laser Interferometer Gravitational Wave Observatory (LIGO) és Virgo [47]
gravitacios sugarzas detektorok legjelentésebb forrasai kozé sorolhatok, mig a szupernehéz
fekete lyuk-kettGsok altal keltett gravitacios hullamok kimutatasara a sokszor attervezett
Laser Interferometer Space Antenna (LISA) trteleszkop [48] lesz alkalmas (legaldbbis
a szupernehéz fekete lyukak alsé tomegtartoményaban). A kozepes tomegi fekete lyuk
kett&sok asztrofizikus kozosségben megkérdGjelezett 1étezésének kérdésére a tervezett har-
madik generacios Einstein Teleszkop [49] adhat végss valaszt.

A gravitaciés hullamok foldi koriilmények kozott torténd mérése igen nehéz feladat. Az
els6 generacios detektorok koziil az egyenként 4km karhosszisagia két LIGO berendezés

egyértelmiien érzékenyebb a 3km karhossztsdgia VIRGO-nal (1.2 abra).
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1.2. abra. A detektorok (Hl1=Hanford LIGO, L1=Livingston LIGO, V1=VIRGO) mérési
tartoményaban mutatott érzékenységét az un. zajgérbe mutatja. [Sajat felvétel; késziilt

a LIGO Livingston detektor iranyitohelységében, 2009 Gszén.|

A 1.3 dbran a kovetkezket szemléltetem: (a) a LIGO as VIRGO detektorok (neutron
csillag kettds forrasokra szamolt) hatotavolsagat (2009-es allapot), és (b) kiszolgaltatott-
sagukat a természeti zavaroknak. Lathato, hogy a LIGO detektorok kétszer olyan tavolra

Jatnak el”, mint a VIRGO, azaz nyolcszor nagyobb térfogatbol gytijtik a jeleket (1.3a
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abra). A jelenlegi detektorok viszont rendkiviili médon érzékenyek a természeti és ember
okozta zavarokra, mint az akar tavoli foldrengések, a tenger hullamzésa a Mexik6i-6bolben,
vihar Alaszkdban, néhany km-re elhaladé vonat stb. (1.3b abra). Ez nem meglepd, te-
kintve, hogy a detektorok érzékenysége a 10722 értéket is meghaladja. A 2010 6szén
elkezd6dott Advanced LIGO és VIRGO atépitések tobbek kozott éppen a szeizmikus izo-
laciot javitjak majd jelentsen, ezzel mintegy nagysagrenddel novelve meg a detektorok
érzékenységét. A varakozasok szerint az atépitett detektorok napi szinten észlelnek majd
gravitacios hullamokat, igy mar nem a gravitacios hullamok kimutatasa, hanem a forrasok
helyzetének és asztrofizikai jellemzdinek (témeg, spin, kvadrupél-momentum) az észlelé-
sekbdl vald kikovetkeztetése jelent majd tudoményos kihivast. A gravitacios hullamok
és az elektromagneses tartomanyban végzett megfigyelések egylittes elemzése varhatéan
jelentGsen noéveli majd az univerzummal kapcsolatos tudasunkat.

A kompakt kettés rendszerben az 6sszeolvadési folyamat hdrom egymést kovets sza-
kaszra bonthatd. A bespirdlozds (inspiral) definici6 szerint az a dinamikai tartoméany,
melyet a PN sorfejtés segitségével jellemezhetiink, és melyben a vezeté rendd disszipativ
folyamat a gravitacios sugarzas. A PN paraméter mind a gravitacié gyenge jellegének,

mind a mozgas nem specialis-relativisztikus jellegének mértéke:

S G (E>2 _ (1.1)

cr c

Itt m = mqy +my a teljes tomeg, r és v a kettds rendszer szeparacidja és relativ sebessége.
forditottan, a sebességgel négyzetesen.

Az Einstein egyenletek (harmonikus mértékvalasztas mellett) sik téridében érvényes
hullamegyenlethez vezetnek, mely a kivalasztott pont multirdnya kapjan vett retardélt
integralként véges, az eljarasbol kovetkezGen konvergens megoldast ad a gravitacios su-
garzas tetsz6leges PN rendben valo meghatarozasara [50]. A PN hullamformak Cauchy
konvergencidjanak tanulméanyozasa oszcillalo viselkedést mutat: a PN rend novelése nem
sziikségszertien vezet pontosabb hullimformahoz [51]. Erdekes médon példaul a 2PN hul-
lamformak jobb egyezést adnak a numerikus eredményekkel, mind a 2,5 PN pontossagi
hullamformak. A kiilonbéz6 PN kozelitések (adiabatikus Taylor, Padé modellek, nem
adiabatikus effektiv egytest modellek) numerikus eredményekhez valé konvergenciajaban
nincs szamottevd kiilonbség [52]. Ismert az is, hogy az eltolt Chebyshev polinom-bazison
vett hullamformak valamivel gyorsabb Cauchy konvergenciat mutatnak, mint a hagyomé-
nyos PN hullamformak [53]. A konvergenciaval kapcsolatos elméleti vizsgalodasokon tul az
altalanos relativisztikus numerikus futtatasok eredményei megerdsitik, hogy a harmadik
PN rendt pontossag a gyakorlati kérdések megvalaszolasahoz elégséges.

A szupernehéz fekete lyukak kett&s rendszerének tagjaira a galaxisok Gsszeolvadésa
soran a masik galaxis csillagpopulaciojaval vald kolcsonhatasbol szarmazoan tn. dina-
mikai surlédas hat, nagy szeparacional ez jelenti a vezeté rendd disszipativ hatast. A
gravitacios sugarzas a dinamikai surlodast mintegy &;, = 1073 értéknél haladja meg [6]

és a PN sorfejtésnek addig van értelme, mig a paraméter kicsi, vagyis a bespiralozas vége
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£tin = 1071 kornyékén taldlhato (a pontos érték valamivel nagyobb, a spint6l figg). €,
folott a PN leiras egyre pontatlanabba valik.

A bespiralozast kovets bezuhands (plunge vagy merger) szakaszédban a dinamika csu-
pan altalanos relativisztikus numerikus fejlesztéssel kvethetd nyomon. Alternativat jelent
a PN vagy az effektiv egytest képletek olyan hasznélata, melyben az egyiitthatokat nume-
rikus futtatasok segitségével kalibraljak [54]; vagy egyszertibb, fenomenologikus képletek
hasznélata, melyben az egyiitthatokat ismét csak numerikus eredmények segitségével al-
litjak be [55]. A bezuhanas hossza egyetlen korfordulas tortrésze és néhany korfordulas
kozott valtozhat, a konfiguracios és fizikai paraméterek fiiggvényében.

Végiil kovetkezik a lecsengés (ringdown) szakasza, melynek soran az egyestiilésbol kép-
z6dott 1j fekete lyuk Osszes fizikai jellemz§jét a fekete lyuk unicités-tételek éltal megenge-
dett tomeg, impulzusmomentum, és esetleges elektromos toltés kivételével szétsugarozza.
A fekete lyukak kvazinormal modusainak korszerd osszefoglaloja [56] forrasban talalhato
meg.

A kovetkezGkben az analitikusan jol kezelhet6 bespiralozas korszakra koncentralok. A
kompakt spines kettds rendszerek fejlédése 2PN pontossagig konzervativ jellegii. Az alta-
lanos relativisztikus hatasok mellett, melyek a PN és a 2PN jarulékokban jelennek meg,
ebben a pontossagban a vezets rendi spin-pélya (spin-orbit, SO), spin-spin (SS) és témeg
kvadrupol - tomeg monopol (QM) korrekciokat is figyelembe kell venni. Az igy el6allo
mozgas altalaban nem kor, illetve nem gémbon futéd palyakat eredményez. A nevezett
jarulékok altal okozott precessziokat elssként [57]-[58] cikkekben targyaltdk. A spinek és
kvadrupél-momentumok miatt a konfiguracios tér igencsak megnovekszik, ezért fontos cé-
lom volt a minimdlis és alkalmasan vdlasztott figgetlen vdltozok meghatéarozasa [1]. Bar a
szogvaltozok egy része mar a [59]-[61] cikkekben is szerepel, a fiiggetlen valtozok beveze-
tése 1j eredmény. Meghataroztam a fliggetlen valtozokra vonatkozo elsdrendid kozonséges
differencidlegyenletek csatolt rendszerét, mely konzervativ fejlédésiiket jellemzi [2].

A dinamika 2,5 PN rendben disszipativva valik, a vezetd rendd gravitacios sugarzés
megjelenésével. Az SO csatoléassal kapcsolatos kiilonb6z6 konzervativ és disszipativ dina-
mikai eredmények [62]-[67] cikkekben, az SS csatolasé a [3], [4], [67]-]69], a QM csatolasé a
[5], [70]-[71] cikkekben olvashatok. A radiélis mozgas megoldasat a Newton-Wigner-Pryce
spinfeltétel [72] mellett, az Gsszes emlitett korrekcio figyelembevételével a [73| munkaban
irtuk fel. Az SO csatolés els6 PN korrekciojat [74] cikkekben targyaltak. Szémos ered-
ményt értek el a spines kett6sok hamiltoni targyalasaban is [75]. Vizsgaltak a gravitacios
hullamok altal a rendszerbdl aszimmetrikusan elvitt impulzus miatt bekévetkezd kilokédés
lehetéségét, mind analitikusan [67], [76], mind numerikusan, kiilonb6z6 spin konfiguraciok
esetén [77|-[78].

A végs6 spin meghatarozasara PN ihletést empirikus képleteket irtak fel, melyben az
egylitthatokat numerikus futtatasok eredményeibdl allitottak be [79]. Egzotikus, 16here
alakt zoom-whirl palyakat (Kerr fekete lyukak esetén ilyenek korabban is ismertek voltak
[80]) talaltak a PN formalizmuson beliil [81]. Ezeken a palyakon egy megnyult ellipszis
jelleg palya-szakaszt (zoom) egy vagy tobb (akar nagyon sok), az ellipszis periasztronaval

osszemérhetd sugart korfordulas kovet (whirl), majd ajabb ellipszis jellegii palyaszakaszon
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valo eltavolodas kovetkezik. Kimutattak, hogy a spinek névekedésével a zoom-whirl tipusta
palyék egyre valoszintibbé valnak [82].

A gravitacios sugarzast kapcsolatba hoztak az tn. spin-atfordulas (spin-flip) jelen-
séggel is. A jelenség soran a spin iranya drasztikusan megvaltozik [83]-[84], kvalitativ
magyarazatot adva az XRG-k kialakulasara (83|, [85]-[87]. Az utobbi eredménnyel kapcso-
latosan megmutattam, hogy a kordbbi egyenlsé tomegekre vonatkozé numerikus eredmé-
nyekkel ellentétben, melyek szerint a spin atfordulésa a bezuhanas szakasza alatt torténik,
a v =ms/m; = 0.03 + 0.3 tipikusnak mondhaté témegaranyok esetén az SO precesszio
és gravitacios sugarzas kombinalt hatdsa még a bespirdlozas szakaszaban jelentGs spin
atfordulashoz vezet [6], [7].

Az értekezés kompakt spines kettGsokre vonatkozo elsé részének felépitése a kovetkezd.
A 2. fejezetben a fliggetlen valtozokat és dinamikajukat targyalom, [1| és [2] munkaim
nyoman. A 3. fejezetben SS és QM eredeti szekularis (egy radiélis periodusra atla-
golt) gravitacios sugarzasi veszteségeket ismertetek, a [3], [4] és [5] munkdim nyoméan. A
4. fejezetben az SO precesszio és a vezetd rendi gravitacios sugérzas hatasara még a
bespiralozas alatt bekovetkezd spin-atfordulas jelenséget targyalom, [6] és [7] munkaink
nyoman, és kapcsolatba hozom a jelenséget az X-alaku radidgalaxisokra vonatkozo meg-
figyelésekkel. Végiil a 5. fejezetben Gsszefoglalom a {6 sajat eredményeket és megadom a
kompakt kettds rendszerekkel kapcsolatos tézispontokat.

A G gravitacios allandot és a ¢ fénysebességet az elsé részben szerepld kifejezésekben

mindvégig megtartom. Tetszbleges V vektor eukideszi hosszat V', irdnyat \Y% jeloli.
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1.3. abra. (a) A jelenleg miikodd detektorok neutron csillag kettésokre szamolt hatotavol-
saga. A LIGO detektorok (L1, H1) hozzéavetSleg kétszer olyan tavolra "latnak el", mint
a VIRGO detektor (V1), azaz nyolcszor nagyobb térfogatbol gytijtik a jeleket. Lathato,
hogy a felvétel idépontjaban a Hanford-i detektor a legérzékenyebb, szemben az 1.2 ab-
ran lathato sorrenddel, mely eltérs idépontban késziilt. (b) Costa-Rica-i Richter skalan
meért 4.9-es erdsségii (azaz gyenge) foldrengés miatt a Livingston-i (Luisiana, USA) LIGO
helyszinen megnovekvs szeizmikus zaj-szint. At (a) abran lathato, hogy a zaj hatasara
a detektor tébb mint fél oréra leall. Amikor a szeizmikus zaj megérkezik a Hanford-i
(Washington, USA) LIGO helyszinre, az oda telepitett masodik detektor hasonloan vi-
selkedik. [Sajat felvétel; késziilt a LIGO Livingston detektor iranyitohelységében, 2009

Gszén. |
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2. fejezet

Konzervativ dinamika

A 2.1 alfejezetben a kompakt spines kettGs rendszer konfiguracios és dinamikai valtozoit
targyalom. Mind a konfiguraciés, mind a dinamikai valtozok jelentds része a vélasztott
vonatkoztatasi rendszer fiiggvényei. Targyalasomban 4 ilyen rendszert vizsgalok, melye-
ket 2.1.2-ben vezetek be. Ezek koziil csupén az egyik inercialis, a tobbi a kettés rendszer
konfiguraciojahoz adaptalt. 2.1.3-ban két Osszefiiggést vezetek le, melyek eredményeképp
az Osszes konfiguracios szogvaltozo fejlédését meghatarozza egyetlen o konfiguracios val-
tozo és a x, valodi anomalia fejlédése. Az alfejezet végén a helyzet és sebességvektorokat
adom meg a valasztott rendszerekben. Az eljaras sorén visszanyerem a radialis fejlédés
perturbalt Kepler mozgasra érvényes valodi anomélia paraméterezését.

A 2.2 alfejezet a spineket és pélya-impulzusmomentumot jellemzd szogeket targyalja.
Megmutatom, hogy a rendszer belsé szabadséagi fokait jellemzé sziikséges fliggetlen valto-
z6k szama 6. Fzek vagy 5 szog és egy hosszlépték, vagy 3 szog és 3 hosszléptékként valaszt-
hatok meg. A fiiggetlen valtozok koziil a hosszisag jellegtiek (a teljes impulzusmomentum
J nagysaga és a dimenzidtlan spinek y; nagysagai) mozgéasallandok, mivel egyrészt a tel-
jes J impulzusmomentum 2PN pontossagig megmarad6 mennyiség [62], mésrészt a spinek
precesszios mozgast végeznek [57]-[58].

A 2.3 alfejezetben a spinek konzervativ fejlédését elemzem, a vezetd rendd SO, SS és
QM jarulékok figyelembevételével, figyelemmel kisérve mind a jarulékok PN rendjét, mind
a tomegaranytol valo fiiggésiiket. Ezt kovetGen megvizsgalom, vannak-e a precessziok altal
megdrzott konfiguraciok.

Bar jol ismert, hogy az ARE a gravitacios erét gorbiilettel helyettesiti, a bespiralozas
soran a kompakt kettds mozgéasa perturbalt Kepler mozgéasként foghato fel, ahol a pertur-
baciokat az ARE és a newtoni elmélet joslatainak kiilonbsége adja. Igy alkalmazhato az
égi mechanika terminolégiaja és az ARE altal okozott modosulasokat perturbald erének
tekinthetjiikk. A PN, 2PN, SO, SS és QM hatésok altal okozott perturbéaléd eré komponen-
seket a 2.4 alfejezetben adom meg az Ly newtoni palya-impulzusmomentum, valamint a
(periasztronba mutat6) An Laplace-Runge-Lenz vektorhoz adaptéalt bazisban.

A tovabbiakban a szdgudltozok dinamikijat kovetem nyomon. Tetszéleges perturbald
er6 hatasat figyelembe vevé fejlédésegyenleteket adok meg a 2.5 alfejezetben. Els6ként a

kepleri dinamikai allandok fejlédését vezetem le. Ezt kovetSen az oszkulald (a pillanat-

11



12 dc 223 11 KONZERVATIV DINAMIKA

nyi mozgashoz illeszthetd) ellipszis (a,, €,.) félnagytengely és excentricitds paramétereinek
fejlodeését, majd az L, az An, valamint a felszallo csomot jellemzé 1 vektorok fejlédését
targyalom. Meghatarozom tovabba (az An-t6] a redukalt tomegl részecske T helyzete
kozott mért) y, valodi anomalia paraméter evolicidjanak perturbalé eré hatasara beko-
vetkez§ valtozasat.

Ezen eredmények felhasznalasaval az 2.6 alfejezetben levezetem a teljes- és palya-
impulzusmomentumok kozti o sz6g evoliciojat, majd az 1 6s An kozti Py, &s az 1-t6l egy
tetszéleges X (J-re meréleges) inerciatengelyig mért —¢,, szogét (lasd az 2.1 abrat). Ezzel
az Fuler-szogek fejlédése meghatéarozotta valik.

A 2.7 alfejezetben a spinek és Ln kozti ;, az S; and S, spin-irdnyok kozti v, majd
a spinek 1; azimutalis szogeinek fejlédését vezetem le, teljessé téve a fliggetlen valtozok
fejlédését megadd egyenletrendszert.

A 2.8 alfejezetben specialis spin-konfiguraciok fejlédés-egyenletekkel valo kompatibili-

tasat vizsgalom, végiil a 2.9 alfejezetben Osszefoglalom a fejezet eredményeit.

2.1. Kinematikai és dinamikai valtozok

2.1.1. A valtozok

Héarom, egymastol jol elkiilonithets valtozo-csaldadot hasznélok:

(a) A kompakt kettds fizikai paraméterei: A két kompakt objektumot az m; (i = 1,2)
tomegek, az S; spinek, valamint a tomeg kvadrupol momentumok jellemzik.

Az m; tomegek helyett az m = my + my teljes és a = mymsy/m redukalt tomegeket
is hasznalhatjuk. Felteszem, hogy m; > m.. Ugyszintén bevezetem a v = my/m; < 1
tomegaranyt, valamint az n = p/m € [0,1/4] szimmetrikus tomegaranyt. A kétféle

tomegarany kapcsolata:
v

(1+v)"
ami kis v esetén n = v — 202 + O (v3) Osszefiiggéssel kozelithets. Megadom az alabbi

n= (2.1)

hasznos Osszefliggéseket is:
m; = m’n* 3 (2.2)
Az S; spinek nagysagukkal, valamint polar- és azimutélis szogeikkel jellemezheték. A
spinek nagysaga a x; € [0, 1] dimenziotlan spinek segitségével kifejezve:

G G i
S; = ;m?xi = ;mQ’r]l/Z 3X2~ ) (2.3)

A spinek szogei természetesen a vélasztott referencia rendszertdl fiiggenek, amint azt a
2.2 alfejezetben targyalni fogom.

Tengelyszimmetrikus kompakt objektumokat tekintve, az ¢. tengelyszimmetrikus kom-
ponens gémbszimmetriatol valo eltérését egyetlen (); mennyiség, a kvadrupol-momentum
skalar jellemzi [70]. Amennyiben a kvadrupol-momentum teljességgel a forgas kovekez-
ménye (ezt felteszem a kovetkezkben), akkor a szimmetriatengely S,, valamint

G? 3 G?

Qi = _?MX?mi = —gwiany%—?’X?mi : (2.4)
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Neutron csillagok esetén w; € (4, 8), allapotegyenlettdl fiiggGen (merevebb allapotegyen-
letek nagyobb értékeket adnak [70], [88]). Forgo fekete lyukak esetén w; = 1 lesz [89]. A
negativ elGjel azt fejezi ki, hogy a forgd objektum centrifugalisan ellaposodik (egyenlitéi
sikjaban dudorodik ki).

(b) Dinamikai vdltozok: 2PN pontossagig az E energia és a J =L + S; + Sa teljes
impulzusmomentum vektor megmarad [62]. Az L pélya-impulzusmomentum és az S;
spinek kiilon-kiilon nem maradnak meg, mivel a spinek precesszids mozgast végeznek, ezt
részletesen a 2.3 alfejezetben targyalom.

(c) A pdlydt jellemzd szogudltozok: A pillanatnyi palyasik definicié szerint merdleges
az Ly = pr X v newtoni palya-impulzusmomentumra és ezzel egyiitt fejlédik a spinek
precesszios mozgasa miatt. Bevezetjiik a kovetkezd szogeket: (i) a palyasik « inklinéci-
6ja a J-re mer6leges sikkal (o az L és J altal bezart szog); (i) az emlitett ket sik 1
metszésvonalatol egy, a J-re mercleges sikban vett, tetszGleges X-tengelyig mért ¢, szog;
végiil (iil) az 1-t6] a periasztronig mért Y, szog (lasd 2.1 és 2.2 dbrakat; a p és n indexek

a periasztron, illetve nédus/csomoévonalra utalnak).

2.1. dbra. A JJ teljes impulzusmomentum, az L ~vLn newtoni palya-impulzusmomentum
és az SLQSLz spinek polar és azimutéalis szogei. Az azimutalis szogeket a K; = (i, R, j)
nem-inerciélis rendszerben, a poléar szogeket mind & ;-ben, mind Ln-hez viszonyitva ab-
réazoltam. A spinek relativ szoge 7. A K; rendszer nem-inercialis jellegét az 1 tengelytol

X inerciatengelyig mért ¢,, szog fejlédése adja. [1]
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2.2. dbra. A JJ teljes impulzusmomentum, az L ~vLn newtoni pélya-impulzusmomentum
és az SLQSLz spinek kozti relativ szogek. Az iN és J-re merdleges sikok metszete adja
az 1 csomévonalat. Az % inerciatengely ¢, szoget zar be I-lel a J-re merGleges sikban.
A spinek és a periasztron irdnyaba mutaté Ay An newtoni Laplace-Runge-Lenz vektor
(¢1,12,1,) azimutalis szogeit szintén 1-t6l mérjik, ezittal az Ln-te merdleges sikban.

Az Ay és ri helyvektor kozti Xp sz0g a valodi anomalia. Az abran a K; = (i,y,j)

inerciarendszer, valamint a K; = (Lk,J ), K, = (1M, Ly ) és K4 = <AN,QN,LN)

nem-inercialis rendszerek két-két bazisvektorat tiintettem fel. [1]

2.1.2. Vonatkoztatasi rendszerek

Bevezetjiik K; inerciarendszert, melyben X és J az a- s z-tengelyek, valamint a K, K
és K4 nem-inercialis rendszereket.

A K rendszer z-tengelye J, mig a K, rendszer z-tengelye L. Az 1=J x Ln /sin
mindkét rendszer z-tengelye. A K, rendszert k = J x 1 teszi teljessé, mig K rendszert
m— iN x 1.

A K4 rendszer z-tengelye szintén ﬁN, mig x-tengelyét a Laplace-Runge-Lenz vektor

adja:

AN =v xLny-— Gm”r , (2.5)
mely eleget tesz az

A3 = % + (Gmp)? (2.6)

és Ln-An = 0 kényszereknek. Az r és v az m koriil kerings redukalt tomegi részecske

hely- és sebességvektorai. Az y-tengely Qn = Ln X An. Igy a K4 ortonorméalt rendszer
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A (¢n, a,1),) szogek Euler szogek, mivel a z, z és ismét z tengelyek koril —¢,, o
és 1, szogekkel vett forgatasok K; — K; — K — K4 transzformaciokhoz vezetnek. A

forgatasok sorozatat a kovetkezd transzformécios matrix adja meg

R (=, ., ¥p) = R () Ra (@) R (—n)
COS 1y, COS @y, + sin, cosasin g,  — cos P, sin ¢, + sin 1, cos a cos ¢,  sin Y, sin «
= | —sin,cos @, + cosyh,cosasing,  sin,sin @, + cos, cosacos @,  cosy,sina
— sin asin ¢y, — sin a cos ¢, cos

(2.7)

ahol az egyetlen argumentumt R méatrixok a koordindtakra hato megfelel§ forgasmatri-

xokat jelolik.

2.1.3. Kényszerek az Euler szogek evoliciéjara

A redukalt tomegii részecske K; inerciarendszerben vett koordinatai az r = r(1,0,0)

vektor koordinatain végrehajtott R (—, —a, ¢,,) transzformacioval allithatok el:

COS ¢, COS Y + Sin ¢, cos a sin P
y | =7 | —sing,cosy + cos ¢, cos asin Y ) (2.8)

z sin asin ¢

A o =, + x, szoget 1-t6] #-ig mérjiik, a Xp valodi anomdlia az Ay és F kozti szog. A K;

rendszerben végzett hosszadalmas, de nem tul bonyolult szamolas utan azt kapjuk, hogy

L sin asin ¢ [cos ¢, cos P + sin ¢,, cos asin )]
N

2 = ¢, | sinasiny [—siné, cos + cos ¢y, cos o sin Y]

sin® acsin® 1) — 1
— sin ¢,, cos & cos Y + cos ¢, sin P
+asiny | —cos ¢, cos acos 1y — sin ¢, sin
— sin a cos ¥
— sin ¢, sin «
+1 | —cos¢,sina . (2.9)

COS &

Innen:
2

Ly = (w — <;5n cosoz)2 + ((bn sin v cos 1) + dsinlp) , (2.10)

12

valamint a harmadik komponenst (mely definici6 szerint (Lx), = Ly cos a) elosztva cos «
mennyiséggel,
Ly s .
— =1 — dpcos — (gf)n sin v cos ¢ + asm@b) tan acos . (2.11)
wur
Newtoni kozelitésben az Euler szogek konstansok, igy elgallnak a jol ismert Ly = pr?y,

és (L), = pr?x, cos a Gsszefiiggések.
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A (2.11) egyenletet négyzetre emelve, majd kivonva (2.10) egyenletbdl, azonossagot
kapunk:

0 = [(1 — tan® a cos? w) (qﬁn sin a cos 1 +dsin¢) + 2 tan o cos ¥ (1/1 — qbn cosoz)]
X ((bnsinacosw—i-dsinw) : (2.12)

Az els6 szorz6 nem nulla, mivel newtoni rendben az értéke 2 tan avcos Ly /ur? # 0, igy

a masodik szorzonak kell elttinnie, azaz (visszahelyettesitve 1) = 1), + X, Osszefiiggést):

gt tx)

b = 2.13
¢ sin o ( )
Visszahelyettesitve ezt (2.10) vagy (2.11) egyenletekbe azt kapjuk, hogy
. Ly
o IN L , 2.14
Up + Xp e + ¢, CcOS ( )

Az Euler szogek és a valodi anomalia id&derivaltjai kozott tehéat két azonossag all fenn.

2.1.4. A hely- és sebességvektor a K4 és K; rendszerekben

c sz

2F
An = <—N + G_m) r—urrv .,
1 r
Qn = Gmylrr+ (LY — GmpPr) v . (2.15)

Fentiekbdl a hely- és sebességvektor K4 rendszerbeli kifejezései:

L% — Gmyr ; Ly

= 52— A N 2.1
r ILLAN N + ANTTQN ) ( 6)
Gmpy , « Ly (2Exy  Gm)\ A
- _ A == 4 = ) 2.1
\Y% An rAN + Ax ( " + . ) Qn ( 7)

A x, valodi anomalia az r helyvektor K4 rendszerbeli azimutélis szoge, igy:
r=r (cos XpAN + sin XpQN> . (2.18)

Osszehasonlitva ezt (2.16) els6 egyenletével elsall a valddi anomdlia paraméterezés:

Ly
r o= , 2.19
1 (Gmp + Ay cos xp) (2.19)
A
r = —Nsinxp . (2.20)
Ly
A valodi anomalia segitségével kifejezett sebességvektor
G ~ A A
v = LLNM [— sin x, AN + (cos Xp + G—Trjju) QN} . (2.21)

Négyzete megadja v? kifejezését a valodi anomalis fiiggvényeként:

Gmu)? + A2, + 2GmuA
U2 — ( mu) _'_ N 4[?2 m:u NCOS Xp ) (222)
N
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(Ugyanez el6all az Ex = pv?/2 — Gmu/r newtoni energiabol is, (2.6) és (2.19) alkalma-
zéséaval.)
Mivel a K4 bazisvektorai a K, bazisvektoraibodl egy v, szogi forgatassal éllnak el6:
An = cos z/in + siny,m ,
Qn = —sin @Z)pi + cos 1 , (2.23)

az r és v vektorok K rendszerbeli alakja

r = r (cos Y1+ sin wrh) ; (2.24)
1 -

Vo= - [— (Gmpsiny + Ay siny,) 1+ (Gmpcosp + Ay cosy,) m| . (2.25)
N

2.2. Kényszerek az impulzusmomentum-valtozékra

2.2.1. Az 5 szogjellegii szabadsagi fok

Az Ly és S; polar és azimutélis szogei K rendszerben (av, —m/2) és (i, ¢;), azaz

A

Iy = —sinak+cosad, (2.26)

S, = sin B; cos (bii + sin f3; sin <;5Z-1A< -+ cos Bl-j ) (2.27)
A J és S; polar és azimutalis szogei Kp, rendszerben (o, 7/2) és (k;, 1), azaz

J = sinarh 4+ cosaly , (2.28)

S; = sink;cosyl + sin k; sin ¥+ cos kL . (2.29)

A K és K| rendszerek szogeinek szovevénye a 2.1 és 2.2 abrakon lathato. Osszehasonlitva

az S; vektorok kétféleképpen kapott 1 komponensét, azt kapjuk, hogy
sin K; cos 1; = sin [3; cos ¢; . (2.30)
Az S; - iN szorzat minkét rendszerben val6 szamolasabol:
oS K;= cos o cos 3; — sin acsin f; sin ¢; . (2.31)

Mivel sing; = —cos (7/2 + ¢;) valamint /2 + ¢; az L és S; relativ azimutélis szo-
ge, a (2.31) Osszefiiggés nem mas, mint a harom vektor &ltal kifeszitett egységgémb-
haromszogon értelmezett gémbi koszinusz azonosség.

Hasonl6 modon, az S; - S, = cos v mindkét rendszerben valo kiszamolasa tjabb gémbi

koszinusz azonossagokat ad:

COS7Y = COSKj1COS kg + Sin Ky Sin Ko cos A, (2.32)

cosy = cos 31 cos Py + sin By sin By cos A¢ . (2.33)

Itt Ay = 1hy — 1y és Ap = ¢ — ¢1 a spinek Ky és K; rendszerekben vett azimutalis

szogeinek kiilénbségei.
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Szintén gdémbi koszinusz azonossagot kapunk S; - J mindkeét rendszerben valé kiszamo-
lasabol:
cos [3; = cos o cos K; + sin a:sin k; sin ;. (2.34)
A (2.30) és (2.34) egyenletek megadjak (;, ¢; szogeket r;,1; és a fiiggvényeként. Elvben
ezeket visszahelyettesitve (2.32) és (2.33) egyenletekbe, majd kikiiszébolve -t megkap-
hatjuk a-t, mint x;,¢; fliggvényét. A kovetkezs all el6:

sin (1 sin ¢4 sin (s sin ¢y =

(sin v cos k1 — cos asin Ky sin ¢y (Sin v cos Ky — cos acsin Ko sin ty) . (2.35)
Mivel a spinek iranya tetszéleges, igaz az aladbbi is
sin f3; sin ¢; = sin acos k; — €Os aSin k; Sin ;. (2.36)

A baloldal kbzvetlen szamolasa azonban, (2.30) és (2.34) egyenletek felhasznalasaval vissza-
adja a jobboldalt, igy a (k;,1;) tipust Osszefiiggés helyett azonossdghoz jutunk. Ezért
(2.33) egyenlet a korébbi egyenletek kovetkezménye. Hasonldo modon belathato, hogy a
(2.31) egyenletek is kovetkezményként allnak eld.

Osszegzésképpen, 5 fiiggetlen kényszeregyenletet vezettiink le a 10 szogvaltozora («, §;,
Giy iy Vi, 7Y). Ezek (2.30), (2.34) és (2.32) egyenletek. Fiiggetlen szogvaltozonak (o, k4, 1;)

vélaszthato.

2.2.2. Impulzusmomentumok

A K, bazisvektorai a K4 bazisvektorainak x-y sikban vett —1, szogi forgatasaval allnak

els, azaz (2.23) transzformécio inverzével:

1 = cos Y,An — sin ’(/JPQN , (2.37)
m = siny,Ax 4 cos,Qn - (2.38)

A spin-iranyok K rendszerbeli (2.29) kifejezését igy atirhatjuk a K4 rendszerbe:

A

S; = sin k; |:COS (1 — ;) An — sin (¢, — ;) QN] + cos kil - (2.39)

Megjegyezziik, hogy koérpalyakon
_ 2,23, ‘
O ( Sz ) — (G/C)m nv Xi _ (Gm) Ey2zf3xi

Ly LTV Ar ) v
— 00 (P )y, (2.40)

A nagysagrendi becslés érvényes marad excentrikus palyakra is.

A késébbiek soran sziikségiink lesz még

xSk = coskg <sin XpAN — oS XpQN> — sin kg sin (¥, + xp — Vi) Ln , (2.41)

pad G A ~ A
v XSy = Lm,u COS Ky, [(cos Xp + G—N> Ay + sin XpQN:|
N mi

Ay

G cos(uy = )| B (22

mu
H sin K [cos (Yp + Xp — Vi) +
N
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kifejezésekre is, melyek levezetéséhez (2.18) és (2.21) sszefliggéseket hasznaltuk. Szintén

konnyen belathatok az alabbiak is

£-S; = sins,cos(x,+ 1, — i) (2.43)
v-S = szn /ZZ [—Gmysin (xp + ¥p — i) + Ansin (¢¥; — )] . (2.44)
N

Az L teljes palya-impulzusmomentum ARE jarulékokat (PN, 2PN), valamint SO ja-
rulékokat tartalmaz [67]:

L =Ln + Lpn + Lso + Lopn - (245)

A teljes palya-impulzusmomentumnak nincsenek SS vagy QM jarulékai [5]. Az Lpn és
Lopn jarulékok Ly iranyuak (lasd [67] (2.9) egyenletét):

Lpn = epnLn,
1—3n sv\2 Gm
on = 5 () + B S (2.46)
és
Lopn = epnLn
3 Gm ()2
y = < (1= Tn+137) ( ) ——77 (2+5m) 5 <E)
1 Gm (v\2 1 Gm\ >
—(7-1 — (=) +=(14—41n+4n?) | — 2.4
5 (7= 107 = 97%) = (C) +7 n+ ”)(czr) , (2.47)
ahol az egyiitthatok rendje
O(epn) = O()O(L,n) ,
O(EQPN) - 0(52)0(17777772) : (248)

A Newton-Wigner-Pryce spin-feltételt teljesité SO jarulék (]90] masodik (5.42) egyenle-
tében LLL kifejezése) atirhato igy!

2

Ly - 2—“2 o+ 305 [e (881
k=1
3

2
= ML ) xi {sim i [cos (2x, + v — 1) — cos (1, — )] A

403
+sin & [sin (2, 4 ¥, — ;) + sin (¥, — ;)] Qn — 2 cos /-@Z-IAJN} . (2.49)

Itt felhasznaltuk (2.3), (2.18), (2.39) és (2.43) Osszefliggéseket. A rendje

O <Li(])v ) =0 (83/2) OO (1, 7?) x; . (2.50)

LAz itt bemutatott kifejezésekhez vezetd mozgasegyenleteket harmonikus koordinatdkban vezették le.

Kovarians spin feltétel hasznalata csak az SO jarulékokban okozna kiilonbséget.
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A fenti becslésekbdl megallapithatok, melyek a dominéns tagok kis tOmegarany esetén.

A teljes J =L+ S1+S, impulzusmomentum kifejezése tehat a K4 rendszerben a
(2.39), (2.46), (2.47), (2.49) felhasznalasaval

JJ = Gm? i sin K;
2i—3 Gm 2i—3 A
X { {1/ cos (¢, — ;) — 12 (41/ + 3) [cos (¢, — ;) — cos (2xp + ¥y — @Dz)]} An
— ll/%_g sin (v, — ;) — fzr; (41/%_3 + 3) [sin (v — ) + sin (2x, + ¢y — ¢’)]] QN}

+ {LN (1 -+ €PN + 52PN

2
Z [ 202 77 (41/2@"3 + 3)} X COS /ii} iN ,
) (2.51)

Az els6 kapcsos zardjel a K rendszerben kovetkezs alaku:

{ {1/ =3 cos v + G—mn (41/%_3 + 3) [cos (2x, + 24, — 1) — cos @/},]} I

2y
Gm

2i—
+ |:V sin ¥; + 1

n (40772 + 3) [sin (2x, + 20, — ;) — sin 1/12]} rh} .(2.52)

2.2.3. Hosszusagjellegii szabadsagi fok

A (2.51) egyenlet projekcioi sszefiiggéseket adnak a szogek és hosszusagok kozott. A KCp,

rendszerben vett i, m, illetve Lx mentén vett projekciok:

Gm
4c2r

0= Z Xi Sin K; [ 273 cos ) + —=—1 (41/%_3 + 3) [cos (2x, + 24, — ;) — cos wl]} ,

(2.53)

. 2
J ‘ .
CGTS:;: _ ; i Sin K {sz sin 9); + e n (4v*7° + 3) [sin (2x, + 2, — ;) — sin 1/12]} :

(2.54)

Gm? & . G .
Jeosa= Ly (1+epy + €apn) + mn nz [1/2’3 — —mn (41/2@73 + 3)} Xi COS Kj .
c
(2.55)

Az impulzusmomentumokat tehat a bevezetett 6sszesen 14 valtozo (J, L, xi, o, Bi, G, Kiy Vi, )
jellemzi. Ezekre Osszesen 8 fiiggetlen kényszer vonatkozik, ezért 6 valtozo fliggetlen. Ezek
koziil 5 a spinek és a teljes impulzusmomentum iranyait adja meg a K, rendszerben (ezek
a, K, 1), a hatodik pedig egy hosszusag, példaul J, melyet megmarado jellege miatt
elényos valasztani.

A (2.53)-(2.55) egyenletekben az Gsszes v; fiiggés expliciten latszik. Elvben igy (2.53)-
(2.54) egyenletekbdl a v; szogek kifejezheték w;, a, 1, a tomegek és a x; spinek fligg-

vényeként. A gyakorlatban azonban ez nem konnyt, és nem feltétleniil ad egyértelmti
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eredményt. (Példaul sin); és cos); kifejezve z; = tan);/2 valtozokkal az (2.53)-(2.54)
egyenleteket masodfoku csatolt polinomialis egyenletrendszerré alakitja, mely két kiilon-
boz6 1; értéket rendelhet minden y;-hez.)

Végiil (2.55) egyenlet segitségével Ly kifejezhetd a vélasztott fliggetlen valtozokkal,
2PN pontosségig, kovetkezGképpen:

Ly = J (1 — €pN — €apN + G%N) COS &
2

Gm? . G 4
- T 77; {(1 —epn) VTP — ?Zjﬁ (4V22’3 + 3)} Xi COS K; . (2.56)

Szintén megadjuk Ly reciprokanak sorfejtett alakjat, ami 2PN rendben meglehetdsen

bonyolult (a spinekben negyedfoku):

1 1+ epn + €apn Gm? n am
I~ ]' v 5 9 4 v 3
Ly J cos o + (chosa J cos (1+epn) X 202rn( Xv + 3X+)
Gm?* \* i Gm
1 L, — —n (4y, ,
+ (chosa) J cos a {< +epn) X 2 n (4x, + 3X+)] X
am? \° b, am? \*' gt
. 2.57
* (chosa) JcosozX"Jr (chosa) JcosaX” ( )

Itt bevezettiik

2
X+ = E Xi COS Kj = X1 COS K1 + X2 COSKg ,
i=1

2

X, = Z 273y, cos k; = vty €OS Ky 4 Y2 COS Ko (2.58)
i=1

jeloléseket. A tagok rendjének becslésében segitségiinkre volt

O <Gm2> =0 () . (2.59)

CLN

Az Ly és reciprokinak 1PN pontossagu sorfejtéseiben méar csak masodfoku spin kifejezé-

sek szerepelnek:

2

L J(1 ) cos G’ E V73 cos k (2.60)
= — € — i i - .
N PN e - X
1 1+ epn Gm? i am? \’ n” o,
= Y . 2.61
Ly  Jcosa * (chosoz Jcosa * cJcosa) Jeosa\ (2.61)

A (2.46) PN egyiitthato részletes alakja (vezetd rendben)

(7—n) (GmM)Q + (1 —3n) A% +4 (2 — n) GmuAxy cos x,
€PN —
2¢2 L3
(Gmp)*

= 2ol a [(1—=3n)ef +4(2—n)ercosx, + (T—n)] (2.62)
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2.2.4. A fiiggetlen valtozok: Osszegzés

Az impulzusmomentumokat (beleértve a spineket is) jellemzd fiiggetlen valtozok a ko-
vetkezdk: (a, ki, i, J) vagy (o, ki, X4, J). A teljes impulzusmomentum J nagységa (el-
lentétben az L, Ly valtozok barmelyikével) 2PN pontossigig megmarad6 mennyiség. A
méasodik valtozo-halmaz hasznélata elénydsebb, ugyanis x; a precesszios evoliciok miatt
ugyszintén megmarad6 mennyiségek. Mitobb, a gravitécids sugarzéas is csak igen magas
PN rendben valtoztatja meg a x;-ket. (Ezzel szemben a 1; spin-azimutalis szogek, mint
késébb latni fogjuk, ugyan konstansnak tekintheték a radiélis periédus soran, azonban
a precessziok idgskalajan mar valtoznak.) A k; spin-polarszogek ugyancsak konstansnak
tekinthetk a radialis periddus soran és a precesszios idGskalan is csak gyengén valtoznak.
Hasonl6 a helyzet az a szoggel is, mely szamottevén csak a sugarzasi idéskalan valtozik

meg.

2.3. A spinvektorok evolicidja

2.3.1. Spinprecesszidok

Tetsz6leges, de alland6 tomegt, spintd és kvadrupél-momentum testek spinjei precesszios
mozgast kovetnek ([57] (39) és (43) egyenletei, [58]):

Si = Qi X Si . (263)
A szogsebesség SO, SS és QM jarulékai:

Q= Q%+ ",
G (4+3°7%)

Q% = = I
! 2c2r3 N
GS; A A
SSs 7 ~ a~
Qi = W|:3<I'SJ)I'—SJ:| s
3GM;Qi (. &)\ «
QoM = —TSLS{_Q(r.Si>r, (2.64)

itt j # 1. Az SS és QM jarulékok osszege, a (2.2)-(2.4) egyenletek felhasznalasaval

aQ ‘
Qff + oV = 7 [3@ (S5) 4 3wt H(E - S;) F — sj] . (2.65)

A kiilonb6z6 jarulékok PN rendjének becsléséhez figyelembe kell venni, hogy
O (;) — 20T (2.66)

ahol T' a radialis periodus (egymast kovets 7 = 0 fordulopontokon valé atmenetek kozti

id6 kétszerese). Azt kapjuk, hogy
O(2°) = 0()0 (L") oI,
O (%) = 0O O (V*?) ;OT™),
O (M) = 02 0 wnoT) . (2.67)
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Azaz a radiélis periddus idGskaldjahoz képest az SO precesszio 1PN effektus, mig az SS és
QM jarulékok 1,5 PN korrekciok. Mind az SO, mind az SS jarulékok tartalmaznak O (v~1)
tagokat, melyek a tomegarany csokkenésével egyiitt névekednek, azaz a kis tomegaranyok
felgyorsitjak ezeket a precesszios jarulékokat.

Mivel QZQM X Xi, & QM precesszios jarulék onspin effektusként is felfoghato.

2.3.2. Precesszidk altal megdrzott konfiguraciok

A vezet rendd SO precessziok a spin vektorokat Ly koriil forgatjak. Amennyiben my =
my, a pillanatnyi szogsebességek nagysaga is azonos és a spinek konfiguricidja megmarad,
merev forgast végezve az oszkulald palya sikjanak normalis vektora koriil.

Az SS és QM jarulékok bonyolitjak a helyzetet. Feltehetd a kérdés, hogy létezik-e olyan
spin-konfiguracio, amelyben a spinek valamely kozos tengely koriil mereven forognak?

Ez a helyzet trividlisan bekovetkezhet akkor, ha mindkét spin parhuzamos (azonos
vagy ellentétes iranyitottsagi) a newtoni palya-impulzusmomentummal, azaz S, = +In.
Ekkor SO rendben nincs precesszio, a kovetkezd rendben pedig QiQM =0és QY% x f;N,
azaz S; = 0. Igy, amennyiben a spinek merdlegesek a palyasikra, a dinamika megérzi a
merGlegességet.

Az altalanosabb lehetGség az, hogy a spinek azonos szogsebességgel kozos tengely
koriil forognak. Mivel a precesszios tengely nem egyértelmi, azaz (G/c*r3) (P; — 1) S;
jarulékot adhatunk €2; szogsebességvektorokhoz a dinamika megvaltoztatasa nélkiil, az j,
tetszdleges P; egyiitthatokat tartalmazo szogsebességek egyenlGségét kell megkovetelniink,
azaz Q) = Q5. Ennek feltétele

(v—v7)

0=
2

. _ .1
LN + {I‘ . [(]_ — Wyl 1) S2 — (1 - wll/) Sl} } r—g (PQS2 - 77181) . (268)
Amennyiben P; egységnyi nagysagi (ez azt jelenti, hogy a tengely nem esik messze Ln-
t61), a vezetd rendi jarulék (2.68) egyenlet jobb oldalan az Ln-t tartalmazo tag. Vezetd

rendben igy mo = my sziikséges. Kovetkez6 rendben pedig

Fekete lyukak esetén (w = 1) ez a PoSa = P S; feltételhez vezet, azaz a spinek egymdssal
parhuzamosak (egymassal azonos vagy elleniranyitottak) kell legyenek. Ekkor a kozos

szogsebesség

G { . R P1S1 + P2Ss
, B — — . J— —_—
Qi sl b Ln + 3(r S) r—S+ 5 )

(2.70)
ahol S = S; + So. Sem a precesszi6 tengelye, sem szogsebessége nem egyértelmii (mivel
Q! a P;-k fliggvénye), azonban az Gsszes ilyen tengely kozel all Ln-hez. (Hangsulyozzuk
azonban, hogy nincs olyan P;, mellyel pontosan L lehet ez a tengely).

Osszefoglalva, csak parhuzamos spinek precesszioja torténhet egyméssal szinkronban,
kozos tengely koriil, és ez a tengely nem kiilonbozhet tulsdgosan az oszkulald péalya me-

r6legesétsl.
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2.3.3. A spin-precesszids szogsebességek a K4 rendszerben

Felhasznélva (2.3)-(2.4), (2.18), (2.39) és (2.43) Osszefiiggéseket, a (2.64) szogsebességvek-
tor igy irhato:

Q= Q7+ o (2.71)
G(4+357%) .
! 20273 NN
QSS o G2m27’/ 2j—3 ) A
P= g Y XG[siny [3cos (¥, + xp — V) cos xp,— cos (¥, — V)] AN

+[3 cos (¥, + xp — ;) sin x,p+ sin (¢, — ;)] QN} — cos /@-IAJN} ,

QM G2m2/’7 . A 3 A
Q. = Wﬁ’)wixi sin k; cos (¢, + xp — Vi) (COS XpAN + sin XpQN> )

itt j £ .
A fejezet tovabbi részében sziikségiink lesz a kovetkezd projekcidkra

" G?m?n

Q;-An = 93,3 {v*73x; sin k; [3 cos (¥ + 2x, — ¥;) + cos (¢, — ¥))]
+3wixi sin K; [cos (¢ + 2xp — ¥i) + cos (Y, — ¥i)]} (2.72)
A G*m®n [ 4ig : :
D Qn = S (s Bsin (0, + 2, — 1) — sin (6, — )]
+3w; x; sin k; [sin (¥, + 2x, — ¥3) — sin (Y, — )]}, (2.73)
A G (4 + 305-2)
Q Ty = == )
i Ln 502, J cosa
G?*m?n %3 2j—3 3-2i
~ 533 [(4077% 4+ 3) xycos k; + v 7% (5 + 30°7%) xj cos k] . (2.74)

Szintén sziikségiink lesz

~

QxS = [(Q, : le) sin k; sin (¥, — ;) + (Qi : QN) cos "iz} AN
+ [(Ql . £N> sin k; cos (¢, — ¥;) — (
—sin k; [(Q, . AN> sin (1, — ;) + (

A~

Q- AN> CoS /{i] Qn
Q; - QN) cos (1, — wi)] In (2.75)

vektori szorzatra is.

2.4. A K4 rendszerben kifejezett gyorsulas

Perturbalt Kepler mozgas sorédn a gyorsulas

G
a= —T—Tf-JrAa. (2.76)

Kompakt, spines kettds rendszer esetén

Aa =apy + azpy +aso +ags +agu - (2.77)
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Az ARE (PN és 2PN), SO, SS és QM gyorsulas-jarulékok ismertek [67], [5]. Alabb
a Newton-Wigner-Pryce spin-feltételt teljesité SO jarulékot adjuk meg. Az (2.3)-(2.4)

egyenletek felhasznéalasaval a jarulékok:

Gm Gm 3 ) . ]
apy = —027*2 { |:2(2 + n)_T - — (1 + 37])1)2 + 57]7“2} T+ 2(2 — T])TV} , (278)
Gm Gm\”° . 15 "
apy = ,347»2{[4 (12 + 29n) < . ) (3 =)ot + oy (1= 3n)

3 e G
=513 = 4n) %0 —3(13 4n)—mv — (2+ 250+ 2?) :”2]1-

;[77(15+477)v —(4+41n+8n)G__377(3+277) } },(2.79)

2
3Ly [+ & N
WP Z VA4 3) {—2;; (En-8)E - (v x )

+32T (7 x sk)} (2.80)
= T (6858 (-89
( s2> S, + ( s )Sz} , (2.81)

agy = _3521:;?72” 23 2{{1—5( Sk) ]r+2( Sk>S } . (2.82)

A fejezetben alkalmazott formalizmus felhasznalasahoz a Aa perturbaciot kifejezziik a IC 4
rendszer{f(i)} = (AN, Qn, f;N) béazisdban, mint

3
Aa =) a;fg . (2.83)
i=1

A (2.18)-(2.21), (2.39), (2.41)-(2.42) egyenletek felhasznalasaval az a; = Aa - f(;) kompo-

nensek:

a1 = afV +ai™ +af9 +af® + o (2.84)
G’m Gm 3 . Gmu .
N = 22 { [2(2 + 77)7 — (14 3n)v* + 5777»2} cos xp — 2(2 —n)r I sin Xp} ,
Gm Gm 2 15
2PN _ 4 ‘4
aj = c4r2{[4 (12 +29n) <T) +n(3—4n)v +§77(1—377)7”
3

Gm Gm
—577(3 4m) 7#*0? —g(l?) 477)—1} — (2425 +2°) — . Q]COSXP

Gm Gy
+[n(15+477)v —(4+41n+8n)——3n(3+2n) } QTZ“Tszp},
N

G*m?n [(3Ly  Gmpu 3r
a0 = 3 {(2;17’ T In )cosxij?szp ] Z k=3 | XkCOS/ik ’
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ss _ _3Gm’n : :
A" = XX {cos K1 COS K2 COS Xp + Sin K1 Sin Ko
X [[COS (th2 — th1) — 5cos (P + Xp — 1h1) cO8 (1 + Xp — ¥2)] cO8 Xp

*ﬂﬂ%+m—%Wﬂ%—%ﬂﬂﬂ%+ﬁ—%mﬂ%—%ﬂw

3G3m3n < .

XEGEMUEW%+M—¢M—2mﬂ%—WW&,

valamint
ag = N4 aPN 4030 4 a3 + oM (2.85)
atN = % { [2(2 + n)GTm — (14 3n)v* + gm*z} sin x,
+2(2 — n)f“GITVN <COS Xp + GAn];[p) }
a2V = —%{ E (12 + 297) <G7m)2 +n (3 —4n)v* + %577(1 — 3n) 7

2
G
— ln(15 +4n) v* — (4 + 41n + 8n?) Tm — 31 (34 2n) 7'2]

3 Gm G
__77(3—477)7'»%2—3(13—4)—1) — (24 250 + 20%) 2 ]smxp
T r

2

20,2 L G ;
ago _ Gmﬁ{(?) N mu) Sinxp—%cosxp]Z(4y2k—3+3)xkcosﬁk’

c3r3 2pr Ly
k=1
55 3G3m3n . . :
@57 = = X1X2] COS K1 COS Ky SIN X, + sin Ky sin ky

x [[cos (42 — 1h1) — 5 cos (¥ + Xp — Y1) cos (Y, + xp — U2)] 5in X,
— COS (¢p + Xp — 'QZ)Q) sin (@Z)p - ¢1) — COs (@Z)p + Xp — @Z)l) sin (@Z)p - 1/’2)} } )

aM = — 33:5” Z w3y [sin X, — sin® kg, cos (¥, + Xp — V) (2.86)
X [5sin x, cos (¥, + Xp — V) +2sin (¢, — Qljk)]} , (2.87)
és
as = a3 +a5° +a¥™M (2.88)
ago = G;Z:i?? i (4y2k_3 + 3) Xk SiN K

x{%?F“%wm—mw—Ncmwfww—%#“%+“‘w%’

mu
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SS 3G3m3n . ‘
as = —WXD@ [cos K1 Sl K9 COS (wp + Xp — 1/12) —+ COS K9 SIn K1 COS (wp + Xp — 1/,1)] ’
2
@M = — 2047“4 Z X; sin 2k cos (Y, + Xp — Ur) -

k=1

Ahhoz, hogy 7, 7, v? és Ly a valasztott valtozokban jelenjenck meg, fenti egyenletekbe
még behelyettesitendsk (2.19)-(2.20), (2.22), (2.60) és (2.61) egyenletek.

2.5. Altalanos perturbald erd hatasai

Az alfejezet Osszes aldbb levezetendd eredménye tetszGleges perturbald erd esetén érvé-
nyes. A 2.4 alfejezetben levezetett a; egylitthatokat helyettesitve az eredményekbe, 2PN
pontossagu, vezet§ rendd SO, SS és QM jarulékokat tartalmazo explicit kifejezésekhez

jutunk.

2.5.1. Kepleri mozgasallandok

A kepleri mozgésélland(’)k EN = ;w2/2 — Gm,u/'r LN = ur x v és Ay = v x Ly — Gmut

c s

Ey=uv-Aa, (2.89)

Ly = pr x Aa | (2.90)

Ay = AaxLy+vxLy
= pl2(v-Aa)r—(r-Aa)v—(r-v)Aa] . (2.91)

Az r és v-nek a K4 bazisban valo (2.18)-(2.21) felbontésat, az egységnyi tomegre hato

perturbalo erd (2.83) felbontasat, majd tetszéleges V idGderivaltjara vonatkozo

. N d ~
A\ :VV—l—V%V (2.92)
Osszefliggést hasznalva, a kovetkezs kifejezésekhez jutunk, melyek megadjik a kepleri

mozgasallandok nagysaganak valtozasat:

. 2 Ay + G
By = —a O G gt AN Gmpcos,)
LN LN
: Ay + G
Ay = asLy + (agcosy, —ajsinx,) i N+L MLC0S X ) ,
N
Ly = (azcosx, — a;siny,)ur . (2.93)

Az iranyok valtozésara a kovetkezst kapjuk:

d - L G A .
%AN = [—al Ai + LZLXNT sin x, (ag cos x, — a; sin Xp)} QN—ag% sin x,LiN ,
d - . R
—Ln = (lgLT (sin XpAn — cos XpQN> , (2.94)
dt Ly

itt  (2.19) Osszefliggés segitségével irhato at a y,, valodi anomaliara.
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2.5.2. Radialis a, félnagytengely és e, excentricitas

Az A% = (Gmp)*+2E L% /p kényszert a (2.93) evolucios egyenletek megérzik, igy csak két
egyenlet fiiggetlen a harombol. Tetsz6leges palydk esetén ezek atirhatok a p, = L3, /Gmy?
paraméter és e, = An/Gmpu excentricitasra vonatkozo egyenletekké. Kotott palyak esetén
p, helyett az oszkulalo ellipszis a, = p,/ (1 —e?) = LA /Gmu?* (1 —e?) = —Gmu/2EyN
félnagytengelyét vezethetjiik be, igy az (a,, e,) paros fejlédésére vezethetiink le fejlsdés-

egyenleteket. Ilymodon kapjuk a kovetkezs két Lagrange planetdris egyenletet:

: 2a;/” :

a, = G (1= ) [—aq sin x, + a2 (e, + cosx,)| (2.95)

a, (1 —e?) V2 q, (1 + 2e, cos x, + cos® x,) — a1 (e, + cos x,) sin x,
Gm (14 e, cosxy)

.(2.96)

Felhasznaltuk a (2.19) valodi anomélia paraméterezés oszkulalo ellipszis palyaelemekkel
kifejezett

a, (1 —e?)

r =
1+ e, cosx,

(2.97)

alakjat.

2.5.3. A nem-inercialis K4 rendszer

A (2.94) egyenletek atirhatok precesszios egyenletek formajaba a Qn = Ln x Ay, Ly =
—Qn x Ay helyettesitéseket hajtva végre az elss, valamint az An = QN x L, Qn =

c s

dulva szamolhat6 a Qn idéderivaltja is. Kovetkez6t kapjuk:
f.‘(i) = QA X f(i) s (298)

ahol a szogsebesség-vektor

GmuPrsiny, | -

7 COS Xp o 7 Sin Y, A L .
Qy = a3uAN+a3uQN_ a1—N + (a1 sin x;, —ag cos X,)
LyAn

LN LN AN
(2.99)

Ezzel meghatéaroztuk a nem-inercialis X4 rendszer idéfejlédését. Eszrevehets, hogy (1)
amennyiben az = 0 (nincs a mozgéas sikjabol kifele mutato perturbalé erd), a mozgas sikja
(azaz iN) megmarad, kozben pedig Ay és Qn az L koriil precesszal; (2)haa; =a; =0
(mozgas sikjara merdleges perturbélo erd), az AN 6s Qn egymas koriil precesszal, mig
ﬂN az r koril.

Az Q4 PN rendje O (Q4) = 20 (a;/c). Felhasznalva a; (2.84)-(2.88) alakjat,



AvTALANOS PERTURBAIQ@RPRAB s A 1 29

valamint (2.66) becslést, megkapjuk a kiilonb6z6 jarulékok PN rendjét:

)
O (27)

o) -

2.5.4. A x, valédi anomalia

0 (Q2y") = 0()o1no(T),

O (@) = 0()o(Lun)oT™),

(Qio - 0 53/2) [io(l’ 2k 3)X (’)(T’l),
o k=1
@

or1 . (2.100)

Mivel az{f(i)} bazis a mozgas sikjaval és a periasztronnal egyiitt fejlodik, az r = 2'fj;)
helyvektor [melyben z' (2.18)-bél olvashato le] a v = @'f(;) + xif(i) = &'z + 2'Qa x £

modon valtozik. Felhasznalva
it =7 cos X, — TXpSin Xy i? = 7 sin x, + X COS Xp i* =0 (2.101)
Osszefliggéseket, a kozvetlen szamolés
Ly = pur? [Xp + (QA : IZNﬂ I (2.102)

kifejezéshez vezet. Innen meghatarozhato

) A Ly
X + (QA : LN> =5 (2.103)

A megfelels newtoni kifejezéshez képest az €24 precesszios szogsebesség L menti kompo-
nense ad 4j tagot. A levezetett (2.103) Osszefiiggés jelentGsége abban &ll, hogy segitségével
az id6derivaltak y, szerinti derivaltakka alakithatok. Igy a (2.93), (2.95)-(2.96) egyenletek
kozonséges differencidlegyenletekké alakithatok.

Hasonl6é modszerrel levezethets v2, melynek segitségével

2

72+ r2y? Gm - r & )2
p( X)) My, <QA.LN> JJLT (QA.LN) L (2.104)

Ey = 5

A (2.103) egyenlet segitségével ebbdl eldall az

2FE 2G L2
7‘,2 — N + m _ 2N2 (2105)
1Y T uer

radidalis egyenlet. Figyelemremélto, hogy a precessziokbol szarmazo 6sszes jarulék kiegy-
szertisodott és a Kepler mozgas radialis egyenletét nyertiik vissza. Ez azért nem meglepd,

mert az Fy, Ln az oszkulalo ellipszis dinamikai mennyiségei.
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2.5.5. Az I felszallé csomd

A felszallo csomo (2.37) kifejezésének idéderivaltja

ds S A d « . d o
%l = — (sm Y AN + cos prN> + cos wp%AN — sin waQN

— o5ty (R — Ul ) x Ax = sints, (24— dyL ) x Qn

- (QA - zj;pIZN) 1. (2.106)

Hasonldé modon, az m idGderivaltja

d ' N dy d -
—m = 1, (Cos YpAN — sin z/JpQN> + sin wpaAN + cos %EQN

dt
— costy (R — ) x Que +sinty, (24— Gy ) x An
- (QA - ;prZN) X 1 . (2.107)
Mit ahogy az varhato volt, az 1és i az
Q= Q4 —Y,Ln (2.108)

szogsebességgel precesszal.

2.6. Az Euler szogek fejlédése

Az el6z6 alfejezet eredményeibdl kiindulva levezethets az Euler szogek idéfejlédése is.
El6szor vegyiik észre, hogy a 1, = arccos (i . AN> periasztron argumentum kifejezésébdl

kiindulva a (2.98) és (2.106) Osszefiiggések felhasznéalasaval azonossaghoz jutunk.

2.6.1. Az « inklinacid

c sz

radasat [62], valamint az Ln precesszidjara levezetett Osszefliggést, kapjuk, hogy

a d - - A A - -
—sinaa=J-Z Ly =T (QA x LN> — Q- (LN X J) — sina 1, (2.100)
vagyis
P UL IC R O (2.110)
Ly
2.6.2. A felszall6 csomé —¢,, hossza
A (2.13) Osszefliggés felhasznalasaval
(bn — _a3,wr Sin (wp + Xp) ) (2111)

Ly sina

Mint ahogy az varhat6 volt, mind az inklinaci6, mind a felszall6 csomdé hossza csupan a

pélyasikra merdleges perturbal6 eré hatasara valtozhat.
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2.6.3. A periasztron ¢, argumentuma
A (2.14) és (2.111) Osszefiiggesek felhasznalasaval ¢, + x, fejlédésére kapjuk, hogy

. . Ly prsin (Y, + xp)
= — — . 2.112
Yr X pr? “ Lytana ( )

Ismét csak a perturbalo eré Ly menti komponense ad jarulékot. A (2.112) és (2.103)

Osszefiiggések megadjak a harmadik Euler szog fejlédését:

prsin (¥, + xp)

Qq-Ln — ¢, =
a-bn =4 =as Lytana

(2.113)

A baloldal pontosan €2, - ﬂN. Felhasznélva €2, ilymodon elallt ﬂN menti komponensének
alakjat, expliciten felirhatjuk €2, kordbban meghatéarozott (2.108) kifejezését. Az 16s m

egységvektorok precesszios szogsebessége tehat

sin (Y, + Xp) »

Q; = agﬂ coS XpAN + sin XpQN + Ln| . (2.114)
tan o

Ly

A szogletes zardjel elsé két tagja nem mas, mint . Amennyiben nincs palyasikra meréleges
perturbalo erd, 1 és 1h valtozatlan.

A 1, fejlodését megado egyenlet részletesen

. L ) Gmyu®rsin rsin (¢, + x
@Z)p:—al—N—(alslnXp—agcosXp) o Ld —agu (¥ + X) .

n InAn (2.115)

Lytan o

Az (2.110), (2.111) és (2.115) egyenletek Lagrange planetdris egyenletek a szogjellegii
péalyaelemekre. A (2.103) egyenlet felhasznalasaval az idGderivaltak ismét x, szerinti

derivaltakka alakithatok, igy kozonséges differencidlegyenletekké valnak.

2.7. A spin-szogek fejl6dése

2.7.1. A k; spin polar szogek

A k; = arccos (Sl : fJN) spin polar szogek a (2.63) spin-precessziok és az Ln fejldése

miatt valtoznak:
—Sil’l/'il' KJZ = (QA X ]:N> 'gi -+ ]:N' (Ql X S1> = (QA — Ql) . (i‘N X gl) . (2116)

A spin (2.39) kifejezésébdl kapjuk, hogy

I % §; = sin #; [sin (¥ — ) An + cos (¢, — ) QN} , (2.117)
gy
K = (Qi . AN) sin (¢, — ;) + (Qi . QN> cos (Y, — ;) — ag% sin (¥, + xp — ¥i) -
(2.118)

A spinek palyasikhoz viszonyitott iranya nem valtozik, ha a perturbald erd a palyasik-

ban talalhatéo (a3 = 0) és a spin-precesszios tengely Ln. Utobbi feltétel teljesiil az
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SO precesszio esetén, de az SS és QM korrekciok esetén méar nem |kivéve, ha a spi-
nek merdlegesek a palyasikra, amikor az = 0, lasd (2.88), azaz k; = 0]. A fenti és
az < O (83/ 2) észrevételbdl, valamint a (2.67) becslésekbdl kiindulva altalanos esetben

elmondhato, hogy
O (k) = O () O (n) [wixi + O (V) x; ]O(T ) . (2.119)

2.7.2. A spinek v relativ szoge

A v = arccos (Sl : SZ) idéderivaltja a kovetkez6t adja
Csiny 4= (1 — Q) - (él x S2> . (2.120)

Amennyiben a spinek parhuzamosak (azonos vagy ellentétes irannyal), S; xS, =0, igy
4 =0, a tomegaranytol fiiggetleniil.
Altalanos esetben (Sl X gz) - §; = 0 felhasznalasaval kapjuk, hogy

C2T3

el siny 4 = <(V_TV1)LN + {f‘ [(l—wgy_l) Sy — (1 —wyv) Sl} } f‘) . (Sl X S2> )
(2.121)
Egyenls tomegti (v = 1) fekete lyukak (w; = 1) esetén 4 = 0, a spinek iranyatol fiiggetle-
nil.
A (2.39) felbontas felhasznalasaval kapjuk, hogy
S; xS, = [cos K1 sin Ko sin (1, — 1bg) — sin Ky cos Ko sin (¢, — ;)] Ax
+ [cos K1 sin ke €os (¢, — 1h9) — sin Ky cos ke cos (1, — 1) Qn

+ sin k1 sin Ko sin (Yo — ) Ln , (2.122)
igy

(Sl X SZ) ‘T = coskysinkgsin (¢, + xp — ¥2) — sin Ky cos ke sin (¥, + xp — Y1)

(gl X S2> ‘Ln = sin Ky sin kg sin (e — 1) . (2.123)
A (2.121) egyenlet tehat
2.3 _ -1
_3CGZN siny 4 = (v 21/ ) sin k1 sin Ko sin (g — 1)
1 52 . Sl .
+ | (1 = wor™") —=sinky cos (¥ — 1h2) — (1 — wyv) — sin Ky cos (Y — 1)
LN LN
X [cos Ky Sin kg sin (1) — 1hg) — sin Ky cos ko sin (Y — )] (2.124)

alakban is frhaté. Ezen az alakon is konnyen ellenérizhets, hogy a spinek kozti szog
megmarad egyenls tomegi fekete lyukak esetén.
A fenti észrevételbdl, (2.120) 6sszefiiggésbdl és a (2.67) becslésekbdl kapjuk, hogy

O(H)=0()o @) or). (2.125)

Tehat a v szog a k; szogeknél gyorsabban valtozik.
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2.7.3. A spin 1); azimutalis szogei

A (2.29) osszefiiggésbdl ¢; = arctan [(fn : g,) / (i . S1>] (a k; = 0,7 és Y, = 7/2,31/2
esetek kivételével). Altalanos esetben kapjuk, hogy

A

2N (3a) - (w T a3\ &
(1 + tan? ;) ¥ (1-si) - (m—tan¢,1)-dtsl+ (dtm—tanwldtl) S, (2.126)

Felhasznélva, hogy 1 6s h az Q. koriil, mig S; az O koriil precesszal:
Wy sin iy = (cos Yy — sinz/;ﬁ) : [(Qi — Q) x s} . (2.127)

Felhasznalva (2.37)-(2.38) egyenleteket

Ui sin k; = [sin (¢p — i) An + cos (¢p — i) QN} . [(Ql —Qp) x Sl] , (2.128)
ahol ©; x S; vektori szorzatot (2.75) egyenlet adja és
Q. xS = agg—; { E;I;Z sin (1, — ¥;) sin (¢, + xp) + cos k; sin Xp:| An
sin k; . A
S s (1 — ) sin (4, + ) = cosr cos |

—sin k; sin (Y, + xp — i) I:N} . (2.129)
A behelyettesitések utan kapjuk, hogy

di = (@-Tn)+ (2 Qu) sin (1 — ) — (- A ) cos (1, — )| cot

—agg—r [cot asin (¢, + X;p) — cot k; cos (xp + Vp — Ui)] - (2.130)
N

Ezzel levezettiik az Osszes spin-szog fejlédésegyenletét.
A (2.130) fejlsdésegyenletet Osszevetve az (2.67) becsléssel:

@ (1/1) —0()O(1,)OTY) . (2.131)

2.8. Specialis konfiguraciok

A gravitacios sugarzas impulzust is elvisz a rendszerbdl. Abban az esetben, ha ez eléggé
aszimmetrikusan torténik, az impulzusmegmaradas értelmében az 0sszeolvadas soran ke-
letkez6 j kompakt objektum ellenkezd iranya impulzushoz jut. Konfiguraciotol fliggéen
ez a hatas [76] jelentGs lehet, akar a végs6 fekete lyuk galaxisbol valo kilokGdéséhez is
vezethet. Az irodalom kiilon targyalja a precesszio-mentes (k; = 0) [78| és precesszald
(altalanos k;) eseteket. A precesszalod esetek koziil a mozgas sikjaban fekvs, egyméssal
elleniranyitott konfiguracio kitiintetett, mivel ebben a konfiguracioban talaltak a (bezuha-
nas korszakéara vonatkozo) numerikus szimulaciok maximalis kilok6dési sebesség értékeket

7).
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A fejezetben bemutatott formalizmus segitségével megvizsgalhatjuk, hogy e konfigu-
raciot megérzi-e a konzervativ dinamika a bespiralozas korszakaban.

A palyasikban fekvé spinek esetén x; = w/2. Némi atalakitas utéan a (2.118) egyenlet
igy irhato:

. G*m?*n e) ss QM
fio= (K50 + K55+ K2V (2.132)
) 2
Sin +
KiSO _ (wp Xp — Z k=3 4 Yi
1 + =L L COSXp 1
{2 cos (V¥ + xp — V) —|— [2 cos (Y, — ) — 3sin xpsin (Y, + xp — Ui)]|

K7 = %73 [3sin (29, + 2x, — wi - wj) +sin (¢ — ¥i)] ,
KM = Bwxisin (24, + 2x, — 2¢4) -

A K59, K55 K@M jarulékok valamennyien azonos rendtek. Altaldnos esetben f; nem
nulla, még az igen specialis korpéalyan mozgo (Ay = 0), egyenls tomegi (v = 1), maximalis
spini (y; = 1) fekete lyukak (w; = 1) esetében sem, amikor

G*m?n

c3r3

[2sin (29 + 2x, — 20i) + 28in (24 + 2xp — ¥ — ¥5) + 3sin (¢ — ¥y)]
(2.133)

Tehat altalaban a mozgas sikjaban fekvs spinek konfiguracidjat nem 6rzi meg a dinamika.

/"il':—

Azonban a mozgas sikjaban fekvs (k; = m/2), egyenld toémegd (v = 1), egyenld spin-
nagysagi (x2 = x1), elleniranyitott (v; = ¢; + ) fekete lyukak (w; = 1) esetében

as = 0 s
G2
Q AN - 03T3 Xl COs (¢p - wl) 9
G2 2n )
Ql QN == - 03T3 Xl s (djp ’lpl) 9
- G
Q- -Ln = chosa : (2.134)

igy (2.118) értelmében i; = 0 (az SO jarulék elttinik, az SS és QM jarulékok kiejtik
egymast).

Most mar csupan azt kell megvizsgalnunk, az elleniranyitottsagot megérzi-e a dinami-
ka. Egyrészt (2.120) egyenletb6l mar belattuk, hogy az egyenld tomegii fekete lyukak kozti
sz0g megmarad. Filiggetlen megerdsitésként a3 = 0 az (2.129) egyenletben €25 x S, =0
feltételhez vezet, mig (2.75) Gsszefliggésbol

A G , N .
Q; x S; = WJCOS(I sin (¢, — ;) AN + cos (¢, — ;) QN] (2.135)
kovetkezik. Igy (2.130) értelmében
- G
v = 262T3JCOSQ . (2.136)

Mivel a jobboldal nem fiigg az ¢ indextsl, mésodszor is belattuk, hogy a spinek elleniranyi-

tottsdga megorizhets. A (2.53)-(2.54) kényszeregyenletek szintén trividlisan teljesiilnek.



OSSZEFOGLALAS dc_223_1 1 35

Tehat az egyenld tomegii, eqyenld, de elleniranyitott, a mozgds sikjaban fekvd spinid
fekete lyukak konfigurdciojat a vezetd rendd SO, SS és QM jarulékokkal kiegészitett kon-
zervativ PN dinamika meqgdrzi a bespirdlozds sordn.

Felhasznélva a (2.55) egyenletet

. G
1/%‘ = 202T3LN <1+€PN+€2PN> y (2137)

ahol az egyiitthatok az egyenld tomegt esetben

1 /v\2 13Gm
- (2 == 2.138
PN 8 (c) + 4 c2r’ ( )
3 /N4 13Gm [(7\® 63Gm [v\2 Gm\”
= = (D) - =2 (D) 22Tl =)0 (21
2PN 128 (c) 32 ¢?r <c> * 32 r (c) + <02r> (2.139)

2.9. Osszefoglalas

A kompakt spines kettds rendszer fejlédését egy J teljes impulzusmomentumhoz és tetszo-
leges %X tengelyhez kapcsolt inerciarendszerben harom Euler szog (o inklinacio, felszallo
csom6 —¢,, hossza, periasztron v, argumentuma), az oszkulalo ellipszis alakjat megha-
tarozo a, félnagytengely és e, excentricitas, valamint a spinek k; polar és v; azimutélis
szogei adjak meg. Ezen beliil a teljes-, newtoni palya-, és két spin-impulzusmomentum
geometridja 5 szogvaltozoval jellemezhets (inklindcid, spin polar és azimutalis szogek),
melyekhez a teljesség kedvéért hozza kell venni egy skalazé mennyiséget, a teljes im-
pulzusmomentum J nagysagat (mely a konzervativ dinamika megmaradd mennyisége).
Tovabbi (konzervativ dinamikdban megmarado) fizikai paraméterek az m; tomegek, a w;
allapotegyenlet-paraméterek és a y; dimenziotlan spin-nagysagok. Utobbiakat a (2.53)-
(2.54) kényszerek kapcsoljak Gssze a tobbi valtozoval.

Az 6sszes emlitett valtozonak a vezets rendd SO, SS és QM jarulékokkal kiegészitett
konzervativ PN dinamika szerint torténd idéfejlédését tartalmazo egyenletet megadtam
a masodik PN rendig bezarolag, ezek (2.110), (2.111), (2.115), (2.95), (2.96), (2.118),
(2.130). A (kepleri moédon értelmezett) x, valodi anomalia fejlédését megado (2.103)

d Ly . d
(0, TN ) — 2.140
dt </ﬂ‘2 4 N) dxp ( )

valtozocsere segitségével az egyenletrendszer atirhaté y, szerinti fejlédésekre. gy az

egyenletbdl kévetkezd

(a, Yy, ay, €, Ky, ;) valtozokra vonatkozo elsérendd kozonséges differencidlegyenletekbdl
dallo zart rendszer all el6 a x,, figgetlen valtozoban. A ¢, evolicidja lecsatolodik a rend-
szerr6l, valamint a spinek kozti v szog evolucidja is kovetkezmény.

Egyenls tomegt fekete lyukakbol allo kompakt kett&sokre bebizonyitottam, hogy a
vezetd rendd SO, SS és QM jarulékokkal kiegészitett konzervativ PN dinamika értelmében:

(a) a spinek kozti szog allando,

(b) a parhuzamos (azonos vagy ellentétes iranyitottsagi) spinek esetén létezik olyan
(idében valtozo, nem egyértelmien meghatéarozott) tengely, mely koriil a két spin mereven

forog,
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(c) elleniranyitott, azonos nagysagu spinek mozgas sikjaban vett konfiguracioja meg-
marado (a spinek azonos szogsebességii 1PN precessziot végeznek a mozgas sikjaban).

Utobbi eredmény jelent&sége az, hogy amennyiben a fenti konfiguracié barmely oknél
fogva eldall, a bespiralozas soran a dinamika ezt megdrzi és a fekete lyuk kettds a (nu-
merikus futtatdsok eredményei szerinti) maximaélis kilok&dést biztosité konfigurécioban

érkezik a bezuhanas szakaszaba.
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3. fejezet

Szekularis spin és kvadrupél gravitacios

sugarzasi veszteségek

A 3.1 alfejezetben a gravitacios sugarzas altal a kettds rendszerbdl elvitt energia szamo-
lasat vazolom fel. Ismertetem a modszert, a valtozokat, majd a radialis periddus mentén
valo atlagolast. A szekularis energia-veszteségekhez adott SS és QM jarulékokat a 3.2
alfejezetben adom meg. A 3.3 alfejezet tartalmazza azt a fontos eredményt, hogy a vé-
lasztott pontossigig a spin vektrorokat a gravitacioés sugarzas nem valtoztatja meg. Az

eredmények Osszefoglaldsat a 3.4 alfejezet tartalmazza.

3.1. Az energiaveszteség szamolasa

3.1.1. Gravitaciés sugarzas

Gravitacios sugarzas akkor keletkezik, ha a kettSs rendszer I témeg-kvadrupol momen-
tuma idében linearis vagy négyzetes rendtdl eltérGen valtozik. A gravitacios sugarzas altal
elvitt energiat az Einstein altal levezetett kvadrupol formula adja:
@ — _E 1®)is 7(3)ij (3_1)
dt 5cP 4= ’

Zh]
ahol a zarojelbe tett szam az idGderivalas rendjét jeloli. A rendszer

)STF (3.2)

1 ]\fj =l (:Ui:cj
kvadrupol-momentuménak szamolasakor az STF szimmetrikus, spurmentes részt jelol.
Az impulzus és impulzusmomentum gravitacios sugarzasat hasonlo kifejezések adjak meg.
A vezetd rend folott a veszteségekbe magasabb tomeg-momentumok is belejatszanak (pél-
déaul az oktupol-momentum), valamint az tn sebesség-multipl momentumok is, kezdve a
sebesség-kvadrupol jarulékkal [67]. Mivel az x? koordinata masodik idéderivéltja inercia-
rendszerben gyorsulas-komponens, a 2.4 alfejezetben ismertetett Gsszes jarulék szerepet

kap benne. Igy a veszteségeknek lesznek SO, SS, QM részei.

37
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A kvadrupol-formula vezets rendben 2.5 PN rendd veszteségekhez vezet:
1 dE (G/c®) (ur? T3 Gm c? s .
R = = _ —_— T
O (E dt ) ,uv2 O C2T O ’U2 O C5T5 O (?7) O ( )
= 0@ omo (T .

Ehhez képest az SO, SS, QM gravitacios sugarzasi jarulékok tovabbi 1,5 PN, illetve 2PN
renddel kisebbek. Az SS és QM sugarzasi veszteségekrsl elmondhatjuk példaul, hogy 2PN

sugarzasi rendben vagy 4,5 PN abszolat rendben jelennek meg.

3.1.2. Az energiaveszteség szamolasahoz hasznalt dinamikai valto-
zok

Azoknak a valtozoknak gravitacios sugarzas miatt torténé megvaltozasa érdekes, melyek-
nek nincs szekularis konzervativ valtozésa. Ebben az esetben ugyanis a vezeté rendd
evolucid a gravitacids sugarzas miatt bekovetkezd disszipacid. Az el6zd fejezetben ismer-
tetett konzervativ dinamika értelmében a megmarado6 valtozok: a, (vagy Ey), e, (vagy
An), J, K; lesznek.

Az el6z6 fejezetben hasznalt (a,, e,) vagy (Ey, Ay) valtozok helyett a korai [3], [4],
[5] munkainkban levezetett disszipativ veszteségekben az (E, L) valtozok szerepelnek.
Itt L az SS és QM jarulékok miatt meg nem maradé pélya-impulzusmomentum vektor
nagysaganak szogatlaga egy radialis periodusra [3]. Szintén bevezettem az (E, L) mennyi-
ségekhez tartozo kepleri ellipszishez tartozé Laplace-Runge-Lenz vektor-hosszat, A-t. Az
eredmények ismertetéséhez sziikséges tehat megadni az atjarast a valtozok kozott.

Ez a dinamika tanulményozasan keresztiil valosithaté meg. Az oszkulalo ellipszis Fy,
Ly dinamikai mennyiségei nem maradnak meg a mozgas soran. Mint azt a [62] forrasban

belattak, a rendszer
FE = En + Epn + Eapy + Eso + Ess + Equ (3.3)

Osszenergidja azonban megmarado, hasonléan a J teljes impulzusmomentumhoz.
A (2.6), (2.16) és (2.17) egyenletekbdl szarmaztathato:

2 ZEN 2G'm

vt o= . + panl (3.4)
2By  2Gm L3

P N TN (3.5)
W r wAr

Az (3.5) radialis egyenletben szereplé Ey, Ly mennyiségeket a dinamikat jellemzé F, L
mennyiségekkel fogom kifejezni. Ennek el6nye, hogy F megmarado6, L-bél pedig szar-
maztathatd egy megmarad6é mennyiség, ahogy azt a kdvetkezékben latni fogjuk. El6tte

azonban expliciten bemutatom a kétféle valtozoparos kapcsolatét.

Az energia és a palya-impulzusmomentum négyzetének explicit alakjai

Az el6z6 fejezetben megadott gyorsulasokkal ekvivalens Lagrange fliggvényekbdl szarmaz-
tathatok a megfelel§ energiajarulékok (a PN és a 2PN a [67] munkaban, az SO (Newton-
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Wigner-Price féle spin-véilasztas mellett) a [73] munkaban, az SS a [3] és a QM a [5]
munkakban szerepel)!:

3 vt o1 Gm v?
E = 2{_ 1—3n)— + = bl
PN He 8( 77)64+2<3+77) 2, 2
nGmr* 1 (Gm 2}
e 3.6
+202T02+2<02r ’ (36)
5 6
Espy = pe {16 (1 =7+ 137" )
3 Gmrt
20 (1 —3p) 22
8 ( 77) cr ct
1 Gm vt
— (21 — 23 27
_'_8 ( n— n ) 2T C4
1 Gm\? v?
— (14 =5m+4*) | — | =
+8( n+n)<02r) c?
n Gmv?r? 1 am\*®
Ta—1m) =22 — 224 15p) [ ==
+4( n) c2r 2 4( +15m) c2r
1 Gm\~ 72
= (44697 + 121 } 3.7
3 (4+ 69+ ?7)<cr) 5 (3.7)
Eso = 0, (3.8)
G3m?
E¢g = — 264;7le{i&cosmcos#q—cos*y
—3sin £y sin Ky cos (2x, — () } (3.9)
_ 2. 24—
Eou = — 204r3 szX,
x [1 —351n Kicos’(yp — G)] - (3.10)
Innen kapjuk, hogy
En = E — Epy — Espy — Eso — Ess — Eor . (3.11)

A péalya-impulzusmomentum jarulékait (2.45)-(2.49) osszefiiggések adjak meg. Ezek
kozil az SO jarulékot a ¢; = ; — 1, jelolésekkel egyszertibb alakra frhatjuk:

C2m3n? _ )
pywe . _ZTN (41/2’_3 + 3) Xi [COS ki LN
2c3r =
+sin k; sin (xp, — G) (sin XpAN — cos XpQN)} . (3.12)

A 2. fejezetben mar sz6 volt arrdl, hogy a teljes péalya-impulzusmomentumnak nincsenek

SS és QM jarulékai. Nagysaganak négyzete:

L2 == (1 + 2€PN + 62PN + 262PN) L?V - LN

2m3n? 2 '
Z (40772 4+ 3) xscosk; . (3.13)
i=1

1Az 1PN és 2PN jarulékokba visszairtam G és ¢ mennyiségeket. Az SS és QM jarulékok 3] illetve
[5] forrasokban talalhaté x valtozdja helyett itt x, szerepel, mivel vezetd rendben ezek megegyeznek. A
o valtozo jeldlése itt 1, és 0; = 2 (1o — ;) helyett —2(; véltozo szerepel, valamint (1) = (1 + Ca.
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Ebbdl sorfejtéssel kapjuk, hogy

G*m3n*L

2
. Z (4y2i_3 + 3) Xi COS K; . (3.14)

i=1

Ly = (1 —2epn + 3epy — 2e2pn) L +

3.1.3. A palya-impulzusmomentum nagysaga

A fejezet tovabbi részében az egyszertiség kedvéért a vezetd rend mellett csak a spin és
kvadrupdl tagokat tartom meg. Ez teljes mértékben elégséges a célul kittizott spin és

kvadrupdl energiaveszteség jarulékok szamolasahoz.

A palya-impulzusmomentum nagysaganak fejlédése

Az (2.63)-(2.64) spinprecesszios egyenletekbdl és a teljes impulzusmomentum megmara-
dasbol szarmaztathato a palya-impulzusmomentum fejlédése, valamint nagysaganak evo-
licidja, az L =L - L Osszefiiggés szerint. Mivel mind a spin-, mind a kvadrupél jarulékok
vezetd renddiek a maguk nemében, a projekcié képzésekor L az Ly vektorral helyettesit-
hetd:

2
L == _]:N‘ (Sl+82> :—ZfiN'(Qi X Sl)
i=1

[\

2

— TZ 1 Z V70X sin gy [— (Qi : AN) sin ¢; + (Qi : QN) Cos C}} . (3.15)

Q

Az utolso lépés a (2.75) egyenletbdl a (; = 1 — 1, jeloléscserével és (2.3) felhasznala-
saval kovetkezik. A szogsebesség-projekciokat (2.72)-(2.73) egyenletek adjak meg, ezek
felhasznélasaval kapjuk, hogy:

. 3G3m4 2 ' ' ‘
L = TanIX2 Sin K1 SIN Ko SIn (2Xp — §(+))
G3
5 T;) Z VP wx sin® wy sin (2x, — 2G;) (3.16)
ctr

Ez pontosan az SS és QM esetekben megadott véaltozasok Osszege. (A megfelel jelolés-

cserék utan a [3] munka (2.20) és a [5] munka (2.12) egyenleteinek Gsszege.)

A radialis periddus felett atlagolt palya-impulzusmomentum nagysag
Az L(x,) pillanatnyi palya-impulzusmomentum a (3.16) egyszerd integralasaval kaphato
meg:

Lt
p

Itt Lo = L(0) és elegends az Gsszes mennyiség nulladrendii részét venni az integralban
(hiszen az mar énmagaban is perturbaci6). Igy a korabban megadott (2.103) fejlGdés-

egyenletbdl dt/dy, = pr®/Ly, ahol Ly allando, mivel csak vezets rendben sziikséges. A
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(2.19) paraméterezés felhasznalasaval kapjuk, hogy:

3G3mon?!

L(Xp) = Lo+ 173 X1X2 Sin K1 Sin Ko

c*Lyy
Xp .
X / (Gmp + Ap cos x,) sin (2Xp — C(Jr)) dx,
0
3G3m
+2C4T Z VQZ lez Sln K
Xp
< [ Gt Ay cosg)sin (v, — 26)
0

G3m6 4
= Lo+ 2CélﬁXle Sin K1 SiN Ko [@ (Xp§ <(+)) -6 (0§ C(Jr))]

2
4c4L3 ZVZ’ wi?sin? k5[0 (1 2G) — ©(0:2¢)] ,  (3.18)

ahol
O (y;2) = —Ay [cos (3y — x) + 3cos (y — x)] — 3Gm?n [cos (2y — 7)] . (3.19)

Az igy levezetett pillanatnyi L (x,) — Lo a [3| és [5] munkdkban megadott jarulékok
osszege. Belathato, hogy L (0) = L (27) = 0, vagyis egy radialis periodus elteltével a
palya-impulzusmomentum nagysaga ismét eredeti értékét veszi fel, annak ellenére, hogy a
radialis periddus sorén értéke valtozik mind az SS, mind a QM jarulékok miatt. Vezessiik

be a palya-impulzusmomentum nagysaganak szogatlagat:

B 1 27
L=— L dx, . 2
5 Loy, (3.20)

Ehhez hasznaljuk ki, hogy nulladrendben:
1 2

oy [© (xp;z) — © (0;2)] dx, = (4AN + 3Gm*n) cosz (3.21)
0

igy

_ 3 644A 3G 2
I LO+Gmn( ~N + 3Gm?*n)
2¢4L3;

X1X2 Sin K1 Sin K2 €oS ((4)

3mbnt (44 2 2 A
L Gmy” (44 + 3Gm n)zyzz_

1AL 3wixf sin? k; cos (2¢;) - (3.22)

A pillanatnyi palya-impulzusmomentum nagysag

Vegyiik észre, hogy az elsérendd tagokban Ly = Lo = L, valamint Ay = A cserék
végezhetsk. Itt

A:(sz,u -

2b LQ) " (3.23)
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az E és L altal meghatdrozott kepleri mozgas Laplace-Runge-Lenz vektora. Az L (x,)
palya-impulzusmomentum nagység pillanatnyi értéke tehat felirhaté az atlagolt mennyi-

ségek segitségével is, mint

L(x,) = L+6L
(;3Tn6n4

oL = lexg sin K1 sin ko © (Xp% C(+))
* CZT ;74 22; VX sin® wy © (X5 2G) (3.24)
ahol
O (xp; ) = —Alcos (3x, — ) + 3cos (x, — )] — 3Gm?n [cos (2x, — 7)] . (3.25)

Végiil megjegyezziik, hogy mivel x,, csak a perturbaciokban elsérendd tagokban jelentke-
zik, a fenti Osszefliggések érvényesek maradnak barmely masik olyan x paraméterre, mely
nulladrendben megegyezik x,-vel. Ezt a tulajdonsagot hasznéljuk ki az alfejezet hatralévs

részében.

3.1.4. A radiilis egyenlet és egy altalanositott val6di anomalia pa-

raméterezés

Az (3.5) radialis egyenletben Fy, Ly mennyiségeket helyettesitsiik az (3.11) és (3.14)
kifejezéseikkel, utobbiban pedig hasznaljuk fel (3.24) Gsszefiiggést. Ismét csak a spin és
kvadrupol tagok megtartasaval (felhasznalva, hogy Eso = 0):

2 2 (E — Ess — Equr) N 2Gm  L* +2LJL
Iz r pr?

?mL &
03T3

(4072 + 3) x; cos k; (3.26)
i=1

AZ Timin, Tmax fordulépontok 7 = 0 egyenlet megoldésaiként allnak eld, ezek explicit alakjat

[65], [3], [5], [73] munkdkban adtuk meg. Ezutan egy uj r (y) paraméterezését vezetjiik

be a radialis mozgésnak, mely a kdvetkezd feltételeknek tesz eleget

T(O) =  Tmin » T(ﬂ-) = Tmax (327)
dr
= —Ir? 3.28
d(cos x) " (3.28)

ahol I' egy alland6. Az SO, SS és QM jarulékokat tartalmazd Gj paraméterezést rész-
letesen a 73] munkaban adtuk meg, itt terjedelmi okokbol ettél eltekintek. Mind azt
bebizonyitottuk [91], [92] munkakban, a szekularis effektusok szamolasakor el6allo integ-
ralok szamoléasa rendkiviili médon egyszeriisédik ebben a paraméterezésben: a komplex
e™X valtozora vald attérés utan az integralok a reziduum-tétel segitségével szamolhatok és

az egyetlen polus az origd lesz.
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3.2. Spin és kvadrupol jarulékok a szekularis energia-

veszteségben

A gravitacios sugéarzas altal okozott pillanatnyi energiaveszteséget (3.1) explicit alakja
adja meg. Ennek vezets rendd jaruléka [93], SO és SS része [67], valamint QM része [5]
munkékban talalhato meg. Attérve a fejezet korabbi részében ismertetett valtozokra a
radidlis perioduson atlagolt szekularis energiaveszteséget az el6z6 alfejezetben ismertetett
modszerrel szamoltuk ki. Az SO jarulékot a [65], az SS és QM jarulékokat a [3] és [5]

munkék tartalmazzék. Utobbiakat (a vezetd rendi jarulékkal egyiitt) alabb adom meg?:

(%) - (£),(5), (5,

dE G*m(—2Eu)3/? - -
<E>N = — 15 77 (148 E*L* + 732G m* i EL? + 425G*m* %) (3.30)
d G*min?(—2Ep)*/? i
() ey = S SO 052 Ol + i 33
dE G*m*n (—2E,u)3/2
dt T agoern e
5152 ¢
X (O3 sin Ky sin kg cos () 4 Oy cos Ky cos kg + C5cosy) (3.32)
<dE> _ G'm'E(—2Ep)*?
t/ om 30c9 L1t
2
X Z w;v* 3\ 3O sin® k; cos 2¢; + C7(2 — 3sin® k)] (3.33)
=1
ahol a C}, egyiitthatok:
C, = —(T2E*L° + 428G m*p® E*L* + 406G*m* i’ EL? + 105G°m )
Cy = —4(T2E°LS +660G*m* > B2 L* 4 910G*m* P EL? + 315G°m®1°) |
Cs = —(60744E%L° + 602668G*m*p® E*L* + 819798G* m* S EL* + 266825G6m 1Y),
Cy = 4(17064E3LS + 241140G*m?* P E* L* + 453670G*m* b EL* + 199899G6 T
Cs = —12(2056E°L° + 28260G*m*u* E*L* + 52430(;4 YWCEL? 4 22911Gm®°) |
Ce = —pA*(948E%L* + 7832G*m?* 1P EL? 4 6775G*m* 1) |
Cr = TO08E?LS + 10020G*m*u* E*L* + 18865G*m* uS EL? + 8316G m® 1’ (3.34)

Az (3.31) spin-6nkolesonhatési jarulék a [3] munkdm megjelenéséig sem pillanatnyi, sem
szekularis formaban nem volt ismert, mig az S;Ss és QM jarulékokok szekularis alakja 1j,
sajat eredmény.

Az energiaveszteségbdl (korpalya esetben) szarmaztattuk a gravitacios hullam fazisat

[69], mely (az amplitudoval egyiitt) a gravitacios hullamok an. ,matched filtering” mod-

2A [3] munka jeldléseib6l a o; — tho = ¢ és (Si/my)? = (G/c)” mPn2i=3x2 helyettesitésekkel kapjuk
az SS jérulékokat. A [5] munka jelléseibdl §; = —2¢; és p; = — (G?/c*) winr®—3x? helyettesitésekkel
kapjuk a QM jarulékokat.
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szerrel torténd keresésében fontos szereppel bir és beépiilt a jelenleg hasznélatos keresési
algoritmusokba [94].

A [3], [4], [5] munkakban az L, x;, v megfelels veszteségeit is megadtam / megadtuk
(ezeket terjedelmi okokbol itt nem ismertetem), igy elsérendd zart differencidlegyenlet

forméajaban allnak el a sugarzasi veszteségek.

3.3. A spin vektor 2PN sugarzasi rendben

A fejezetet azzal a fontos megjegyéssel zarom, hogy a gravitacios sugarzas sem a spinek
nagysagat, sem iranyat nem befolyasolja. Vezet$ rendben tengelyszimmetrikus testek su-
garzasi fejlédése a Burke-Thorne potencialbol (annak gradiense a reakciderd minusszorosa)
szarmaztathato [63]. A [64] munkéban levezettiik, hogy a reakciderd a spineknek csak az
iranyat valtoztatja meg (1,5 PN rendben a vezetd sugarzasi rend utan, azaz 4PN rendben),
mig nagysaga valtozatlan a tekintett 2,5PN-+2PN pontossagig. A korabban ismertetett
atlagolasi eljaras segitségével a [4] munkdm masodik fejezetében bebizonyitottam, hogy a

pillanatnyi valtozas egy radialis periodus alatt kiatlagolodik, igy a spinvektorok szekuldris

<ddsti> =0. (3.35)

Ennek az eredménynek a kovetkezd fejezetben lesz jelentGsége, amikor a spines kettds

megudltozdsa nulla:

rendszer konzervativ és disszipativ fejlédését egyidében targyalom majd.

3.4. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben a kompakt kettds rendszerek disszipativ fejlédését vizsgaltam. Meg-
mutattam az atjarast a konzervativ dinamikét ismertets 2 fejezet valtozoibol a disszipativ
dinamikéat alkalmasan leiré valtozokba, és ismertettem a szekularis sugérzasi effektusok
szamolasanak technikajat. A vezets rendi (N), a PN, 2PN és SO jarulékok ismertek vol-
tak, ezért itt a SS és QM jarulékok levezetésének modjat adtam meg. Az énkolesonhatasi
spin jarulékok létezése munkam el6tt nem volt ismert. A levezetett 4j eredmények koziil
terjedelmi okokbol csak a szekularis energiaveszteséget adtam meg, a szekuléris palya-
impulzusmomentum veszteségeket és szekularis szog-fejlsdéseket a [3], [4] és [5] munkaim
tartalmazzak, hasonléan annak az eredményemnek a levezetését is, miszerint a spin vek-

toroknak nincs szekularis sugarzasi fejlédése.
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4. fejezet

A spin-atfordulas jelensége és az X

alakil radiogalaxisok

Az X alakui radidgalaxisok (XRG) a radiogalaxisok egyre népesebb, jelenleg kizel 100 tagu
osztalyat alkotjak. Az X alakot két egymaéssal szdget bezard nyalab-par adja. A nyaldbok
(jet-ek) aktiv galaxismagok (AGN) kozponti szupernehéz fekete lyukabol erednek. A szu-
pernehéz fekete lyukak koriil akkrécios korong taldlhato, az akkrécio (plazmarészecskék
kozel-korpalyan) bonyolult, nyilt és zart er6vonalakat egyarant tartalmazé magneses me-
z6t hoz létre. Az akkrécios folyamatok és méagneses mezd egyiittes hatasanak eredménye,
hogy a korongra meréleges iranyokban Poynting-fluxus forméjaban energia tavozik, ennek
szerepe, hogy impulzusmomentumot vigyen el a rendszerbél (a fekete lyuk az akkrécio mi-
att egyre gyorsabban forog, viszont az ARE egy maximalis forgasnal gyorsabb forgast nem
enged meg Kerr fekete lyukak esetén). A jelenségkort kimerits irodalom tanulményozta
[95]-[98]. A kornyezettel valo kolesonhatas soran nagyenergiaju részecskékbdl allo, kilo-
parszek (vagy ennél is nagyobb) hosszisagu nyalabok alakulnak ki, melyek az akkrécios
korongra merglegesek. Mivel az akkrécios korong (egyenstlyi helyzetben) a fekete lyuk
egyenlitGi sikjaban helyezkedik el, a nyalab egyuttal a fekete lyuk spinjének iranyat is
kijeloli. A tovabbiakban feltessziik, hogy a nyalabok és a spinek irdnya azonos. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy amennyiben két nyalab-parat észleliink adott radio-forrasban, akkor vagy
két fekete lyuk okozza ezeket, vagy egyetlen fekete lyuk spinjének irdnya valtozott meg
valamilyen ok kovetkeztében. Utobbi esetet valoszintsiti, hogy a nyalab-parok spektruma
altalaban nem egyforma, egyikiiknek meredek a radié spektruma, ami azzal magyarazha-
t6, hogy a kozelmultban nem kapott energia-utanpotlast (vagyis régi nyalabrol van szo,
tin. szinkrotron kora tipikusan néhanyszor 107 év). Ezzel szemben a mésik aranylag lapos
spektrummal rendelkezik, ez egy fiatal nyalab [99]. A fekete lyuk spinjének iranyvalto-
zasara természetes magyarazatot ad egy masik fekete lyukkak valo egyesiilés folyamata.
A 2. fejezetben lattuk, hogy 2PN rendig a teljes impulzusmomentum marad meg, igy
egy bejove kisebb fekete lyuk palya-impulzusmomentuma jelents valtozast okozhat a na-
gyobbik fekete lyuk spinjében. A bezuhanas korszakanak numerikus vizsgalatabol mar
korabban is ismert volt, hogy Osszemérhets tomegt fekete lyukak Osszeolvadasa a spin-

iranyok megvaltozasahoz vezet [100].

45
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A fejezetben ismertetem a spin-atfordulast magyarazo sajat modellt. Felhasznalom,
hogy a szupernehéz fekete lyukak egyesiilésiiket megelézéen, a bespiralozési szakaszban
precesszalnak, valamint gravitécios sugarzasi disszipacié hat rajuk. A 4.1 alfejezetben
meghatarozom, hogy milyen tavolsagtol kezd6dGen lesz a gravitacids sugarzas a vezetd
disszipativ hatas. A 4.2 alfejezetben a két szupernehéz fekete lyuk tomegaranyat vizsgal-
va a [6] munkaban talalhato érvelésnél pontosabb alakban is belatom, hogy a legval6szi-
niibb témegarany v = my/m; = 0,03 = 0,3 tartomanyban taldlhato. A 4.3 alfejezetben
a dominans precesszios hatas (az SO precesszid) valamint a vezetd rendt, korpéalyan at-
lagolt gravitacios sugarzas figyelembevételével megmutatom, hogy ebben a tomegarany-
tartoméanyban a dominans spin jelentGs irdnyvaltoztatason esik at a bespirdlozas soréan
[6]. A minimélis irdnyvaltozas szogét a 4.4 alfejezetben vezetem le, [7] eredményeinek
felhasznalasaval. Végiil a 4.5 alfejezetben Osszehasonlitom az XRG-k keletkezésének spin-
atfordulasi mechanizmussal val6 magyarazatat egyéb magyarazatokkal [85]. A fejezet

eredményeinek tomor Osszefoglalasat a 4.6 alfejezet tartalmazza.

4.1. A gravitaciés sugarzas, mint dominans disszipativ
hatas

A szupernehéz fekete lyukak galaxisok kozponti részében taldlhatok. Anya-galaxisaik ta-
valo kolesonhatéas) hatasara egymashoz olyan kozel keriilnek, ahol a gravitacios sugérzas
valik a legjelentGsebb disszipativ hatassa. Ennek kovetkeztében végiil 6sszeolvadnak. A
kovetkez6kben meghatarozzuk, hogy milyen szeparacionél valik dominanssa a kibocsatott
gravitacios hullamok altal képviselt disszipacio.

A gravitacios sugarzas tipikus idéskalajat kovetkezd modon kaphatjuk meg. Tekint-
stk a legegyszertibb esetet, a (kvazi-)korpalyat. A newtoni korpélya feltétel (gravitacios

er6=centripetélis ers) adja, hogy egzaktul teljesiil

V2 Gm
Innen kapjuk, hogy
G
E = 2 _ —c*men | (4.2)
r
- G
L = L=purv= ;ng_l/Zn .

A [6] munkaban a gravitacios sugarzas idgskalajat kovetkezképpen értelmeztiik

1 L 3263
~ 250y (4.3)

—_— =

tG’W L 5G'm

ahol L a gravitacios sugarzas miatt bekovetkezs pillanatnyi palya-impulzusmomentum

veszteség volt. Mivel ezt nem adtam meg a 3. fejezetben, a gravitacios sugarzas idGska-

lajat a kovetkezSképpen becsiilom meg:

1 1/dE (4.4)
tow EN\Ndt /)y )
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A (3.30) szekularis energiaveszteség, a korpalya-feltételek, valamint a PN paraméter és
tomegarany definicidinak behelyettesitése utan:

1 106v/2¢3

-~

in . 4.5
tgw 5Gm = (4.5)

A kétféle definicio altal adott iddskala csupan egy 4, 68 szorzoban kiilonbozik egymastol,
mig az Ossztomegtdl, tomegaranytol és posztnewtoni paramétertsl (vagyis szeparaciotol,
relativ sebességtdl) egyformén fliggenek. A tovabbiakban megadand6 nagysagrendi becs-
lésekhez ezért a (4.3) definiciot is alkalmazhatjuk.

A bejove (kisebb) fekete lyuk palya-impulzusmomentuma a kornyezé csillagpopulaci-

oval valo kolesonhatas miatt csokken. Ennek karakterisztikus idéskalaja [101]:

tor v (@) B (4.6)

T 2 GPmapgis A \ v

A sebesség maximalisan megengedhets valtozéasa Av = v. A nevez6ben szerepld A =
In(bymaz /Omin), & rendszerben 1évs legnagyobb és tipikus tévolsag ardnyanak logaritmusa;
utobbi nagy a (gaz-, por-) felhdk esetén, igy A ~ 1, mig csillagok és sétét anyag részecskék
esetén kicsi, azaz A ~ 10 +20. Az altalunk vizsgalt esetben az els6 becslés alkalmazhato,
igy [101] gondolatmenetét kovetve A = 3. A pyig stirtiségti kompakt csillagdisztribucio
Maistr tOmege a fekete lyuk kettds m tomegével Gsszemérhets [102], [103], rgise Sugara

pedig néhany parszek. Gombszimmetrikus eloszlast feltételezve,

3m

istr — . 4.7
pst 47Tr2istr ( )
A PN paraméter és tomegarany definicioja alkalmazaséaval igy
1 9G? m?
T 214w (4.8)

tDF 2c 7nalistr

A két iddskala a PN paraméter kovetkezs értékénél valik 6sszehasonlithatova:

e*:K(u)( Gm )G/H , (4.9)

C2 Tdistr
ahol

2/11
K(v) = lé—i (1+1/)} € (0,938, 1, 064) (4.10)

egységnyi nagysagu szorzo. Az €* PN paraméterhez az

G 5/11
P =K' (v) (C—T) rot (4.11)

szeparacio tartozik. Megfigyelhets, hogy a fenti mennyiségek tomegaranytol valo fiiggése
igen gyenge, ez a 2/11 hatvany miatt van. (Vagyis mas A és Av/v értékekre is hasonlo

eredményt kaptunk volna.)



48 dc 22Birokpuris Bs X ALAKUG RADIOGALAXISOK

) —6/11
, illetve 7,

6/11 6/11
_ m 5 pc
1073 [ ——— 4.12
c <108 lM@) (Tdistr) ’ ( )

mig az a szeparacio, ahol a gravitacios sugarzas a dinamikai surlodasnal erésebb disszipativ
5/11

6/11

A PN paraméter a tomegtdl és a csillagpopulacio sugaratol m modon

fiigg:

és 7”21‘/31; fiiggéseket mutat:

m 5/11 r 6/11
* 2 0.005 st . 4.13
' pe <108M@) (5 pc) (4.13)

Az rgiser = 5 pc és m = 10° M értékek mellett e* ~ 1073 és r* ~ 0.005 pc. Ha
m = 10° My, akkor r* ~ 0.01 pc.

Kovetkezésképpen a gravitacios sugarzas, mint vezets disszipativ hatas hatarat kijelols

hatéassa valik, m

tavolsag és PN paraméter egyarant igen gyengén fiigg mind a csillagpopulécié sugaratol,
mind a teljes tomegtsl. Ennél még gyengébben, elhanyagolhaté modon fiige a tomeg-
aranytol.

A gravitacios sugarzasi disszipacié altal dominalt, PN sorfejtéssel leirhaté dinamika
tehat az € € (¢* ~ 1073, 7,5 < 1071) PN paramétertartomanyban alkalmazhato (itt 7,

az adott pontossagu kozelités marginalisan stabil kérpalyaja).

4.2. A tipikus tomegarany

Szupermassziv fekete lyukak talalkozésakor a tipikus tomegaranyt [6] munkaban becsiil-
tiik meg. A gondolatmenetet (az ott megadottnal precizebb alakban) az aldbbiakban
ismertetem.

A galaxisok kozpontjaban taldlhato szupernehéz fekete lyukak ®pp(Mpy) eloszlasi
fiiggvénye hatvanyfiiggvény, exponencialis levagéassal [104]. Ez igen jol kozelithets egy tort
hatvanyfiiggvénnyel [105]-[107], amit a megfigyelések is megerssitenek [108]. Az eloszlasi
fiiggvény az m, ~ 3 x 10° Mg als6 tomeg-korlattol az m, ~ 10% M, toréspontig a
Opy(Mpy) o< Mg%, & € (1,2) hatvanyfiiggést koveti, majd onnan az m, ~ 3 x 10°
Me-ig a Py (Mpy) Mgﬁ, B > 3 fiiggést. Becslésiinket a &, [ legkisebb megengedett
értékeivel fogjuk végezni. Megjegyezziik még, hogy az m,, m; és m, értékekbdl latszik,
hogy minkét tomegtartomanyban a felsé korlat hozzévetéleg 30-szorosa az alsonak.

Adott ¢ = v! > 1 témegaranyhoz tartozo dN'/dq talalkozésok szdma aranyos a két
fekete lyuk tomeg szerinti eloszlési fliggvényének és az F' talalkozasi ratdjanak szorzata

felett vett, a kisebb fekete lyuk mo tomege szerinti integrallal:

AN mp/q

% X / (I)BH(mQ)(I)BH(me)F(q,mg)dmg . (414)
A talalkozasi rata ardnyos a hataskeresztmetszettel (elhanyagoljuk a galaxisok relativ
sebességétdl valo gyenge fiiggést, mivel a galaxisok sebessége nem tulsdgosan kiilonbozik

egymastol; a szokési sebességkiilonbség elérése a Hubble-idénél hosszabb lenne).
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A hatéaskeresztmetszet meghatarozasiahoz feltessziik, hogy galaxisok Gsszeolvadésa ese-
tén a kozponti szupernehéz fekete lyukak is egyesiilnek, igy a tovabbiakban a galaxisok
egyesiilésének hatéaskeresztmetszetét becsiiljiik meg. Megjegyezziik tovabba, hogy a gala-
xisok kozpontjaban talalhato fekete lyukak és anyagalaxisaik tomegei korrelacioban van-

nak, mivel

e a kozponti szupernehéz fekete lyuk tomege és az 6t tartalmazo galaxis kdzponti

dudoranak (bulge) tomege korrelacioban van [109),

e a kozponti szupernehéz fekete lyuk tomege aranyos mind a szferoidalis galaxistomeg-

komponenssel, mind a galaxis teljes (s6tét anyagot is tartalmazo) témegével [110].

Feltehets, hogy a nehezebb fekete lyuk, azaz a nehezebb galaxis hatarozza meg az
I talalkozasi ratat. Mivel a galaxis hataskeresztmetszete a galaxis tomegének fliggvénye,
utobbi pedig a becslés szempontjabol aranyosnak vehetd a kozponti fekete lyuk tomegével,
a talalkozasi rata F' ~ (gms)® fiiggest mutat. Modelliinkben & = 1/2 értéket vettiik, a

kovetkezd megfigyelésre alapozva:

e a mi galaxisunk Osszehasonlitasa szférikus torpegalaxisokkal azt mutatja, hogy a
sugér 10-szeres novekedése (a hatéskeresztmetszet 10%-szoros novekedése) a tomeg

10%-szeres novekedésével jar egyiitt [111]-[112].

Mint kordbban megjegyeztiik, a hatvanyfiiggvény m, torési pontja a szupernehéz fekete
lyukak tomegtartomanyat két ¢, = 30 intervallum-hatar ardnyt részre osztja. Ennek
figyelembevételével (az Gsszes tomeget m, tomegre normalva) kapjuk, hogy amennyiben

q € [1,30], a talalkozasok széma
[0 G G
o — dme
q€[1,30] Ma My My My
My —a _B 3
G GG e
my/q My my my,
my/q —B - 3
+ / (ﬁ) <m2q) (m2q> dms . (4.15)
M L% MM My
amikor pedig ¢ € (30, 300], akkor

mp/q —& -8 ¢
oc/ (@) (qu) <m2q) dms . (4.16)
q€[30,1000] ma L% My My

A (4.15) els6 sora az alsé tomegtartoméanybol szarmazo két fekete lyuk, a k6zépsé sor egy

dN (q)

dgq

dN (q)

dq

also- és egy fels6 tomegtartoméanybol szérmazo fekete lyuk, a harmadik pedig két felsd
tomegtartomanybol szarmazé fekete lyuk talalkozasabol szarmazik. A ¢ < 30 feltétel
biztositja, hogy az integralok fels6 hatara nagyobb legyen az alsonal. Végiil (4.16) egy

also és egy felsd tartomanybeli fekete lyuk paros talalkozasét fejezi ki.
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Az my feletti integralas kovetkezdket adja

dN(Q) N qf—oz (@) 1+£—2a
dq ¢€[1,30) 1+¢&—2a My .
Ld T [\
1+&—a—p0 | \m,

my/q
. ¢ ( ma ) 1+¢—287 ™0/
1 + g - 26 my

my/q

B q71+a _ 30(7175+2a)q57a
N 1+¢&—2a
1+€¢&—a—-p
30(H+E=28) =146 _ (6P L1
14+¢&-25 ’ (4.17)
—a—g] /4
dN (q) N ¢ <@ ) tremams
dq  |,e130,1000] I+§—a—p3|\m, .
B 30UtHe—a=p)g—lta _ 3((-1-&tath)L=F i1
B l+¢é—a—p ' (4.18)

(Itt felhasznaltuk, hogy my/m, ~ m,/m, ~ 30.) A valasztott & = 1, =3 és £ = 1/2
értékek mellett ezek

d 1 2. 1073
Na) ! 0855 _ 29 55 0 842 x 1079* —2.69 x 1072, (4.19)
dq | gen 0 7 q-
d 33.17
AN (q) _ 3T 36 x 107° . (4.20)
dq | 30,1000 q-
A fenti Osszefiiggésekbe normélasokat vezettem be, azaz megkoveteltem az
30 1000
d d.
1 dq q€[1,30] 30 dq q€[30,1000]

Osszefiiggés teljesiilését.

Adott [q1, ¢o] tomegarany tartomanyhoz tartozo taldlkozasok szamat Ny, ., = quf %
modon értelmezve, az [1,3], [3,30] illetve [30,1000] tartoméanyokra a kévetkezs becslést
kapom:

Nz =21%, Ni.30=66% , Nsp-1000 =13% . (4.22)

A fentiek értelmében a legvalosziniibb tomegarany-tartomany a g € (3, 30), dsszhangban
a [6] munka becsléseivel.

Ez a fontos eredmény sziikségessé teszi a fekete lyukak Osszeolvadasdnak modellezését

1

nemegyenlé tomegaranyra'. A tomegarany, mint masodik kis paraméter a bespiralozas

LA bezuhan4s szakaszat vizsgalé numerikus modszerek csak a kozelmultban valtak képessé nem-egyenld
tomegek esetét vizsgalni és eredményeket szolgaltatni, az 1/8 témegaranyra spines esetben [113], illetve
annal kisebb tomegaranyra, de a spinek elhanyagolasaval [114].
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4.1. tablazat. Az S; /L nagysaganak becslése az ¢ = 1072+107! PN tartomany-
ban, a szupernehéz fekete lyuk kettdsok kiilonbozé lehetséges tomegaranyaira.

Sy /L =2yt e~ 1073 e~ 107"
v=1 0.03 (S <L) 0.3 (S <L)
v=1/3 01 (S <L) 1 (S~ L)
v =1/30 1 (S1~1L) 10 (S >1)
v =1/900 30 (81> L) 300 (S;> 1)

szakaszaban mindgségileg 1j jelenségekhez vezet, mint ahogy azt a kovetkezd fejezetben

latni fogjuk.

4.3. A spin-atfordulds mechanizmusa

Az itt targyalt mechanizmust a [6] munkéban ismertettiik részletesen.

4.3.1. A spinek és palya-impulzusmomentum relativ nagysaga

A spinek és palya-impulzusmomentum relativ nagysigara vonatkozé becslések konnyen

elgallnak (2.3) és a newtoni Ly = urv kifejezések felhasznalasaval:

Sa 2 X2

— =y 4.23

S X1 ( )
5 = M2H 8y, (4.24)

L
Lattuk, hogy a tipikus tomegarany v € (1/30,1/3), ez egy masodik kis paramétert jelent
az elméletben. Gyorsan forgd fekete lyukak esetén y; kozel egységnyi, igy S < Sy,
Sy < L valamint S;/L ~ ¢'?v~'. Bér a bespiralozas elején S; < L, végefele mar
S1 > L teljestil. Ez a tulajdonsag kiilonbozteti meg a tipikus tomegaranyt a v € [1/3,1]
Osszemérhetd tomegek és a v € [1/900,1/30] fekete lyuk - probarészecskének tekinthetd
esetektsl. Elébbiben S; < L, utébbiban S; > L a bespiralozas teljes id6tartama alatt.
Ezen becslések részletesen a 4.1 tablazatban lathatok.
Az S)/L arany bespiralozas soran egynél kisebb értékrsl egynél nagyobb értékre valo

valtozasa okozza a kiovetkezdkben targyalando spin-atfordulés jelenséget.

4.3.2. A vezets rendii precesszidok

A spinek vezetd rendd SO precesszidja és a teljes impulzusmomentum megmaradasabol

L= 2§3 [(4+3v)S1+ (4+3v7")Ss] xL (4.25)
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kovetkezik. A v tomegaranyban sorfejtve, vezeté rendben (S, nagysaga v2-szer kisebb

S1-nél, igy elhanyagolhato):

. 2G
Sl = %L X Sl s (426)
. 2G

Az Liy-hez hozzdadtam Lgo-t, ez vezetd rendben megengedett, igy allt el (4.26) jobbol-
dala. Ezek szerint, vezet6 rendben, az S; és L egymaés koriil precesszalnak. Ha az elting
(2G/c*r®) Sy x Sy illetve (2G/c*r3) L x L kifejezéseket adjuk a (4.26) és (4.27) precesszios
egyenletek jobb oldaldhoz, kovetkezGket kapjuk:

. 2G
Sl = %J X Sl s (428)
. 2G

vagyis gy is tekinthetjiik, hogy a a precessziok J koril torténnek. Utobbi a 2PN konzerva-
tiv dinamika megmarad¢ irdnya, igy a J kortli precesszié rendkiviil szemléletes jelentéssel
bir.

4.3.3. Vezetd rendii disszipativ dinamika

A 2.5 PN rendtdl kezd6dGen a dinamika disszipativva valik, a gravitacios sugarzas ener-
giat, impulzust és impulzusmomentumot visz el a rendszerbdél. A palya excentricita-
sa hamarabb ,szétsugarzodik”, mint ahogy a félnagytengely csokken, ezért a gravitaci-
0s sugarzas kozel-korpalyakhoz vezet [115]. A korpalyan atlagolt vezet6 rendd palya-

impulzusmomentum veszteség

o 2 5/2 A~
jow - _32Gn <G—m) L. (4.30)

5r c2r

A palya-impulzusmomentum teljes véaltozasat (4.29) és (4.30) Osszege adja. Az SO pre-
cesszid és vezets rendd gravitacids sugarzési visszahatas figyelembevételével a korpalyan
atlagolt dinamikat [63] munkaban irtédk fel, az S; = 0 és a v = 1 esetekre. A tipikus
v € (1/30, 1/3) tomegarany esetén, a v szerinti sorfejtés vezets rendjére az elsé eset
vonatkozik. ) )

Mivel tetsz6leges X vektor valtozasa X = XX + XX, irdanyanak megvaltozasat X =
(X — XX) /X adja. Az X? = X? azonossigbol pedig X = X - X kovetkezik. Igy
(4.28)-(4.30) egyenletekbdl kapjuk, hogy

S; = 0,
2 2G ~
Sl = %J X Sl R
: 32Gu2 [ Gm\ "
L = — —_—
5r c2r
X 2 ~
S SV (4.31)

c2r3
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4.1. dbra. A régi nyalab az eredeti S; spin iranyaba mutat. A két fekete lyuk kozeled-
tével lasst, SO kolcsonhatas altal generalt precesszios mozgas kezdddik (bal oldali abra)
a teljes J impulzusmomentum iranya koriil. A gravitacios sugarzési veszteségek olyanok,
hogy a precesszios idgskalan atlagolva J iranya megmarad. A palyasugar csokkenésével L
nagyséaga is csokken. Mivel a spin nagysagat nem valtoztatja meg a gravitacids sugarzas,
az « szog novekszik, a § pedig csokken. A precesszid felgyorsul, amikor L és S nagysiga
Osszemérhetové valik, ami a v € (1/30,1/3) tomegarany tartomanyban a bespirdlozas
soran kovetkezik be (kozéps6 dbra). A gravitacios sugarzas miatt L nagységa tovabb
csokken, mig végiil a teljes impulzusmomentum dominéans részét a spin adja. Ezért a be-
spiralozas végén a spin vektor hozzévetsleg a kezdeti teljes impulzusmomentum iranyaba
mutat, ami egyuttal hozzéavetSleg a kezdeti palya-impulzusmomentum iranya is (jobb-
oldali 4bra). Az 0j spin irdnyaban tjabb nyalab alakulhat ki. A spin-atfordulas tehat
még a bespiralozas korszakidban bekovetkezik. A kezdeti és végsé konfiguraciok kozott
a precesszidé un. szuper-szelet hozhat létre, mely "kisoporheti" a régi nyalab tovét. A

megfigyelések alatamasztjak az ilyen konfiguraciok létezését [6].
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A J teljes impulzusmomentum is megvaltozik a gravitacios sugérzasi visszahatés nyoman.

Az (4.30) figyelembevételével (mivel més valtozas nincs), J =LL, igy

J = L(f;ﬁ),
j = %[i—(t-jﬁ] . (4.32)

A masodik (4.32) egyenletbdl lathato, hogy amikor J kicsi L-hez képest, J iranya gyorsan
valtozik. Ez az tn. tranzicios precesszio ritka esete [63], amire a késGbbiekben még
visszatériink.

Az L, Sy és J vektorok v-ben vezets rendben parallelogrammaét alkotnak, melynek sz6-
gei a = cos™! (i : j) és B =cos™! <S1 j) A (4.31) és (4.32) egyenletekbdl levezethets

ezen szogek fejlédése
L
a = —jsinoz>0 , (4.33)

- L
g = jsina <0. (4.34)

Utobbi egyenletben felhasznaltuk Sq - L = cos (v + B) Osszefiiggést.

Gravitacios sugarzas hianyaban, a (4.28) and (4.29) egyenletek értelmében az L és
S1 vektorok egyarant a rogzitett J koriil precesszalnak. A gravitacios sugarzés a forgas-
tengelyt megvaltoztatja, azonban a palya-impulzusmomentum és a dominans spin altal
bezart o + [ szog még igy is allandé marad a bespirdlozas soran. A J és L kozti szog
novekszik, a J és S; kozti csokken. A folyamatot a 4.1 abra mutatja be.

Az impulzusmomentum J=IL megvaltozésa a palya-impulzusmomentum irdnyaba
esik. Mivel utobbi J koriil precesszal, J egy precesszié soran torténd atlagos megvéltozasa
J irdnyd. Ez a fontos kovetkeztetés akkor érvényes, ha az €2, precesszios szogsebesség joval
nagyobb, mint &. Amennyiben Osszemérheték lennének, J =LL valtozas J-re merdleges
komponense mar nem atlagolodna ki egy precesszioé alatt, hiszen « jelentés novekedése
miatt szignifikinsan kiilonbozne a precesszio elején és végén.

Azaz az Q, > & feltételt teljesité disszipativ dinamika (n. egyszerd precesszié esete
[63]) igen jo kozelitésben az L és Sy vektorok rogzitett J koriil torténd precessziojaként
tekinthets. Mind az L, mind a J nagysaga fokozatosan csokken, mig S; nagysaga valtozat-
lan, lasd 3.3 alfejezetet. Igy o novekszik, B pedig csokken. Mindez azt eredményezi, hogy
a bespiralozas soran L fokozatosan elfordul J-t6l, mig S; kozeledik hozza. Ez torténik az
esetek tulnyomo részében.

Amennyiben 2, ~ & (tranziciés precesszi6), mar nem érvényes, hogy J precesszios
idskalan valo megvaltozéasa J iranyd. Azaz J irdnya minden precesszios ciklus utédn mas,
az evolicid igen bonyolultta valik és analitikus megoldésa nem ismert. Az alfejezet végén
megmutatom, milyen esetekben lehet tranzicids precessziora szamitani.

A sugarzasi idgskalat (4.3) egyenlet adja meg, a precessios idGskalat pedig a €2, =

2G J/c*r? kifejezésbol szarmaztatott

0 NQ_C?)EFJ/Q

P Gm

J

7 (4.35)
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4.2. tablazat. Az L /L bespiralozési rata, az ), precesszios szogsebesség és a
L, S; vektorok J-hez viszonyitott & szogvaltozasi sebessége, a bespiradlozas

= 1/30 =+ 1/3 tomegtartomanyban jellemzé harom (L > Sy, L ~ S; és
L < Sy) egymast kovetd korszakaban. A zardjelekben taldlhato szamok inverz
idoskalak, s—! és 1071

PN paraméter; illetve m = 108M, (azaz 3/Gm = 2 x 1073 s7!) esetekre

egységben kifejezve; a v = 107! témegarany; 1073, 1072

vonatkoznak.

L > 51 L~ Sl L < Sl
—L/L et et et
(=~ 10719) (~1071) (= 1077)

C3 CS C3
Q, é_m€5/277 2 5/2nL é—m€3
(= 10711) (N 10784) (= 1077)

& 32¢3 32¢3 L? 32¢%

sin(a+3) 5Gm® 9/22 w—mgg/zgﬁ 5Gm° /771/
(= 10719) (~ 10- 1152) (~107%)

osszefiiggéssel becstilhetjitk meg, mig a péalya-impulzusmomentum (és a spin) iranyvalto-

zésanak iddskalajat

2¢3 ?
o & 52 " Pny (é) sin (o + )

5Gm J
2c° L\’
~ ;Gilag/znyl <j) sin (a + ) (4.36)

kifejezés adja. Itt felhasznaltuk

L
sina = % sin (a + ) = 51/21/*1j sin (o + ) (4.37)

és (4.24) osszefiiggéseket. A harom idéskala sszehasonlitasa a bespiralozas S;/L ~ 0.3,
S1 ~ L és S1/L = 3 korszakaiban 4.2 tablazatban lathato. Az elss sor fels§ (azaz nagy-
sagrendi) becsléseket ad? a kettds rendszer dsszeolvadasiig sziikséges idére: 30 milli6 év,
300 év, illetve néhany honap. A masodik sorban lathaté szamok azt mutatjak, hogy
a precesszios idGskdla a bespirdlozas harom szakaszaban 3000 év, 3 év, illetve egy nap
nagysdgrendd. A harmadik sor szdmait az (1 ! precesszios idéskalaval szorozva az irany-
valtozas szoge becsiilhets. Ez precesszionként: 2 arcsec (6 x 10™* arcsec/év) és 3 arcmin
per precesszio (per nap) értékek kozott valtozik.

A tablazatbol az is lathato, hogy a precesszids rata és az iranyvaltozasi sebesség a

bespiralozas S; ~ L korszakaban (amikor £'/2v~! ~ 1) 8sszemérhetd lehet, amennyiben

16 g
[g sin (a + 6)} 7= (521/—1)1/3 ~e2 oy, (4.38)

2A sugarzasi idoskala nem allando, hanem idében névekszik, valamint a bezuhanas (r6vid) szakaszét

sem veszem itt figyelembe.
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azaz v = 107! és a szogletes zarojel egységnyi értéke esetén J/L ~ 1071, igy & ~ Q, ~
107Y (ez még mindig 100-szor gyorsabb a gravitacios sugérzés okozta bespirdlozéasnal).
A J teljes impulzusmomentum csak abban az esetben vehet fel ilyen kis értéket, ha L
és Sp szinte tokéletesen ellenirdnyitott, azaz a + S~ 71— 9, d < 1, és L ~ S;. Vajon a
tranzicios precesszio kialakulasanak (4.38) feltétele milyen kényszert ad a 0 eltérési szogre?
Egyrészt
J  Lcosa+ Sicosf3

7 7 ~dsina , (4.39)

valamint (4.37) és (4.38) felhasznalasaval belathato, hogy a tranzicids precesszié csak

akkor kovetkezhet be, ha a tokéletes ellen-iranyitottsagtol vald eltérés szoge igen Kkicsi,
v%/? rendii. Megallapithatjuk, hogy ez nem egy tipikus esete a szupernehéz fekete lyukak
talalkozasanak.

Szupernehéz fekete lyukak tipikus talalkozasa (tetszéleges L és Sy kozti szogek, v €
(1/30,1/3) tomegarany) esetén a bespiralozas soran a dominans spin 4j irdnyba fordul,
lehet&séget teremtve egy 1j nyalab-par kialakulasdra. Ez megmagyarazza, miként kelet-
kezhetnek X alaku radiogalaxisok (XRG), melyeknek egyik nyalab-parja 1j, masik régi.
A koztes precesszios periddusban, amennyiben a spin iranyaban energia hagyja el a rend-
szert, szuper-szélként viselkedve, kisopri a régi nyalab tovének tartomanyat. Hasonlo
helyzetre utalo megfigyelések (a két radié tartoméanyban lathato lebeny - nyalab marad-

vany - egymastol valo eltavolodésa) jol ismertek [86], [116].

4.3.4. A spin-atfordulas iiteme

A (4.24) osszefiiggeés felhasznalasaval, merdleges konfiguracioban (« + 8 = 7/2) Pithago-
rasz tételébsl J2 = L? + S? igy

<§) (L 4ernd) (4.40)

Behelyettesitve (4.36) osszefliggésbe kapjuk, hogy

a=Cv e (1+rear ), (4.41)
ahol 39,3
1
= 4.42
5Gm ( )

allando. Lathato, hogy & monoton névekvs fiiggvénye e-nak, azaz a csokkend r-rel no-
vekszik. Ez azt jelenti, hogy a spin-atfordulas iiteme a bespirdlozas soran egyre gyorsul.

A bespiralozas alatti tetsz6leges idGintervallumban a spin-atfordulas szogét az adott
idGintervallum feletti integralassal kapjuk:

5a:/a(r) dt:/éf(r)dr. (4.43)

rew

Itt 74, a sugar bespirdlozas miatt bekovetkezs valtozdsa. Mivel kepleri korpéalydn L? =
Gmyr, fennall, hogy 7o = 2 (Gmp?) " LLEW . A (4.3) sszefiiggés felhasznalaséval igy
641

Tgw = ——p €&, (4.44)



A SPIN-ATFORDULAS sz@k@ 223 11 57

valamint

5C e1/?
oo~ de . 4.45
“ 64?7VC/ 1+ ev—2y2 c (4.45)

Tipikus, v ~ 0.1 tomegarany esetén az ¢* ~ 1072 PN paraméter-értéknél kezd6ds be-
spiralozas (itt L > S)) els6 fazisa az e, ~ v?x;? értékig tart (ahol L =~ S; teljesiil).
Ezutan a masodik fazisban folytatodik, mely i, = (Gm/c?ry,s) értékig tart (itt L < 7).

Az 7,5 a marginélisan stabil korpélya sugara. Kozel maximalis (x; < 1) spin esetén ez

Tms 2 2Gm/c?, azaz ilyenkor & fin S 0.5. A két fazis alatt bekévetkezd spin-atfordulasok
aranya
5 1072 12
ar  J10-3 1+100e
oy, 05 =0.74 , (4.46)
10-2 1+100s

azaz Osszemérhetsk.

Most vizsgéaljuk meg, mennyi ideig tart a két fazis. Ezt hasonlé modszerrel szamoljuk

f2 "2 d 5G c2 5) .
ot = / dt = / —T S e %de = Gim e, (4.47)
4 v | Tgw 64nc? /., 256mc3 €1
" ot 107 5 e
L =0t ~ 9999 . (4.48)
Otrr 102 € 0de

Belattuk tehat, hogy a spin-atfordulas masodik fele hozzavetsleg 10%-szer gyorsabban
zajlik az els6 felénél. Ez a megndvekedett PN paraméter és spin-atfordulési titemek kovet-
kezménye. A fenti becslésekbdl lathato, hogy a spin-atfordulas jelentés (mindenképpen
megfigyelhetd mértéki) része a bespiralozas idejének utolso részében kovetkezik be. A 4.2

tablazatban bemutatott példdban ez 3 év.

4.4. A spin-atfordulas szoge

4.4.1. A spin irdnya a bespiralozas soran

Kifejezem a J/S; aranyt kétféleképpen: elészor a J = Lcosa + Sy cos 3 Gsszefiiggésbdl,
B = (a+ ) — a behelyettesitéssel; méasodszor a spin és teljes impulzusmomentum L-
iranyu vetiiletének egyenlgségét felhasznéalva (vezeté rendben), mely szerint Jsina =
Sysin (o + 5). A kétféle kifejezés egyenlGségébdl, felhasznalva (4.24) Gsszefiiggést is, elemi

trigonometriai Osszefiiggések felhasznalasaval belathato, hogy:

sin (o + )
X; e V2v +cos(a+ B)

tana ~

(4.49)

Ezzel meghatéroztam a palya-impulzusmomentumnak a teljes impulzusmomentum (meg-
marado) iranyahoz viszonyitott szogét a spin nagyséaga, a spin és palya-impulzusmomentum
kozti sz0g és a tomegarany fiiggvényében. A kifejezésben szerepel még a PN paraméter
értéke is, mely a szeparacio, illetve a sebesség fliggvénye. Mivel o + § allando, (4.49)

Osszefiiggés a spin iranyat is meghatarozza.



58 dc 22Birokpuris Bs X ALAKUG RADIOGALAXISOK

A bespiralozas végét jellemzd ¢ r;, paraméter értéket behelyettesitve a (4.49) Gsszefiig-
gésbe, a palya-impulzusmomentum bespirdlozas végén jellemzd, J tengelyt6l mért agy,
irdnyat kapjuk. Innen a spin végsé iranya is szarmaztathato. Itt jegyezziik meg, hogy
numerikus futtatasok eredményeire alapozva igen bonyolult végs6 spin formulédkat mar
kozoltek az irodalomban [79], azonban azok egyrészt Osszemérhetd tomegi fekete lyu-
kakra vonatkoznak, masrészt a bezuhanas korszakanak torténéseit jellemzik. Az itt vizs-
galt tomegarany-tartomanyban a bespirdlozési korszak végére mér csak elhanyagolhato
palya-impulzusmomentum marad (a spinhez képest). Ennek a bezuhanas soran torténd

szétsugarzasa nem lehet tulsagosan nagy hatassal a végsé spin iranyra.

Sajatos esetek

Vizsgaljuk meg a kovetkezé sajatos eseteket:

i) A spin és palya-impulzusmomentum azonos iranyu (a bejovs fekete lyuk egyenlitsi
sikban érkezik), azaz o + f = 0. A (4.49) Osszefiiggés értelmében o = 0, vagyis a spin
megdrzi eredeti iranyat. Ez az eset vonatkozik az tin. ,nedves” Osszeolvadasokra (wet
merger), ahol a kornyezs anyaggal valo kolesonhatés a palyat egyenlitéi sikba hozza.

ii) A spin és palya-impulzusmomentum ellentétes iranya, a + 5 = w. Mivel eredetileg
a palya-impulzusmomentum dominél (és meghatarozza J irdnyat), o = 7.

iii) Azon a+ 8 = arccos (—Xflsfl/ 21/) konfiguraciokra, melyekre (4.49) jobb oldalanak

nevezgje elttinik, o = 7/2.

Tipikus konfiguraciok a bespiralozas elején és végén

Mivel (4.33)-(4.34) egyenletek értelmében a bespiralozas soran az a + § szog allando,
valamint y; is alland6, adott tomegarany mellett o szog az ¢ fliggvénye lesz, azaz az r
szeparacioval és v sebességgel egylitt valtozik.

Vizsgaljunk elszor meg egy tipikusnak mondhaté tomegarany értéket. A v = 1/10

esetén a bespiralozas kezdetén (S;/L),, ~ Xlgjfy_l = 0.316x1, végeén pedig (S1/L) p, =

Xls%iy_l = 3.162x;. Mivel tana < S7/L és tan§ < L/S; (akkor egyenldk, ha a spin és
a palya-impulzusmomentum egymésra merdlegesek), kapjuk, hogy tanay, < 0.316y; és
tan [, < 0.316x; . Maximalis forgas esetén (x; = 1) kapjuk, hogy Qin, Brin < 0.316 =
18.105°.

Majd vizsgéljuk meg, mit ad a (4.49) Osszefliggés a tipikus tomegarany-tartomany
szélein.

A v = 1/3 témegaranyra tanc,, < (Si/L),, ~ Xls}fl/*l = 0.095x1, maximalis
forgas esetén igy ay, < 0.095 = 5.44°, vagyis, mint vartuk, a palya-impulzusmomentum
és a teljes impulzusmomentum iranyai igen kozel esnek. Ez a feltétel tulajdonképpen a

v € (1/3,1) tartomany egészére fennall. A (4.49) sorfejtésével kapjuk, hogy

Qi &2 Xls}n/Ql/_l sin f3;, = O.O32X11/_1 sin B, . (4.50)

A v =1/30 tomegardnyra tan B, < (L/S1) sy, & Xfle;ilnﬂy = 0.105x; !, maximalis

forgas esetén igy Bim < 0.105 = 6.04°, vagyis, mint vartuk, a dominans spin hatarozza



Az XRG-K KELETKEZEQ GIERR2BzMYSKINAK OSSZEHASONLITASA 59

meg a teljes impulzusmomentum iranyat. Ez a feltétel a v € (1/900,1/30) tartomany
egészére teljesiil. A (4.49) sorfejtése (Byi,-ben elsérendig, felhasznéalva, hogy Xfle;;/ y

rendje /) adja, hogy

Brin = X1 e v sinagi, = 3.162x7 'wsinagy, . (4.51)
Lassan forgo (x; ~ 0.1) fekete lyukak esetén a fenti osszefiiggés csak v € (1/900, 1/300)

tartomanyban érvényes.

4.4.2. A spin-atfordulas szogének korlatai

A spin-atfordulas o szogére alsd korlatot a spin iranyat jellemzs (3 sz0g megvéltozasabol
kapunk:
Omin = an - ﬁf@n = Ofin — Wi, . (452>

A masodik egyenlSségben felhasznaltuk, hogy o, + Bin = fin + Bfin-

Ez az eredmény a 3-dimenzios probléma 2-dimenzios szemléltetésébdl kovetkezik (4.1
abra). Figyelembe kell venniink azonban, hogy a spin-atfordulas szoge csak abban az
esetben (4.52), ha az SO precesszi6 szoge 2m egész szamszorosa. Amennyiben ez a szog

(2k + 1) 7, a spin-atfordulas szoge a lehets legnagyobb lesz:
Omax = Bm + ﬁf@n — =2 (ain + an) —m — (Oéin + O4fin) . (453>

Itt [ =0 ha Bi, + Bpin < m, illetve [ =1 ha 7 < Bi, + Brin < 2.

A Opax €8 omin kozti kiilonbséget az okozza, hogy a spin csak kozelitleg fordul at
J iranyaba. Minél kézelebb lesz SI™ irdnya J-hez (minél kisebb v), annél inkébb tart
Omax — Omin = Bfin — Bin nulladhoz.

A v € (1/30,1/3) tipikus tomegarany-tartomanyban, adott o + [ spin és pélya-
impulzusmomentum kozti szogre és y; spin-nagysagra (4.49), (4.52) és (4.53) adjak meg a
spin-atfordulas lehetséges szogeit. A rendszer o;,-re valdé numerikus megoldésa a y; = 1
esetben, a + f§ és v fiiggvényében a 4.2 abran lathato. (A v € (1/3,1) tomegarany-
tartoményban (4.49) és igy az &bra is csak akkor érvényes, ha y» < 1.) Adott tomeg-
aranyra o, maximuma az a+ (3 szog w/2 és w értekei kozé esik Az abra igazolja, hogy a
tipikus v € (1/30,1/3) tomegarany-tartomanyban szignifikins spin-atfordulas kovetkezik
be, mig kisebb tomegarany esetén ez az effektus csokken. Az 1/100-nal kisebb tomeg-
ardanyoknél a spin nem fordul j irdnyba, a behulld kis fekete lyuk probarészecskének
tekinthetd.

4.5. Az XRG-k keletkezési mechanizmusainak oOsszeha-

sonlitasa

Az [85] munkaban osszehasonlitottuk az X-alaku radiogalaxisok keletkezésének javasolt

mechanizmusait. A fejezetben targyalt spin-atfordulids mechanizmusa mellett még 3 mé-
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log v’!

4.2. abra. A spin atfordulasdnak o, szoge a spin és palya-impulzusmomentum kozti
(bespiralozas soran megmarado) o+ szoganek és a tomegaranynak fiiggvényében, x; = 1
esetre (az abra v € (1/3,1) része csak xo < 1 esetén érvényes). Adott tomegaranyra a
spin-atfordulas szogének maximuma /2 és 7 kozé esik. A v = 1; 1/3; 1/30 és 1/1000
tomegaranyok a log ! tengelyen a 0; 1,09; 3,40 és 6,91 értékeket veszik fel. Ennek
figyelembevételével lathatd, hogy a legjelentésebb spin-atfordulas a bespirdlozas soréan
pontosan a tipikusnak mondhaté v € (1/30,1/3) tomegarany tartomanyban torténik. Az
1/100-nal kisebb tomegaranyok esetén a spin irdnya nem valtozik meg, a behullo kis fekete

lyuk probarészecskének tekinthetd [7].
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sik modell 1étezik. Miel6tt ezeket ismertetném, roviden attekintem az X alaki radidga-
laxisokkal kapcsolatos megfigyeléseket, valamint megjegyzem, hogy a szakirodalomban a
nyalabokat szokés lebenyeknek (lobes) vagy szarnyaknak (wings) is nevezni.

A 3CRR katalogusban az XRG-k hozzéavetsleg 10%-at teszik ki [83], [117] a fényes, FR
II tipusa [118] radi6 galaxisoknak®. A FIRST radio-felmérés [119] felhasznalasaval szamos
1) XRG jeloltet talaltak [120], [121], [122]. Az XRG-k radioé tartomanyban mutatott
luminozitasa altalaban az FR I és FR II tipusok kozti hatarhoz kozel helyezkedik el [123],
ezért meglepd, hogy

e Egyetlen esetben sem FR II tipust mindkét lebeny-par. Altalaban az egyik lebeny-
par kiils6 részén forré foltok talalhatok (elsédleges lebeny-pér), mig a mésik kevésbé

kollimalt (mésodlagos lebeny-par, szarny) [83], [122].
Az X alaku radiogalaxisokkal kapcsolatos statisztikai elemzések szerint:
e XRGk kizarolag 0.2-nél nagyobb ellipticitasi galaxisokban fordulnak els [124].

o Az elsddleges radio lebeny-par tipikusan a galaxis optikai nagytengelyének iranya-
ba mutat [124], [122], [125], annak ellenére, hogy a (nem X-alaka) radio-hangos
elliptikus galaxisok semmiféle ilyen korrelaciot nem mutatnak [126]. A masodlagos

lebenyek az optikai kistengellyel mutatnak szoros korrelaciot [124].

e Osszehasonlitva két radio galaxis mintat: az egyik 29 XRG-t, a mésik 36 kozonséges
radio galaxist tartalmaz, voroseltolodasuk és luminozitasuk hasonlo, [127] munkéban
azt talaltdk, hogy az XRG mintaban szignifikinsan nehezebb szupernehéz fekete

lyukak vannak.

Az XRG-k keletkezésének modelljei:

1) Kettss AGN. A két nyalabot két fekete lyuk hozza létre, melyek Gsszeolvado massziv
elliptikus galaxisok kozponti szupernehéz fekete lyukai [128]. Példak: NGC 326, XRG
J11304+-0058, a modell kompatibilis az XRG-kre jellemz5 nagyobb tomeggel. Nem ma-
gyarazza, miért csak egyik nyalab-par FR II tipusi, valamint a radio-optikai tengelyek

2) Visszafolyas / eltériilés modell. A mésodlagos lebeny-par a forré foltokbdl széar-
mazo6 szinkrotron plazma legnagyobb nyomas-gradiens iranyaba torténd visszafolyasabol
szarmazik [83], [129], [130], [125]. Megmagyarazza, miért csak egyik lebeny-par FR II
tipusi, de nem kovetkezik bel6le az XRG-kre jellemz§ nagyobb tomeg. Ellentmondasban
all azzal is, hogy az XRG-k egy részében a mésodlagos lebenyek sokkal kiterjedtebbek,
hosszabbak, mint az elsédlegesek, pl. 3C 223.1, 3C 403, NGC 326, J1130+0058, 4C+00.58
esetén.

3) Nyalab-réteg kolcsonhatasi modell. A méasodlagos lebenyek tgy alakulnak ki, hogy
a nyaldb megtorik a gazban gazdag csillag-rétegeken, melyek egy elliptikus és egy diszk-

galaxis Osszeolvadasabol keletkeztek [85]. A nyalab dekollimaciojat és oldaliranyba vald

3 A Fanaroff és Riley [118] altal bevezetett FR I és FR II tipusia radioforrasok kozti hatar Pi7s mu, =
2 x 10%° W Hz lsr—! értéknél talalhato.
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megtorését a Cen A radidgalaxison végzett mérések valoszindsitik [131], [132], valamint
osszhangban all mas radio-galaxisokon (3C 321, 3C 433) tortént megfigyelésekkel. A mo-
dell konzisztens az XRG-kre jellemzd nagyobb tomeggel, 6sszhangban all azzal, hogy csak
az egyik nyalab-par FR II tipusd, megengedi a hosszabb mésodlagos lebenyek kialakula-
sat és magyarazza a radio-optikai korrelaciot (a gaz-csillag rétegek tobbnyire az optikai
nagytengelyen helyezkednek el, igy csak az optikai nagytengely irdnyt nyalabok tornek
meg, és a torés a kistengely iranyéba tereli a méasodlagos nyalédbot). Hidnyossaga, hogy
az XRG-k eddigi kozvetlen megfigyelése nem tette lehetévé igazolasat.

4) Spin-atfordulas a fekete lyukak Gsszeolvadasa soran. Megmagyarazza az XRG-kre
jellemzé nagyobb tomeget. A mésodlagos lebenyek a régi, elhal6 nyalab maradvanyai, az
elsédleges lebenyek tujak, tehat energetikusak (FR II tipustak). Megengedi a hosszabb
méasodlagos lebenyek létezését (azok korabban alakultak ki). Nem ad magyarazatot a

A természetben esetenként a négy modell barmelyike megvalosulhat, de statisztikailag
a spin-atfordulas tinik a leggyakoribbnak, mivel az Univerzum torténetében a galaxisok
Osszeolvadasa gyakori esemény és a tipikus tomegardny ismeretében a spin irdnyanak
atfordulasa kotelez6en megtorténik. A jovébeli kutatédsoknak viszont tisztéznia kell a
radio nyalabok és a gazda-galaxisok optikai tengelyei kozti korrelacio eredetét. Konnyen
elképzelhetd, hogy ez a szupernehéz fekete lyukak és a masik galaxis csillagpopulaciojanak

dinamikai surlédésként ismert kolesonhatésara vezethetd vissza.

4.6. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben szupernehéz fekete lyukak kettds rendszerével kapcsolatos eredménye-
ket ismertettem. Megmutattam, hogy amikor a két fekete lyuk hozzéavetéleg 0.005 pc
tavolsagra megkozeliti egymast, a gravitacios sugarzas veszi at a vezetd disszipativ hatas
szerepét (kordbban a dinamikai surlodas képviselte ugyanezt). Ez a szam gyengén fligg
az OssztomegtSl és még gyengébben a tomegaranytol (m®/11, illetve (1 + 1/)2/ " médon).
Megmutattam, hogy szupernehéz fekete lyukak taldlkozasakor a tomegek arédnya tipiku-
san nem 1, hanem a v € (1/30,1/3) tomegarany a legvaloszintibb. Igy a lezajlo ssze-
olvadasi folyamatot nem egyenld tomegekkel, hanem mintegy tizszeres tomegarannyal
érdemes modellezni, amennyiben tipikus torténéseket szeretnénk latni. A tomegarény,
mint masodik kis paraméter megjelenése a formalizmusban, azzal a kovetkezménnyel jar
az emlitett tomegarany-tartomanyban, hogy mig a bespirdlozés elején a dominéns spin
S1 < L feltételt teljesiti, a végén mar S; > L lesz igaz. Ezt felhasznalva analitikus
modszerekkel megmutattam, hogy az SO precesszié és a gravitacids sugarzasi disszipa-
ci6 hatasara a dominans spin iranya még a bespirdlozas soran 1j iranyba fordul. Ez az
4 irdny hozzéavetslegesen megegyezik a bejovs, kisebb fekete lyuk eredeti (= 0.005 pc
tavolsdagnal vett) palya-impulzusmomentuméanak iranyaval. Mivel a bespirdlozas végén
a palya-impulzusmomentum jelentéktelen a spinhez képest, a bezuhanas szakasza soran

méar nem tudja azt jelentGsen megvaltoztatni. Ez a tipikus eset gyokeresen kiilonbozik a
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spin-atfordulas irodalomban fellelhets vizsgalatatol, ahol egyszeres és kétszeres tomegara-
nyok esetén a jelenség bekovetkeztét a bezuhanas numerikus vizsgalatabol igazoltak. Az
altalam kidolgozott formalizmus lehetévé tette, hogy a spin-atfordulas szogét megadjam
a palya-impulzusmomentum és dominans spin kozti szog, a spin nagysiga, a tomegarany,
valamint a PN korszak végén jellemz6 PN paraméter fiiggvényében. Mivel aktiv gala-
xismagokban a spinek iranyaban energetikus, nagy kiterjedésti nyalabok alakulnak ki, a
spin-atfordulas jelensége magyarazatot ad a megfigyelt X-alaki radidgalaxisok legnagyobb
részének létezésére. A mechanizmus elényeit és hatranyait dsszehasonlitottam az X-alaki

radiogalaxisok kialakulasdnak masik 3 elméletével.
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5. fejezet

Kompakt kett6s rendszerekkel

kapcsolatos eredmények

Az alabb felsorolt, kompakt kett&s rendszerekkel kapcsolatos eredmények egyben a téma-

val kapcsolatos tézispontok is:

1. Kompakt kettés rendszerek konzervativ dinamikajaban

(a) Meghataroztam a spines kompakt kettGs rendszerek dinamikai leirasahoz sziik-
séges minimalis szamu valtozot. Ezek a kovetkezdk: az oszkulalo ellipszis 0t palya-
eleme (félnagytengely, excentricitas, inklinacio, felszallo csomo6 hossza, periasztron
argumentuma), valamint a két spin-vektor polar és azimutalis szogei. Ezen beliil
a teljes-, newtoni palya-, és két spin-impulzusmomentum geometriaja 5 szogvalto-
zoval jellemezhetd (inklinacio, spin polar és azimutélis szogek), melyekhez a teljes-
ség kedvéért hozza kell venni egy skaldzd mennyiséget, a teljes impulzusmomentum
nagysagat (mely a konzervativ dinamika megmarad6 mennyisége). Tovabbi (konzer-
vativ dinamikdban megmarado) fizikai paraméterek a tomegek, az allapotegyenlet-
paraméterek és a dimenziotlan spin-nagysagok. Utoébbiakat két kényszer kapcsolja

Ossze a tobbi valtozoval. [1].

(b) A 2PN pontossagban, a vezets rendd spin-pélya, spin-spin és kvadrup6l-monopol
jarulékok figyelembe vételével felirtam egy els6rendid kozonséges differencidlegyen-
letekbdl allo zart rendszert az emlitett valtozokra. A differencidlegyenlet-rendszer

fiiggetlen valtozoja az oszkulalo ellipszis valodi anomalia paramétere [2].

(c) Egyenld tomegii fekete lyukakbol 4116 kompakt kettGsokre bebizonyitottam, hogy
a vezets rendd spin-palya, spin-spin és kvadrupol-monopdl jarulékokkal kiegészitett
konzervativ PN dinamika értelmében: (i) a spinek kozti szog allando, (ii) a parhu-
zamos (azonos vagy ellentétes iranyitottsagu) spinek esetén létezik olyan (idében
valtozo, nem egyértelmiien meghatarozott) tengely, mely koriil a két spin mereven
forog, és (iii) elleniranyitott, azonos nagysagu spinek mozgas sikjaban vett konfigura-
ciojat a dinamika meg6rzi (a spinek azonos szogsebességti 1PN precessziot végeznek

a mozgas sikjaban) [2]. Utobbi eredmény jelentGsége az, hogy amennyiben a fenti
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konfiguracié barmely oknal fogva elGall, a bespirdlozas soran a dinamika ezt meg-
6rzi és a fekete lyuk kettGs a (numerikus futtatasok eredményei szerinti) maximalis

kiloksdést biztositd konfigurdcioban érkezik a bezuhanas szakaszéba.

. Kompakt kettés rendszerek disszipativ dinamikédjaban meghataroztam a

(a) spin-spin,

(b) 6nspin és

(c) tomeg kvadrupdl - témeg monopol kolesonhatési jarulékokat a kompakt kettds
rendszer energia- és impulzusmomentum veszteségeiben, tetszélegesen excentrikus
palyék esetén. Mindharom esetben kiszamoltam a pillanatnyi kifejezések radiélis
periédusra vett atlagat, szekularis energia- és impulzusmomentum veszteségek for-
majaban [3], [4], [5]. Az 6nspin kolesonhatéasi jaruléknak munkam el6tt a korpéalya

hataresete sem volt ismert.

(d) Bebizonyitottam, hogy a spin szekularis sugarzasi megvaltozéasa nulla.

. Bebizonyitottam, hogy a szupernehéz fekete lyukak Gsszeolvadasakor a spin-palya

csatolas és a gravitacios sugarzas kombinalt hatasdra a dominans spin, és vele
egyiitt a nagyenergiaju részecskékbdl allo, radio-tartomanyban észlelheté nyalabok
1j iranyba fordulnak. Megmutattam, hogy a leggyakrabban el6fordulé tomegarany
1/30 =+ 1/3 kozott van. Bizonyitottam, hogy ebben a tomegarany-tartomanyban
a spin atfordulasa a bespirdlozas soran kovetkezik be és analitikusan targyalhato
(hasonl6 jelenséget korabban csak numerikus modszerekkel, 6sszemérhetd tomegii
esetben, az sszeolvadas masodik, bezuhanési szakaszaban mutattak ki) [6]. Ossze-
fiiggést adtam meg a kezdeti és végss spin-iranyok kapcsolatéra, a tomegarany, a
dominéns spin nagysaga és a spin palyasikkal bezart szogének fiiggvényében [7]. A

jelenség megmagyarazza az X-alaku radidgalaxisok jelentds részének kialakulasat.
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I1. rész

Bran-elméleti kutatasok
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6. fejezet

Bevezetés a bran-vilagokba

Klasszikus fizikai ismereteink szerint sztatikus, pontszert forras esetén mind az elektromos
mezG, mind a graviticio 1/72-es tavolsagfiiggést mutat. (Esetleges mégneses monopélus
altal keltett magneses mezg sztatikus esetben hasonlé fiiggést mutatna.) A nevezd kettes
hatvanya a Gauss torvénnyel all kapcsolatban, nevezetesen azzal, hogy adott tértarto-
many folott integralva, a tartomanyt magabazaro felszin két dimenzios. Az adott kol-
csonhatasokat tartalmazo tér dimenzioszamat tehat az 1/r2-es térvény pontos mérésével
igazolhatjuk. Mig a Coulomb-térvény esetén ezt 10716 m-es pontossaggal méar évtizedek-
kel ezel6tt megtortént [133], [134], addig a gravitécio esetén az inverz négyzetes torvényt
napjainkra is csupan 10~* m pontossagig sikeriilt kimérni az eredeti Edtvos kisérletnek
az EotWash csoport altal végzett kiilonbozs pontositasaival [135], [136]. Az eltérés a
gravitacié elektroméagnesességhez viszonyitott igen gyenge erésségébdl fakad.

A gravitacio tehat nem biztos, hogy harom dimenziés kolesonhatas, lehetséges, hogy
van olyan, az emlitett pontossagti méréssel nem ellentmondé korrekcidvja, ami magasabb
dimenzios térben hat. Mivel ezek a mérések foldi koriilmények kozott, kis energidkon tor-
ténnek, elképzelhets, hogy a magasabb dimenzos térbe hatol6 gravitdcidos mezd nagy ener-
gidkon még hangsulyosabb. (A gravitacié nagy-energias viselkedésének leirasahoz minden-
képpen 1j elméletre, kvantumgravitaciora lesz sziikség.) Az elképzelés, hogy a megszokott
harom térbeli dimenzion kiviil a gravitacio legalabb még egy masik, Planck-hossznal ki-
terjedtebb dimenzidban is jelen van, tetszetss feloldasa lehet a hierarchia-probléménak,
mely szerint a gravitacié igen gyenge jellege akadalyt jelent a 4 alapvetd kolecsonhatas
nagyenergias egyesitésében [137].

A magasabb dimenzios gravitacidelméletek keret-elmélete a 10+1 dimenzios M-elmélet,
melynek egyes szuperhur- és szupergravitacio-elméletek 9+1 dimenziés hatéresetei. A
kompakt térbeli dimenziok folott integralva, alacsonyabb dimenzios effektiv elméletekhez
jutunk. A Kaluza-Klein tipusii kompakt extra dimenzids esettsl akkor lehet eltérni, az-
az nem-kompakt extra dimenziok akkor lehetségesek, ha alacsony energidkon a standard
modell mezGit valamilyen mechanizmus a 3+1 dimenzits téridébe kényszeriti.

Ismert olyan mechanizmus, ahol a gravitaci6 a standard modell mez&inél kett&vel tobb
kiterjedt dimenzioban jelenik meg (a témaban vald elmélyiiléshez javaslom [138] munka-

kat). Ennek a 2 kodimenzios esetnek jo analogidja egy kup, melynek cstcsa a 341 dimen-
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zi6s térids, palastja pedig egy kettével nagyobb dimenzidju sokasag. A kup nyilasszogével
kapcsolatos deficit-szog egy kozmologiai allanddhoz hasonlo fesziiltséget eredményez a 3+1
dimenzids téridében. Ha ezen feliil regularis anyagot is helyeziink a 3+1 dimenzids térids-
be, mind a fesziiltségnek, mind az anyag energia-impulzusénak fejlédnie kell, ez azonban
kozmologiai alkalmazésokban a ,kup” kornyezetében metrikus szingularitasokhoz vezet,
azaz modell-fiiggd levagasokat tesz sziikségessé [139]. A problémakat a gravitacios hatés-
hoz hozzavett un. Gauss-Bonnet (gorbiiletben négyzetes) taggal orvosoljak [140], mely
négynél nagyobb dimenzidszam esetén mar nem topoldgiai invarians, ugyanakkor a beldle
szarmazo6 mozgasegyenletek a metrikdaban masodrendd differencidlegyenletek maradnak.

Ennél egyszertibb természetesen, ha a kodimenzié minddssze egy, a kovetkezSkben
erre az esetre szoritkozok. A standard modell mezgit 3+1 dimenzioba kényszerité mecha-
nizmus ilyenkor hasonlé ahhoz az elektrodinamikaboél jol ismert szituécidhoz, miszerint
feliileti toltésstrtiség, illetve feliileti &ramok ugrast (diszkontinuitast) okoznak a feliiletre
merdleges elektromos, illetve feliillethez érinté méagneses mezé komponensekben. Mig a
Maxwell egyenletek értelmében az elektromagneses mezd forrésai a toltések és aramok,
addig az Einstein egyenlet szerint a gravitacio / gorbiilet forrasa az energia-impulzus. Az-
az a 3+1 dimenzids hiperfeliiletre kényszeritett standard modell mez6k energia-impulzusa
ugrast eredményez a gravitacié / gorbiilet bizonyos ,komponenseiben”.

Lanczos [141], Sen [142] és Darmois [143] specialis koordinatarendszerben megfogalma-
zott ezzel kapcsolatos korai eredményeit Israel irta fel maig hasznalatos, koordinatarendszer-
fliggetlen alakban [144]. A két Israel-feltétel megértéséhez azonban sziikséges joval korabb-
ra visszamenniink. Mar Gauss kapcsolatot teremtett az euklideszi térbe agyazott feliiletek
belsé és kiilsg gorbiilete kozott (elss és masodik fundamentélis formék), hires Theorema
Egregium eredményével. A bels gorbiilet (indukélt metrika) a feliilet sajat gorbiiletét
méri, mig a kiils¢ gorbiilet a bedgyazas fiiggvénye. A tétel szerint, ha az egyik megval-
tozik, a mésiknak is meg kell valtoznia, mégpedig gy, hogy az els6t kompenzalja. Ha a
belsé gorbiilet nem valtozik, csak a kiilsg, akkor annak kiilénb6z6 tn. szekcionalis gorbii-
letei valtoznak egymas valtozésat kompenzald modon. Igen jol szemlélteti a tételt Kuchar
hasonlata a szélfutta eserny6rol [145]: ha a szél hatasara az egyik irdanyban megnd a szek-
cionéalis gorbiilet, a merdleges iranyban csokkenni fog. Az euklideszi teret gorbiilt téridére
cserélve, a Theorema Egregium altalanositasa a kétszer kontrahéalt Gauss egyenletként is-
mert Osszefliggés lesz, mely a teljes gorbiiletet a (hiper)feliilet belsé és kiilss gorbiiletének
kifejezéseként adja meg.

A Lanczos-Darmois-Israel eredmények szerint a hiperfeliileten megjelené disztribtucio-
nélis energia-impulzus tenzor az indukalt metrikat folytonosan hagyja (elsé Israel feltétel),
azonban a kiils§ gorbiiletben ugrast okoz (mésodik Israel feltétel, Lanczos egyenlet). Az
sillesztési feltételek” néven is ismert eredmény mind térszertd, mind id&szerd hiperfeliile-
tekre érvényes, fényszeri feliiletekre pedig Barrabés és Israel dolgoztak ki altalanositésat
[146]. Az eredmény bels§ csillagmegoldasok és kiilss, vakuum téridé-tartomanyok illeszté-
sekor hasznalatos, olyankor mind az indukalt metrika, mind a kiils6 gorbiilet folytonossa-
gat megkoveteljiik, hiszen nem indokolt disztribucionalis anyagot feltételezni a (térszert)

csillagfeliileten. A magasabb dimenziés gravitacidelmélet szempontjabol azonban ponto-
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san a 3+1 dimenzios (iddszerd) hiperfeliileten létezd disztribucionalis energia-impulzus a
fontos, létezését a hiperfeliilet kiils§ gorbiiletének ugrasa biztositja.

A 3+1 dimenzios hiperfeliiletet (részecskefizikus korokben ennek a 3 dimenzios térsze-
rii részét) brannak nevezik, a 3+1+41 dimenzios gravitacidelméletet, melyben a standard
mezG forrasai csupan a branon léteznek, bréan-elméletnek. A disztribucionalis energia-
impulzus része az Gn. bran-fesziiltség is. Ennek az elméletnek az 6si valtozata az un.
Randall-Sundrum II-es modell [147], melyben a bran Minkowski (azaz anyagmentes) az
eggyel magasabb dimenzios sokasag pedig Anti de Sitter (AdS5), azaz gorbiilete egyetlen
negativ kozmologiai allanddval jellemezhets. Természetesen, a Randall-Sundrum II-es mo-
dell ezért csak a sik (anyag és energiamentes) bran perturbécidinak nyomonkovetésére volt
alkalmas, valodi gravitacios jelenségek vizsgalatara aligha. Ezenkiviil a bran-fesziiltség és
az b-dimenzids kozmologiai allandd finomhangolasat feltételezi.

A bréan-elmélet gorbiilt branokat is megengedd valtozatanak dinamikajat Shiromizu,
Maeda és Sasaki dolgoztak ki [148|, a branon érvényes al-egyenletrendszer 3+1 felbonté-
sat pedig Maartens [149]. Kényelmes és kozkedvelt valasztas a bran tn. Z;-szimmetrikus
beagyazasa, az emlitett szerzdk is ezt alkalmaztak. Ilyenkor a bran két oldalan talalhato
téridétartomanyok tiikor-szimmetrikusak, ez matematikai szempontbol igen leegyszertsiti
a targyalast, a bran a fél-téridé hataraként is tekinthets. A gravitacié geometriai felfo-
gasaban azonban ez a megkotés értelmetlen, a branok mozgasat és dinamikajat inkabb a
teljes 3+1+41 dimenzids téridében szeretnénk latni. Ez teszi sziikségessé az aszimmetri-
kus bedgyazés bevezetését. A szimmetrikus és aszimmetrikus beagyazasokat a 6.1 abran
szemléltetem. Az aszimmetrikus beagyazasokkal kapcsolatos korai eredmények tobbnyire
kozmologiai alkalmazasok, az aszimmetria Friedmann egyenletre gyakorolt hatasait tekin-
tik. Vizsgaltdk a bran két oldalan vett kiilonboz6 kozmologiai konstansok [150]-[152], a
kiilonb6z6 tomegt 5D fekete lyukak [153] vagy mindketts egyiittes hatéasat [154]-[156].

A Shiromizu, Maeda és Sasaki altaldnos gravitaciés dinamikajat aszimmetrikus be-
agyazés esetére a [8] munkdmban elsgként adtam meg. Ugyancsak itt lelhet6 fel els6 izben
a branra vonatkozo teljes gravitaciés dinamika, mely tenzori, vektori és skalar egyenletek-
bal all.

A tenzori egyenlet effektiv Finstein egyenletként ismert, baloldalan a 3-+1 dimenzios
Einstein tenzor, joboldalan a bran gravitacidojanak forrasai szerepelnek. Az altalanos rela-
tivitaselméletben mar megjelend 4-dimenzios kozmologiai dllandé és standard modell me-
z0k energia-impulzus tenzora mellett ide sorolhatok (a) az energia-impulzusban négyzetes
(igy nagy energidkon dominanssa valo) forrasok, (b) az 5-dimenziés téridé6 Weyl (nem-
lokélis forrasokra visszavezethetd) gorbiiletének tn. elektromos projekcioja, (c) esetleges
5-dimenzi6s, nem standard modell mezdk (példaul a kompakt dimenziok feletti integra-
lasbol szérmazod tn. moduli mez6k) branra esé része (un. visszahuzottja), végiil (d) az
aszimmetrikus bedgyazéasbol szarmazoé forras-tag, mely a kozmoldgiai dllandéhoz is jéru-
lékot ad.

A vektori egyenlet nem mas, mint a Codazzi egyenlet, mig a skalar egyenlet a kétszer
kontrahalt Gauss egyenlet, mint azt [8] munkdmban megmutattam. Térszert hiperfeliilet

esetén ezek a beagyazott hiperfeliiletet jellemzé nevezetes azonossagok pontosan az impul-
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symmetric embedding = boundary of space-time

asymmetric embeddings
BH-s with different masses no BH on the right

moving domain wall

6.1. abra. Szimmetrikus (felsg sor) és aszimmetrikus (als6 sor) bran-beagyazasok. A szi-
imetrikus esetben a bran hatarfeliiletként is tekinthets. Aszimmetrikus esetben a két
oldalon minden mas lehet, beleértve azt is, van-e fekete lyuk ott. [Gergely Arpad Lészlo:
Current status and open problems in brane-world gravity, Babes-Bolyai Egyetem, Kolozs-
var, Roménia, 7-th Bolyai-Lobachevsky-Gauss International Conference on Non-FEuclidian
Geometry and its Applications konferencian elhangzott meghivott plenéris el6adas nyo-

man. |

zus és a hamiltoni kényszerrel allnak kapcsolatban, magukban hordozva az idéfejlédést
meghatarozé teljes informéaciot. Analogia lapjan nyilvanvald, hogy a vektori és skalar-
egyenletek a bran-elméletben a branra tranzverzalis iranyt, extra-dimenzios fejlédésért
felelgsek. Ezzel szemben az effektiv Einstein egyenlet a gravitacié branon valo fejlédését
irja le.

Az effektiv Einstein egyenletet (f6ként szimmetrikus bedgyazas feltevése mellett, lasd
Maartens és Koyama [157] 6sszefoglalojat) igen kiterjedten alkalmaztédk. Az M-elmélettsl
eltérGen a bran-elmélet megfigyelésekkel 0sszevethets kozmologiai és asztrofizikai joslato-
kat ad. A korai remények azzal alltak kapcsolatban, hogy az 4j forrastagok magyarazatul
szolgalhatnak az Univerzum 74%-at kitolt6 sotét energia és 23%-at kitevd sotét anyagra.
Ma mar tudjuk, hogy a sttét energiat a geometriai eredetii forrastagok nem valtjak ki', a
sotét anyagot viszont jelenlegi tudasunk szerint helyettesithetik, mind a galaxishalmazok
dinamikajaban [158], mind a galaktikus dinamikaban [159], azaz megoldjak a galaktikus
forgasgorbék problémajat [160].

Az elmélet legegyszertibb alkalmazasa kétségkiviil a gdmbszimmetrikus bran megtala-
lasa volt [161]. Mivel forméalisan az 5-dimenzios Weyl gorbiilet elektromos része rendel-

kezik az elektroméagneses energia-impulzus tenzor algebrai tulajdonsagaival, ez nem més,

!Megjegyzem itt, hogy az tn. indukalt graviticios jarulék dinamikdhoz valé hozzaadasaval sikeriilt
an. ongyorsité kozmologiat kidolgozni, ez az elmélet azonban instabilnak bizonyult.
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mint at ARE-b6l jol ismert Reissner-Nordstrom fekete lyuk megoldas, azzal a lényeges
valtoztatassal, hogy az elektromos toltés négyzetének szerepét az tin. arapaly-toltés veszi
at, melynek el6jele mind pozitiv, mind negativ lehet. Ertékét a Naprendszerben elvégzett
megfigyelések korlatozzak [162], [17]. Az arapalytoltést fekete lyuk forgo altalanositasat
is kidolgoztak [163]. A gravitacios kollapszus branon bekévetkezd véaltozatéat [164]-[168]
munkakban vizsgaltak. Mint ahogy azt késébb részletezni fogom, 1ényeges kiilonbség nagy
energiakon 1ép fel [14]. Csillagmegoldasokat szintén talaltak [169]-[171].

A bran-elmélet kozmologiai aspektusait is kiterjedt vizsgalatoknak vetették ala. A ko-
rai univerzumban a modosulasok jelentGsek [172]. Az eredetileg igen forré bran termikus
sugarzasabol az 5-dimenzios térben akar fekete lyuk is kialakulhat [173]. Ez a fekete lyuk
modositja az 5-dimenzios Weyl-gorbiiletet, igy visszahat a bran mozgéaséara és gorbiiletére
(a rajta megnyilvanulo 4-dimenzios gravitaciora). A struktira-képzédés egyes aspektusait
[174] munkaban elemezték. Mivel az egyenletek nem zarulnak a branon, a perturbativ
targyalasban elért haladas ellenére [175] a branon érvényes teljes perturbéacidelmeélet nem
ismert. Kovetkezésképpen a kozmikus hattérsugarzast és struktura-képzédést teljes alta-
lanossagban eddig még nem targyaltdk. A nukleoszintézis [176] és Ia tipust szupernova-
adatokkal valo dsszevetés megtortént [177], az elmélet ezekkel kompatibilisnek bizonyult.

Végiil vizsgaltak a bran-fesziiltség lehetséges értékét, ez egy nagy pozitiv szam. A
negativ 5-dimenzios kozmologiai allandéval majdnem pontosan finomhangolt, tgy, hogy
a 4-dimenzios kozmologiai allandé értéke a megfigyelésekkel Gsszhangban kicsi lehet. A
bran-fesziiltségre kiilonbozé alsd korlatokat vezettek be, ezek a gravitacios allandd mé-
résébdl [135], a bran-elméleti hatasok nukleoszintéziskor mar elhanyagolhaté jellegének
kovetelményébdl [178] vagy éppen asztrofizikai megfontolasokbol [169| kévetkeznek A
korlatokat a [179] munkankban foglaltuk ssze.

Az értekezésnek az egy kodimenzids bran-elméletet targyalé masodik része kovetke-
z6 modon épiil fel. A 7. fejezetben a bréan-vilagokban érvényes dinamikat targyalom, a
[8] és [9] munkaim nyoméan. Itt a bran bedgyazasa tetszéleges (nem tiikorszimmetrikus),
valamint a brén-fesziiltség idében valtozhat. A gravitaciés dinamikat jellemzd effektiv
Einstein egyenlet, Codazzi egyenlet, kétszer kontrahalt Gauss egyenletek levezetése mel-
lett megadom a branon érvényes Bianchi azonossagot és a bran kiils gorbiiletét a rajta
fellelhets energia-impulzussal 6sszekapcsold Lanczos egyenletet is.

A bran-kozmologiat a 8. fejezetben dolgozom ki altalanos feltételek mellett, azaz a
Friedmann bréant a fekete lyukat és sugarzast is tartalmazo Vaidya-Anti de Sitter (VAdS5)
téridébe adgyazva. Ez lehet6vé teszi az energiat sugarzo bran dinamikdjanak altalanosita-
sat az aszimmetrikus bedgyazast tartalmazo esetre [11]. A bréan-fesziiltség valtozasara a
folyadék membranok fesziiltségének hémeérséklet-fiiggését jellemzd Eotvos torvényt [180)
alkalmazva, a megfigyelésekkel Gsszhangban allo egyszert kozmoldgiai modellt dolgozok
ki [10]. Targyalom a bran-kozmologia sztatikus, un. Einstein-bran megoldasat [12], va-
lamint ennek homogén parjat [13]. Bebizonyitom, hogy az Einstein-bran sérti a bran-
elméletben altalanosan elfogadott unicitas-tételt, miszerint az Osszes kozmologiai bran
vakuum Schwarzschild-Anti de Sitter (SAS5) téridébe agyazhato [12].

A bran-elmélet asztrofizikai alkalmazésait a 9. fejezetben vizsgalom. Részletezem
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a branon bekovetkezs gravitacios kollapszusban az ARE-hez képest fellépd eltéréseket
[14]. A gémbszimmetrikus belsé és kiils6 csillagmegoldéasok illeszthetéségének feltéte-
lei is modosulnak [15]. Targyalom a 341 dimenzios viligunkban bran fekete lyukként
megjelens 5 dimenzios fekete hurt [16]. Ezt kovetén az arapalytoltést fekete lyukként
ismert bran-megoldassal kapcsolatos kutatasaimat ismertetem. Az arapalytoltési feke-
te lyuk altal okozott fényelhajlast a gyenge gravitacio tartoméanyaban vizsgalom [17]. A
targyalas a perturbécidoszamitas mésodik rendjéig megy el a tomeg és az drapalytoltéssel
kapcsolatos kis paraméterekben. A fekete lyuk termodinamika keretén beliil targyalom az
arapalytoltési fekete lyuk termodinamikai jellegzetességeit, valamint a gravitécios hulla-
mok sugarzési hatékonysagara vonatkozo termodinamikai korlat segitségével korlatozom
az arapalytoltés lehetséges értéktartomanyat [18].

A 10. fejezetben Osszefoglalom a f6 sajat eredményeket és megadom az ezekhez kap-

csolodo tézispontokat.
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7. fejezet
Kovarians gravitacidés dinamika

Ebben a fejezetben a gravitacids dinamika branra vetitett valtozatat ismertetem. A tar-
gyalas a [8] és a [9] munkaimat koveti. Az irodalomban létezs korabbi vizsgalatokhoz
képest 14j elemek a bran 5-dimenziés téridébe valo dgyazasanak aszimmetridja és a bran-
fesziiltség valtozo jellegének feltevése, valamint a teljes dinamika megadésa.

A kovetkezSkben az 5D, 4D, 3D az 6t-, négy-, illetve haromdimenziés mennyiségek
megkiilonboztetd jele lesz. Feltessziik, hogy az 5D térids foliazhato, azaz olyan idGszertd
hiperfeliilet-seregre bonthato, melynek egyik eleme a bran. A feliilhullaim az 5D mennyi-
ségeket jeloli. Az egyetlen 5D mennyiség, amely nem viseli ezt a megkiilonboztets jelzést,
az id6szerd hiperfeliiletek n normalisa (melyet jobb irdanyba mutaténak vesziink és eleget
tesz nn. = 1 feltételnek). A latin indexek 0 és 4 kozotti értékeket vesznek fel. A Lie-
derivaltakban szerepld vektormezoket vastag bett jelzi. A feliillvonds a bran jobb (R) és
bal (L) oldaldn vett mennyiségek atlagat jeloli. Kivétel Ly, ez nem az Ly, 4tlaga, hanem
az Ly, definicidja szernt az abban szerepld mennyiségek atlagaval képezziik. A A a jobb
és bal oldalakon vett értékek kiilonbsége. A 7' index a bran metrikaval képezett spur-
mentesitést jeloli. Kerek illetve szogletes zardjelbe helyezett indexek az adott indexeken
elvégzendd szimmetrizalast illetve antiszimmetrizélas miveletét jelolik.

A fejezet célja levezetni az effektiv Einstein egyenletet, valamint a teljes dinamikat
megadd tars-egyenleteket, ezekr6l belatni, hogy éppen a Codazzi és a kétszer kontra-
halt Gauss egyenletek. Szintén targyalni fogom a Lanczos egyenletet és a bran Bianchi-

azonossagot.

7.1. Az 5D Einstein egyenletek felbontasa

Az 5D térid6 g, metrikdja felbonthato a bran n® = (9/0y)" normal-vektora és az y = 0

feltétellel megadott branon indukalt g,, metrika (elsé fundamentalis forma) segitségével:
Jab = NaTb + Gab - (7.1)

Az 5D geometria fejlédését az 5D Einstein egyenlet hatérozza meg:
G = [—Kﬁab + Top + Tapd (y)] . (7.2)

75
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ahol 72 és 72\ az 5D gravitacios csatolési allando, illetve kozmologiai allando. Tab az 5D
energia-impulzus tenzor regularis része, mely nem standard modell mez&kbdl szarmazik
(pl. inflacioval kapcesolatos skalar-mezd, moduli-mezd, branon kiviili forrasok sugarzasa),
Ta pedig a disztribticionalis, branon lokalizalt része, mely igy eleget tesz a mn' = 0

feltételnek. A bran energia-impulzus tenzor tovabb bonthato
Tab = _)\gab + Tab (73)

modon, ahol A az tn. bran fesziiltség és T, a branon taldlhaté standard modell mezskbdl

szarmazo energia-impulzus tenzor.

aj...ardi...ds
c1...cpby...bs

Tetsz6leges Tlfll_jjif:r tenzor branra vetitett kovarians és Lie-derivaltjait a g

gar..ger ggll...ggj projektorok segitségével képezziik:

Tal...ar _cai...ardy...dss AICI...Cr
Vol 5" = aerertnbe Vela, a. (7.4

_ai..ar __ _ai...apdi..ds p _ici...cr
VLo = 9o b LT (7.5)

Amennyiben mind a T,if::ézr tenzor, mind a Ve vektor a hiperfeliileteken értelmezett, fenti
definiciok az indukalt metrikaval kompatibilis kovaridns és Lie-derivaltat adjak. Amennyi-
ben azonban V¢ tranzverzalis a hiperfeliiletekre, a vetitett Lie-derivalt tranzverzalis fej-
16déssel fiigg Gssze. A hiperfeliiletek 5D-be vald agyazasat a K, = V,n, kiils6 gorbiilet
(mésodik fundamentélis forma) jellemzi. Jelolje K a spurjat. Konnyen belathato, hogy
K, szimmetrikus, ha a bréan normalist n, = B%bx alakban vessziik (3 tetsz6leges fligg-
vény; y=allando pedig a hiperfeliiletek definicioja, igy x egy tranzverzalis koordinata). A
kiils6 gorbiilet eleget tesz

Lnga = 2Ky (7.6)

feltételnek. Az n® kongruencia gorbiilete [181] o’ = n°vonb = ghat. Igy
Vany = Kap + nacy . (7.7)
Bevezetjiik a kovetkezd tenzorokat:

Eab = KacKIf - LnKab + VbOéa — QpQyq (78)
Fp = KKop — KooK$ (7.9)

melyek spurjat E és F jeloli. Lathato, hogy K, tranzverzalis fejlédését E,;, tartalmazza.

Az 5D Einstein tenzor branra vett projekcioi:

~ 1
909y Ge = Gap = Far + Ea + 5 (F = 2B) (7.10a)
9nGeq = ginReg = V KE — VK | (7.10b)

2nn’ Gy, = —R+ F . (7.10¢)

Mivel Gup-t a (7.2) 5D Einstein egyenlet meghatarozza, a fenti egyenletek interpretéacioja
a kovetkezs. A (7.10a) tenzor-egyenlet (E,,- keresztiil) meghatarozza K, folidzasra me-

réleges fejlodését. A (7.6) egyenlettel egyiitt a (g, Kap) branon értelmezett gravitacios
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valtozok hiperfeliiletekre merdleges fejlédését adjak. A (7.10b) vektor-egyenlet nem mas,
mint a Codazzi egyenlet, mely a (gqp Kap) valtozokra egy kényszerfeltételt jelent, akarcsak
a (7.10c) skalar-egyenlet. (A vektor és skalar-egyenletek a térszerii foliazaskor megjele-
né diffeomorfizmus és Hamilton-i kényszereinek megfelel6i. Jelen esetben azonban ezen
egyenletek idGiranyu derivaltakat tartalmaznak és a branra tranzverzélis fejlédést leird
teljes egyenletrendszer nem hiperbolikus, hanem elliptikus jellegt.)

A bran-elméletekben azonban nem a (7.10a)-(7.10c) egyenletrendszer hasznélata ter-
jedt el, hanem egy ekvivalens rendszer, amit a kovetkez6kben vezetek le. Ehhez a (7.10a)

tenzor-projekciot felbontom spirra:
g®Gay=—R+F —3E | (7.11)
valamint spir-mentes részre:
(gggffécd> T (Rab — Far + Ea)"" . (7.12)

Itt 77 jeloli a tenzorok sptr-mentes részét, azaz fL5 = fu, — fga/4 barmely, a foliazas
hiperfeliiletein értelmezett f,;, tenzor esetén.

A (7.11) egyenletet a (7.10c) egyenlettel megfelelen kombinélva a kétszer kontrahalt
Gauss egyenlet all eld:

R=R—F+2E. (7.13)

Kikoszobolve R -t a (7.10c) és (7.13) egyenletekbdl, E kifejezhetd kizarolag 5D mennyi-

ségekkel is:
1~

E =n"n’Gg + 5B (7.14)
Bevezetjiik az 5D Weyl tenzort (ez a gravitacié nem-lokalis forrasokbol szarmazo része):
~ ~ 1. . ~ 2/ ~ o~
Cabcd = Rapea + éga[cgd]bR - g (ga[cRd]b - gb[cRd}a> . (715)
Ennek az n® vektor segitségével értelmezett elektromos része
~ b, d ipd kol R
gac — Cabcdn n- = gan]gcn Rijkl + Egac
1/ . .~ RS
3 <gég(l§Rik + gacnznkRik> : (7.16)
Felhasznélva a kévetkezd projekciokat:
i j k lD _
9oV g0 Rijr = Eac
g;g?ézk = Rac - Fac + Eac )
n'nF Ry, = —KuK" — E | (7.17)
kapjuk, hogy
3Eum = [—Rap + Fop + 2E,)"F . (7.18)

Végiil kikiiszobolve Rt a (7.12) és (7.18) egyenletekbdl, hasznos Gsszefiiggés all el az

5D Weyl tenzor elektromos része, valamint ELF kézott:

1 c doy e TF
Eap + g (gagchd) =Ly . (7'19)
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Ez az 0sszefiiggés kapcsolatot teremt a L, K, spar-mentes része és £, kozott. Kikiiszobol-
ve a hiperfeliiletekre merdleges derivéaltat tartalmazo tagot a (7.12) és (7.18) egyenletekbdl,
a kovetkezé egyenlet adodik:

) ~ \TF
b= 5 (9:98Cea) = (~Rus+ Fu)"" . (7.20)

Ezt a spur-mentes egyenletet a (7.10c) skalar-egyenlettel kombinélva, a 4D Einstein ten-

zorra a kovetkezd hasznos egyenletet kapjuk:

2 c dN TF 1 c d~ gab
Gab = g (gagchd> + §gabn n ch —+ Fab — 7F - gab . (7'21>

Mivel a fenti egyenlet spirja éppen a (7.10c) skalar-egyenlet, ezért az 5D Einstein-tenzor
felbontéasabol szarmazo fiiggetlen skalar-egyenlet szerepét az eredeti (7.10a) tenzor-projekeio
spurja veszi at, amir6l megmutattuk, hogy a (7.13) kétszer kontrahalt Gauss egyenlettel
vagy a (7.14) egyenlettel is helyettesithetd.

A (7.21) egyenlet mutatja, hogy a bran gravitacio forrasai a kovetkezdk: az 5D anyag
(az Goa -t meghatarozo 5D Einstein egyenlet révén), a bran kiils6 gorbiilete (az F-tagokon
keresztiil) valamint az 5D Weyl tenzor elektromos része. A tobbi fliggetlen egyenlet a
(7.10b) Codazzi egyenlet, valamint a (7.13) kétszer kontrahalt Gauss egyenlet. Ez a
harom egyenlet egytitt ekvivalens az 5D Einstein egyenlettel.

A kovetkez6 fejezetben a kiilsé gorbiiletrsl megmutatom, hogy a bran energia-impulzus
tenzoraval kifejezhets. A bran-megfigyel§ altal észlelt gravitécios dinamika szempontjabol
viszont problémét jelent az &£, forrastagra vonatkozd bran-fejlédésegyenlet hianya. Bar
Eu tn. longitudinalis részét a vektori egyenlet sok esetben meghatéarozza [148|, altalanos

esetben a tranzverzalis része meghatarozatlan marad.

7.2. Az Israel-féle illesztési feltételek

A (7.21) tenzori egyenletben az F;, tenzoron keresztiil a bran kiilsg gorbiilete tobbszorosen
is megjelenik a bran Riemann gorbiiletének (annak Einstein részének) forrasaként. A kiilss
gorbiiletet a branon talalhato megfigyel6 értelemszertien nem mérheti, ezért szerencsés
lenne mas véltozokkal kifejezni. A kdvetkezSkben kapcsolatba hozom a kiils§ gorbiiletet

a branon talédlhaté energia-impulzussal és a bran fesziiltségével.

7.2.1. Az indukalt metrika folytonossaga és a Lanczos egyenlet

Tekintsiink egy id6szerd hiperfeliileten elhelyezkedd disztibucionalis energia-impulzus el-
oszlast. A hiperfeliilet a téridét két részre osztja. Mindkét tartoményban a gravitacios
dinamikat a (7.10), vagy ezzel ekvivalens modon a (7.10b), (7.14) és (7.21) egyenletrend-
szer adja meg. A brénon valo athaladaskor az indukéalt metrika folytonos kell legyen,
hiszen értelmetlen lenne két kiilonb6zd tavolsaggal jellemezni a bréan két infinitezimalisan

kozeli pontjanak viszonyat. Ez az els Israel-féle illesztési feltétel [144|, azaz Agq = 0 és

gab = Jab-
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A masodik feltétel a Lanczos-egyenlet [141], mely a kiils6 gorbiilet ugrasat adja meg
a bran energia-impulzus tenzoranak fiiggvényében. Utobbit [156] és [8] nyomén kovetke-
z6képpen latjuk be. Az (7.8), (7.9) és masodik (7.17) Gsszefiiggésbdl a kovetkezot kapjuk

EnKab = _g;gllfézk + Zab ) (722>
Zab == Rab + 2KacK§ — KKab + Vboza — Op g (723)

A (7.2) 5D Einstein egyenletbdl pedig a
s 2+ T 1
gflgzlme =52 |:§Agab + gagz]fTik - ggabT + (Tab — ngab) ) (y)} (7.24)

Osszefiiggés all elg. A Lie-derivalt az y adaptalt koordinatdban parcialis derivaltta egy-

szertisodik, igy (7.6) atirhato

0 - 1
_Kab = _52 Tab — ZTYab 5 (y) + Wab + Zab ) (725>
dy 3
2 [ 2% i ko L =
Ww = —K gAgab + 9.9y ik — ggabT (7-26)

alakra. A bevezetett Z,, és Wy, tenzorok fontos k6zos tulajdonsaga, hogy mindeniitt vége-
sek. A hatarfeliiletet is magaba foglalo vékony réteg felett integralva, a réteg vastagsagat

nulldhoz kozelitve, ezen tagok jaruléka nullahoz tart és elGéll a Lanczos egyenlet:

AKab = —%2 (Tab — ggab> . (727)
Ezt néha a
—’/%27'@1) = AKab - gabAK (728)

ekvivalens forméajaban alkalmazzuk. A kiils¢ gorbiilet a bran két oldalan kifejezhetd, mint
OKE = 9Ky + AKy, (7.29)

ahol a jobboldal masodik tagjat a Lanczos egyenlet adja. Latni fogjuk késébb, hogy K g-t

viszont a Codazzi egyenlet hatarozza meg.

7.2.2. Kiils6 gorbiiletet tartalmazé forrastagok atlaga és kiilonb-
sége

A (7.10b), (7.13) és (7.21) dinamikai egyenletek a bran mindkét oldalan felvett idGszerd

hiperfeliileteken érvényesek. Ha ezeket a hiperfeliileteket kétoldalrol a branhoz kozelitjiik,

képezhetjiik az egyenletek atlagat és kiilonbségét. A Lanczos egyenlet felhasznalasaval az

F,, forrastag, illetve F' spurjanak a bran két oldaldn vett kifejezéseibdl képezett atlaga és

kiilonbsége egyszert szamolas eredményeként kovetkezdképpen all eld:
?ab = ?ab? - ?ac?g + 5Fab )
— KK +6F

>l

F =
~2 |7~ 1 — T J— c
AFjab =—Kk | K| Tap — ggabT + Kabg - 2Kc(a7_b) )

AF = 25K 7 . (7.30)
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Itt bevezettik a

R4 1
5Fab = _Z <Tac7-bc - gTTab> (731)

jelolést az F,, és F,, funkcionalis alakjai kiilonbségének jellemzésére.

A (7.21) egyenlet atlagaban megjelens kombinéciora kapjuk, hogy

i ~ A A2
SF., — %51:’ _ [Sab + ST Egab} . (7.32)

Itt az Sy tenzor a T,,-ben kvadratikus kévetkezd kifejezés:

1
Sab:_

; (7.33)

T Jab g T?
T T4 Ty, — 20— el T
ac™b + 3 b 2 ( cd _'_ 3

7.2.3. Szimmetrikus és aszimmetrikus beagyazasok

A Z,-szimmetrikus beagyazas azt jelenti, hogy a bran jobb és bal oldalan talalhato 5D
tartoméanyok azonosak. Ez tobbnyire azzal jar, hogy a fizikai és geometriai mennyiségek
azonosak a két oldalon, igy azok kiilonbsége nulla. Egyetlen fontos kivétel van, a kiilsg
gorbiilet. Mivel a brantol jobbra esé tartoményban a bran n® normaélisaval, mig balra
ennek ellentettjével képezziik, Zo-szimmetria esetén K2 = — KL azaz K, = 0.

Ezért K., pontosan az aszimmetria mértéke. A (7.21) egyenlet atlagidban ez a kovet-
kez6 kombinacioban jelenik meg:

T = KK — KuK: — % (ﬁ - decd) , (7.34)

(szimmetrikus beagyazas esetén Ly, = 0). Spurja

I-K, K"K

, (7.35)

spur-mentes része pedig

_ — — — — L
LZIJF - KabK - Kach + Zgab . (736)

7.3. Gravitacios dinamika a branon

7.3.1. Az effektiv Einstein egyenlet

Az 5D Einstein egyenlet skalar és tenzori projekciojanak spurtalan részébdl képezett (7.21)

egyenlet atlaga:

9 AN 1 T
Ga = 3 (9291) ch> + 2 Jab (ncn ch>
P — %F —Eu. (7.37)

Felhasznélva a (7.2) 5D Einstein egyenletet, a (7.33), (7.34) definiciokat, valamint beve-

zetve a 4D gravitacios és kozmologiai ,allandokat”

1
K = 67%4)\ , (7.38)
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L 27 =~
A=Ro—7 - % (ncnchd) : (7.39)

ahol B

20N = K2\ + R2A (7.40)
el6all a g, bran-metrika fejlédését meghatarozo effektiv Einstein egyenlet:
Gab = _Agab + I{QTab + %45(11) — fab + ZZbF + fab . (741)

Megjegyezziik, hogy a gravitacié vonzo jellege miatt x2 > 0, azaz A > 0, valamint a bran
fesziiltség esetleges valtozasa esetén k2, A de még Ag is valtozni fog. Az effektiv Einstein
egyenlet P, forrastagja az esetleges 5D nem standard modell mezék energia-impulzus
tenzoranak branra esd visszahuzottja:

=2

— 2% ~ \IF
P = = (99iTa) - (7.42)

Az effektiv Einstein egyenlet forrastagjai koziil fbe és L a bran beagyazasanak aszim-

cz 0z

metridjatol, az £,. az 5D Weyl gorbiilettsl, mig a n°nT.y és ggg;fid 5D forrasok projekcioi
az 5D forrasok fejlodésétdl fiiggenek.

7.3.2. Kiilonbség-egyenletek

Az 5D Einstein egyenlet skalar és tenzori projekcidja spurtalan részének a bran jobb és

bal oldalan felirt alakjait kivonva egymasbol, kiilonbség egyenleteket kapunk:
DK+ T,E" = A (nanbfab) ~ AR, (7.43a)
2K ~ \TF
Ay = ?A (9295Tcd)
. T_ 9 _ o TF
= KT, + gK“b + g)‘Kab — ZKEaTb)c} . (743b)

Az els6 Osszefliggés a beagyazasra vonatkozo (az adott 4D és 5D anyagi forrasoktol fiiggs)
kényszerként foghato fel. A masodik Osszefiiggés megadja A&, mennyiséget a beagyazas,

a 4D és 5D anyagi forrasok fliggvényében.

7.3.3. A Codazzi egyenlet
A bréan két oldalan vett (7.10b) Codazzi egyenlet atlaga és kiilonbsége:
VK -V,E = B (ggndid> , (7.44a)
Ve = =A (ggndid> . (7.44b)

Az els6, az atlagolt Codazzi egyenlet a bedgyazasra és az 5D anyagi forrasokra (szim-
metrikus bedgyazas esetén csupan utébbira) vonatkozo kényszeregyenlet. A masodik, a

kiilonbség Codazzi egyenlet a branra vonatkozd energia mérleg egyenlet, részletesen kiirva:

V.I° = VoA — A (ggndid) . (7.45)
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Ez az els6 dinamikai egyenlet, melyhez a valtozo bran-fesziiltség modosito jarulékot ad.
A 4D anyagi forrasok energia-impulzus tenzoranak divergencidja tehat két okbdl kiilon-
bozhet nullatol: (i) egyes 5D nem standard modell mezdk miatt, példaul sugarzés [11],
[173], [179], [182]-[187], valamint (ii) valtozo bran-fesziiltség miatt [9)].

7.3.4. A kétszer kontrahalt Gauss egyenlet

Mint ahogyan azt lattuk, az 5D Einstein egyenlet projekcionak targyalasaban, a fiiggetlen
skalar egyenlet a (7.13) kétszer kontrahéalt Gauss egyenlet, vagy az ezzel ekvivalens, az R
kikiiszobolésével kapott (7.14) egyenlet. Utobbit a (7.2) 5D Einstein egyenlet segitségével
atirhatjuk a kovetkezd alakra:

T 2A

E=7|n"nT,— =+ . 7.46
/{<nn b 3+3> ( )

Mivel FE a kiils6 gorbiiletbdl &ll els, (7.46) egyenlet a bedgyazasra és az 5D anyagi forré-

sokra vonatkozo kényszer.

7.3.5. A bran Bianchi azonossag

Az effektiv Einstein egyenlet 4D kovaridns divergencidjat képezve a kétszer kontrahéalt
bran Bianchi azonossagot kapjuk. Ez meghatarozza a (Eab — ffbp — 5,11,) forrastag lon-

gitudinalis részét:

Ve (Eab - ZZbF - fab) =

L R2 7= ~ PE T ~
Vb Ry, (ncndT cd) — KA (9§nchd> + 5 (T -2 ) A (gﬁnchd>
4 2 4 3
%4 ac 1 a %4 a a
—|—Z 2T V[bTa}c + g (TabV T — TVbT) — E (Tb — Tgb) VA . (747)

A levezetéshez felhasznaltuk a Vok? = (k2/X\) VOX és VA, = £V Osszefliggéseket, me-
lyek k2 és Ag definicioibol, (7.38) és (7.40) egyenletekbdl kovetkeznek, valamint a (7.45)
energia-mérleg egyenletet. Megjegyezziik, hogy valtozd bran-fesziiltséget tartalmazo ja-
rulé¢kok szérmaznak a kovetkezs tagokbol: (a) V@ (k?) Ty, (b) —gasVIA = ... + K2V,
ezeket mas VA tipusi jarulékok is kiegészitenek, amikor T, kovarians divergenciajat
(7.45) formaban fejezziik ki. Ennek eredményeképp (b) kiesik, valamint (a) egyiitthatoja
megvaltozik. A valtozo bran fesziiltség teljes jaruléka a (7.47) egyenlet utolso tagjaban ta-
lalhato. A kétszer kontrahélt Bianchi azonossiag kozmologiai kovetkezményeit a kovetkezd
fejezetben vizsgéljuk.

Megjegyezziik, hogy a valtozo bran-fesziiltség kizarolag a (7.45) és (7.47) egyenleteket

modositja.
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7.4. Branra meré6leges fejlédésegyenletek

A bran gravitacios valtozoi a g, indukalt metrika és a K, kiils6 gorbiilet. Ezek a branra
merdleges n® iranyban a kovetkezé modon fejleszthetSk. A g, branra merdleges fejlédését
a (7.6) egyenlet adja, a K, kiils6 gorbiilet branra merdleges fejlédését pedig a (7.8)
egyenletbdl nyerjiik:

E
‘CnKab = — (E(Z;)F + Zgab) -+ KacKIf + vbOéa — QpQ - (748)
Itt az E mennyiség és az 5D forrasok kapcsolatat a (7.46) Osszefliggés adja meg, az Ey,
spar-mentes részét pedig &, definiciojabol és az 5D Einstein egyenletbdl nyerjiik [8] ko-
vetkez6 modon:
TF R2T o 4 Tr

Ey =& — 3 [gagb Tea + 7abd (y) . (7.49)
Az &, elektromos projekcio a bran barmely oldalan c‘fﬁ,’L =EptAEy /2 modon fejezhetd
ki az £, atlag és A&, kiilonbséggel. El§bbi a (7.41) effektiv Einstein egyenlet sptir-mentes

részébdl fejezhet ki, utobbit (7.43b) adja meg a branon értelmezett mennyiségekkel.

7.5. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben részletesen bemutattam, miként lehet a branon él6 megfigyel6 szem-
szOgébdl targyalni a gravitacios dinamikat. Ezt az 5D Einstein egyenletek branra térténd
vetitésével értem el, melynek nyomén tenzori, vektori és skalar-projekciok alltak els. A
bran disztribucionalis energia-impulzust tartalmaz (a csak 3+1 dimenzioban létezd stan-
dard modell mezdket, valamint a bran fesziiltséget), ez a bran kiils§ gorbiiletében ugrast
okoz. Levezettem a gravitacios dinamika tenzori szabadsagi fokainak branon torténd fejls-
dését meghatarozo effektiv Einstein egyenletet az irodalomban korabban létezé alakjanél
joval altalanosabb formaban, azaz megengedve i) a bran bedgyazasanak tetszéleges, aszim-
metrikus jellegét, ii) a bréan fesziiltségének valtozasat. Utobbi miatt mind a gravitacios
allando ((7.38) egyenlet), mind a kozmologiai allando ((7.40) egyenlet) véaltozo lesz, val-
tozasaikat természetesen a megfigyelésekkel 6sszhangba kell hozni. Valtoz6 konstansokat
tartalmazo egyéb elméletek is ismertek az irodalomban [188]-[189]. Megmutattam, hogy a
gravitacios dinamika a Codazzi és a kétszer kontrahalt Gauss egyenletekkel valik teljessé.

A kovetkezo fejezetekben az itt kidolgozott formalizmus alkalmazésaira keriil majd sor.
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8. fejezet
Bran-kozmologia

Ebben a fejezetben az el6z6 fejezetben kidolgozott formalizmus kozmologiai alkalmaza-
sait vizsgalom. A targyalas olyan szempontbol hagyomanyos lesz, hogy mind a branon
talalhaté anyagra, mind a bran geometriajara felteszem a kozmologiai szimmetridkat, azaz
homogén és izotrép bran-kozmologidkat vizsgalok. Az idealis folyadékra vonatkozo egyen-
leteket tetszéleges 5D térid6 esetén a 8.1 alfejezetben adom meg. Ezt kévetén felteszem,
hogy az 5D térid6 sugarzéast és toltott fekete lyukat is tartalmazhat, valamint minden
pontjaban rendelkezik a kozmoldgiai szimmetridkkal. Az emlitett tulajdonsagokkal biro
toltott VAASH téridst és a kozmologiai egyenleteket a 8.2 alfejezetben ismertetem a 9]
munkam nyoméan.

A fejezet fennmaradé részében a kozmologiai modell két alkalmazéasat targyalom. A
8.3 alfejezetben olyan modellt ismertetek, melyben az 5D sugéarzas a bran altal kibocsaj-
tott gravitonokbol all. Itt a sugarzésnak és az aszimmetrikus beagyazasnak a kozmologiai
fejlodeésre kifejtett egyiittes hatasat vizsgalom, konstans bran fesziiltség esetén, [11] mun-
kim nyoméan. A 8.4 alfejezetben pedig szimmetrikus bedgyazés mellett az E6tvos torvény
szerint valtozo bran fesziiltség hatasat tanulméanyozom, [10] munkam nyoméan.

A 8.5 alfejezet egy tovabbi szimmetria, a sztatikussag feltevése mellett elGallo koz-
mologiai brant ismertet, az Einstein brant (valamint ennek homogén parjat), [12], [13]
munkaim nyoman. Az Einstein brén, az irodalom éallitasaival ellentétben, nem a SAdS5
téridébe (a VAdS5H téridé vakuum esete) agyazott. Ramutatok arra, hogy az irodalom
unicitas-bizonyitasa miért sériil ebben az esetben.

A 8.6 alfejezet Osszefoglalja a bran-kozmologiaval kapcsolatos eredményeket.

8.1. Idealis folyadék Friedmann branon

A kozmologiai szimmetridkat felmutato, idedlis folyadékot tartalmazo brant Friedmann

brannak nevezziik. Az indukalt metrikat kovetkezd alakban vessziik fel:
Gabp = —UgUp + 0,2 (T) hab ) (81)

itt a (1) a skalafaktor, 7 a kozmologiai id6, hy, a konstans 7 id6hoz tartozdé maximalisan

szimmetrikus, konstans gorbiiletd 3-metrika (a gorbiileti index k& = 1,0, —1 lehet). Az

85
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u® = (0/07)" idGszerd kongruencia az u%u, = —1 és hgyu® = 0 feltételeknek tesz eleget.
Az elsé feltételbsl uyVoub = 0 is kovetkezik. Az u® vektorhoz adaptalt bazisban konnyen
belathato, hogy az u’V,u® vektor nulla, és mivel egy vektor elttinése bazis-fiiggetlen allités,
altalaban is igaz, hogy u’Vyu® = 0.

Ponttal jeloljiik a 7 szerinti id6derivaltat, ez az u® iranyba vett, az u® vektormezdére
merdleges (konstans 7 altal jellemzett) hiperfeliiletre vetitett Lie-derivalt. A hab =0

feltételbsl szarmaztathato
1
ucvchab == _? (vaub + VblLaL) ) (82)

ennek spirja '
a

UL =3— . 8.3

Vau - (8.3)

A brén fesziiltség megvaltozasa miatt nem sériilhetnek a kozmoldgiai szimmetridk, igy
a bran fesziiltség csakis 7 fiiggvénye lehet: A = X\ (7). A branon talalhato idealis folyadék

energia-impulzus tenzora pedig
T = p (T) uqup + p (7) a*hay (8.4)

a korabban bevezetett u® pedig a 4-es sebessége. A tér izotropidaja és homogenitasa
miatt heVoa = hyyVPp = hay VP = hay VPN = 0, azaz az f = (a, p, p, \) fiiggvények
barmelyikére igaz, hogy

Vol = 95Vuf = —uaf . (8.5)

Hasonl6 Osszefiiggések érvényesek barmilyen kizarolag csak 7-tol fiiggé mennyiségre.
Az energia-impulzusban kvadratikus (7.33) forrastag az ideélis folyadék esetében

RS = /12§ [guaub + (g +p) aZhab] ) (8.6)

Az effektiv Einstein egyenletben szereplé tobbi spurmentes forrastaghoz egy U effektiv
energiastriiséget rendeliink kévetkezd modon:
=  =TF = a?
_Sab -+ Lab + Pab = K,QU (ua’lﬂ, + ghab) . (87)
Az U nemlokalis (Weyl), a beagyazas aszimmetriajat jellemz6 és 5D anyagi jarulékokat

egyarant tartalmaz.

Az (8.1) metrikdhoz tartozo Einstein tenzor

a’+k
0,2

Gay =3

UgUp — [Qad +a® + k] Rab - (8.8)

A (7.41) effektiv Einstein egyenlet nem-trividlis projekcioi az altalanositott Friedmann és

altalanositott Raychaudhuri egyenletek lesznek:

3d2(;k —A+k2p (1+%) +u] (8.9)

i _on 2 2p p
6% =20 — r {p(u )\>+3p<1+>\>+2U} . (8.10)
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A (7.45) energia-mérleg egyenlet idGszertd és térszerd projekcioi:

a . ~
32 (p+p) = —A+A (ucnchd> , (8.11)
A (hgndid) ~ 0. (8.12)
Mivel a normal vektorok a bran két oldalan ng = n és ny, = —n, a (8.11) egyenlet

jobboldalanak méasodik tagja tiikkor-szimmetrikus esetben is lehet nem nulla. Ha a (8.11)
egyenlet jobboldalan mindkét tag elttinik, az energia-mérleg egyenlet a folyadékra vonat-
kozo folytonossagi egyenletté valik. Ha csak A (ucndid) = 0, viszont a bran fesziiltség
valtozik, a (8.11) egyenlet a p+ A energiastirtiségi és p — A nyomasu folyadékra vonatkozo
folytonosséagi egyenletté valik.

A (7.47) kétszer kontrahalt Bianchi azonossag az itt vizsgalt sajatos esetben a (7.38),
(8.1), (8.3), (8.4), (8.7), (8.12) egyenletek felhasznalasaval egyszertsithets. Megjegyzem,
hogy a kozmoldgiai szimmetriakbol az is kovetkezik, hogy az U, L és (ncndﬁcd) kizarolag
T fliggvényei. A kétszer kontrahalt Bianchi azonossag térszert projekcioja identikusan
eltlinik, mig az idGszerd projekci6ja:

K2 <U + 4Ug + U%) = {% + %2<ncndid>} — K2 (1 + §> A (ucndid> . (8.13)
A (7.47) kétszer kontrahalt Bianchi azonossag — (R*/4) pAu, tagja egyszertisodott a Ty
ban kvadratikus tag megfelels jarulékaval, igy a (8.13) Gsszefiiggés minddssze egy explicit
A jarulékot tartalmaz, mely (k*U) derivaltjabol szarmazik. Tovabb egyszertisithets az

egyenlet az Uy (1) fliggvény bevezetésével:

4
U =0, (@) , (8.14)
a
itt ag integracios konstans. A (7.39) és (7.40) Osszefiiggések felhasznalasaval a kovetkezo
all elg:
4. A . : -
K (ﬁ) (UO + UOX) + A — P\ = K2 (1 + g) A (ucnchd> . (8.15)
a

A kétszer kontrahalt Bianchi azonossag egyetlen nemelting (8.15) komponense ugy
is elGall, ha az altalanositott Friedmann egyenlet id&derivaltjat képezziik, felhasznéljuk a
(8.10) altalanositott Raychaudhuri egyenletet és a (8.11) energia-mérleg egyenletet. Ebbol
latszik, hogy a (8.11) energia-mérleg egyenlet altalaban nem kévetkezménye a Friedmann
és Raychaudhuri egyenleteknek, mint a standard kozmologidban, hacsak (8.15) nem tel-
jesiil azonosan.

Végiil felirom a (7.28) Lanczos egyenletet Friedmann branon talalhato idealis folya-
dékra:

~2
K

AKy= 5 (20 + 3p — Nuguy + (p+ A) a®hap) (8.16)

Osszefoglalasképp, a kozmologiai fejlédést a (8.9) altalanositott Friedmann egyenlet, a

(8.10) altalanositott Raychaudhuri egyenlet és a (8.11) energia-mérleg egyenlet hatarozza

meg. A (8.14) behelyettesités utan ezek az egyenletek A és Uy ismeretleneket tartalmazzak,

ezek mind a beagyazastol, mind az 5D forrasoktol fliggnek.
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8.2. Toltott 5D Vaidya-Anti de Sitter térid6

A sugarzast és elektromagneses mez6t tartalmazo legéltalanosabb 5D téridd, mely minden
pontjaban rendelkezik a kozmologiai szimmetriakkal, azaz a Friedmann brant tetszéleges
pontjaban tartalmazhatja, a toltott VAASS térids. Az 5D sugarzast geometriai optikai
kozelitésben tekintjiik. Ez azt jelenti, hogy a gorbiileti sugar mindvégig joval nagyobb
a hullamhossznal. Sugarzést tartalmazé 5D modelleket kordbban a [173], [179] és [182]-
[187] munkéakban vizsgaltak. Az alabbiakban targyalni fogom a geometriat, a forrasokat,
a beagyazast és a bran-dinamikat, utobbit a Friedmann, Raychaudhuri és energia-mérleg

egyenletek adjak.

8.2.1. A geometria

Eddington-Finkelstein tipusa koordinatakban a téridé

ds* = —f (v, r; k) dv? + 2edvdr
+ 7% [dx® + H* (x; k) (d6? + sin® 6d¢?) | . (8.17)

Itt e = 1, ha v kifele tarté null koordinéata (igy a v =konstans vonalak befele tartanak),

valamint € = —1, ha v befele tart6 null koordinata (kifele tarté6 v =konstans vonalak). A
metrikus fiiggvények
siny k=1
H(x; k) = X k=0 (8.18)
sinh y , k=-1

(itt k a konstans gorbiiletd hgy, 3-metrika gorbiileti indexe) és

LFA L ()

(8.19)

Az m (v) és q (v) fliggvények szabadon megvalaszthatok. Ez a toltott VAASH térids. A
véalasztott paraméterek fliggvényében a téridé nulla, egy vagy kettd darab horizonttal
rendelkezik. A legegyszerubb, m =konstans és ¢ = 0 valasztas mellett kapott metrika (a
SAAS5 térids) horizont szerkezetét [190] munkénkban részletesen targyaltuk).

A bran mindkét oldalan VAdS5 téridé talalhato, ezek paraméterei és szabad fiiggvé-
nyei kiilonbozék lehetnek. Fekete lyuk tehat mindkét, csak egyik oldalon, esetleg egyik
oldalon sem taladlhato. A két téridG-tartomany abban is eltérhet egyméstol, hogy az r = 0
kornyezetét tartalmazzék-e vagy sem. Ezt az n; ( I = L, R) index fejezi ki, mely akkor 1,
ha a kérdéses tartomany tartalmazza r = 0-t, egyébként 0.

A VAdS5H metrikat kovaridnsan kovetkezd alakban vessziik fel:
gab = —UgUyp + NgMyp + 742hab . (820)

A (v, r) koordinatéak helyett hasznalni fogjuk a (7, y) koordinatékat is. Ezek a folyadék u®
4-es sebességéhez, valamint a bran n® = (—1)7 (0/dy)" normalisdhoz adaptaltak. A (—1)°
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elgjelt azért vezetjiikk be, hogy az y koordinata novekedhessen vagy éppen csokkenhessen

a normalis mentén. Kifelé tarté y koordinata esetén

B { g , jobb tartomany (8.21)

B nL+1, bal tartomany

(a bran normalisa, mint kordbban, most is jobbra mutat). Megjegyezziik még, hogy u
csakis a horizontokon kiviil tekinthets idGszertinek, azaz csak ott bir 4-es sebesség jelleggel.

A dualis koordinata bazisok kapcsolata

dv = vdr+v'dy,
dr = rdr+r'dy, (8.22)

itt a pont és vessz6 T és y szerinti derivaltak. A vektor bazisok a transzponélt inverz

matrixxal transzformalodnak:

90 0

or  ov  or’

0 0 0
-1)n = —=v—=—+1r"— 8.23
(=1)"n dy Y o T or (8:23)

A horizontokon kiviill az u® negativ egységnyi norméjabol kapjuk, hogy
. . .9 1/2

fo=e+S (FP+f)", (8.24)

itt S2 = 1. Mint azt a [9] munkdmban megmutattam, S; = (—1)""'. Egyszerii szamolas
vezet a
1/2

0= —er 4+ 51 (P + f) (8.25)

osszefiiggéshez. A fenti két egyenlet szerint a horizonton kivill (f > 0) a © elGjelét Sy
adja, € értékétdl fiiggetlentil.
Az u 1-forma igy

u =g(u,.)=-95 (7’“2 + f)1/2 dv + evdr . (8.26)

A g (n,w) = 0 feltételbdl:

S /
T/ = va' T’U/ = 651 (Tz + f) 1/2 U_ y (827)
v v

mig n® egységnyi hosszabol, az (8.24), (8.25) és (8.27) egyenletek felhasznalasaval
Ul = SQU (828)

kovetkezik (S3 = 1). A normalis forma tehat

n.=g(n,.)=(-1)" €Sy (—rdv + vdr) . (8.29)

Az (8.22) és (8.24) egyenletekbdl az is kovetkezik, hogy u. = —dr és n. = (—1)7dy
(mindkét Osszefiiggés fiiggetlen az Sp és Sy elGjelektol).
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Kozvetlen szémolas adja az 5D Weyl tenzor elektromos részét:

1 ,O*f af r?
gab = @( W —2r 8—+2f—2]€> <UaU/b+§hab)

3¢ (v)2—7ﬂﬁ4m (v)r?] (uaub +%hab) | (8.30)

Az effectiv Einstein egyenletben szereplé megfelels forrastag igy

2
—fab = HQUweyl (uaub + %hab) s

__ 2
HQUWeyl — 6_m _ E <q2 + ﬂ) . (831)

réd 26 4

(Itt felhasznaltuk azt az altalanos Osszefiiggést, miszerint tetszéleges h mennyiség négy-
zetének atlaga h? = B+ (Ah)? /4 médon szamolhato)

8.2.2. Az 5D forrasok

A t6ltott VAAS5 metrika forrasai (8.17) a #2A 5D kozmologiai allando, valamint az m (v)
tomegeloszlasért felelss sugarzas és a g (v) toltéssirtséggel Osszefliggs elektromégneses
mezd szuperpozicidja.

Az elektromagneses mezd energia-impulzus tenzora:

~ 3¢* (v
T£M = %27('6) (uaub — Mgy + T2hab) s (832)

ezt az A, = l,q (v) /r? null 5-6s potencial hozza létre.
A geometriai optikai kozelitésben tekintett sugarzas (null por) energia-impulzus ten-

zora:

~ 36 (v,r
TP = 5( )l alb (8.33)
A sugérzas a centrum (r = 0) felé tarto, ha e = 1 és kifele tartd, ha e = —1. Eszerint a

sugarzas vagy kozelit a branhoz vagy tavolodik téle, ez a bran két oldalan akar kiilonbozhet
is. Az e; és iy definicioibol kovetkezik, hogy az e; (—1)™ globalis elGjel negativ a brant
elhagy6, pozitiv a branhoz kozeleds, altala elnyelt sugarzés esetén.

A (8.33) egyenletben [ egy null 1-forma:
l=dv=20[(—1)" Son —u] , (8.34)

igy a folyadék 4-es sebességével és a bran normalisaval kifejezve az energia-impulzus tenzor

6 2

/432 r3

T [nanb +2 (—1)UJrl St (aNp) + uaub] ) (8.35)

A linearis tomegstriiség dimenzidju g (v, r) fiiggvény a sugéarzas energia-stirtségével kap-

csolatos. Az 5D Einstein egyenletek Osszekapcsoljak a 5, m és g fiiggvényeket:

dm g dg
dv  r?dv’

B = (8.36)
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A branon (mind késébb latni fogjuk, ez r = a(7) egyenlettel adhato meg) a teljes

Toy = TNP + TEM energia-impulzus tenzor (8.11) energia-mérleg egyenletben elfordulo

projekcidja oy
uniT.y = W : (8.37)
igy
p+39(p+p) = A+ ~23 A [e(=1)7 B]
a ReQ
= Sty 3 e ()6 (8.38)
I=L,R

Végiil a P, forrastagot

— a2

Py = r*Uhrad (uaub+ ?hab) :

. 3 =5 3 [, (Ag)?
2rrch—rad __ 2

Osszefiiggés adja meg.

8.2.3. A beagyazas

A bran y = 0 helyen talalhato, ezért a (7, y) koordinatakban csak a 7 koordinataja
valtozhat, ez fejezi ki mozgéasat az 5D téridében. A v = v (7) bedgyazasi feltételt a (8.24)
egyenlet, valamint » = a (7) adja. Utobbi lehetévé teszi, hogy r és 7 helyett az a és a
mennyiségeket irjuk az eléz6ekben ismertetett képletekbe, amennyiben azokat a branon
értékeljitk ki. Az n normalist és a bran u tangensét a (8.23) egyenletek adjak meg, mig

az indukalt metrikat (8.1). Kozvetlen szamolasbol kapjuk a kiils§ gorbiiletet:

Bevezetve a o Lol
24 =24+ Eri L el (8.41)
Br=(=1)" (a®+ f,)"? (8.42)
jeloléseket, ahol I = R, L, a kiils6 gorbiilet ugrasa és atlaga
€519 AK,, = 2 (%) gty + 2B ahg | (8.43)
2€5155K oy = —A(%) uaup + AB ahygy . (8.44)

A K, (8.44) kifejezésébdl elséall a A beagyazasbol szarmazo része:

L= _34B lA(é) + ﬁ] : (8.45)

2a B a
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valamint az effektiv Einstein egyenlet bedgyazasbol szarmazo forras-tagja:

2
_ a
LaTbF = g2yem (uaub + —hab)

3
Htemb _ 3?@3 [%—A(%)} . (846)

Eszrevehets, hogy az €515, el6jel kiesett az faTbF és L kifejezéseibsl. Ez nem melepd,

mivel mindketté K ,-ben kvadratikus.

8.2.4. Altalanositott Friedmann és Raychaudhuri egyenletek

A (8.43) Osszefiiggés és a (8.16) Lanczos egyenlet sszehasonlitasabol kifejezhets (A/B)

és B a bran fesziiltség és a folyadék valtozok fiiggvényeként:

A K2
ESlSQ(E) = g(Qp +3p—A), (8.47)
72

Képezve a (8.42) egyenlet négyzetét, majd atlagolva, ezutan felhasznélva (7.38) és (8.48)
Osszefiiggéseket, kapjuk, hogy

2 2
g—)\(p+)\)2a2+@ =i+ f. (8.49)

Végiil a (7.40) és (8.19) egyenletekbdl elgall a Friedmann egyenlet explicit alakja:

a?+k Ao K p om @ (AB)?  (Ag)
20 PG ) L - . 8.50
a? 3 + 3 ( + + a*  ab + 4a? 4ab (8:50)
A AB mennyiséget a (8.42) ugrasanak négyzetébdl szamoljuk, felhasznalva f és B (8.19)

és (8.48) kifejezéseit, valamint A (h?) = 2h Ah 6sszefiiggést mind B, mind g¢-ra:

12a?Am — 12gAq + R2aSAA

AB =
€515 X2ad (p+ N)

(8.51)

A globélis €51.9; el6jel a Friedmann egyenletben nem szerepel, mert az a (AB )2 kifejezést
tartalmazza.
Az A, f és [ mennyiségek (8.41), (8.19) és (8.36) definici6ibol meghatérozzuk A

atlagat és ugrasat is:

_ Coom RA 2 (., (AP B
A = a+?—7a—$<q +T +?, (852)
2Am AN 4gAq A (B0?)
AA = & 5 ‘" a2 (8.53)

A levezetett AA és AB kifejezések eleget tesznek

3AA+FaC =R (p+ \) €51S,AB (8.54)
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Osszefiiggésnek, itt bevezettiik a

67A¢  3A (B9

K2ab K2a3

C = AN+

(8.55)

jelolést. Ugyanez az Osszefiiggés eldall a (8.41) és (8.42) osszefliggésekbdl is. Az (A/B)

definici6jabol egy masodik kifejezést nyeriink A-ra:

AAAB (AN (= ’
AN (AB)

4 B 4
Ezt a (8.47), (8.48), (8.51), (8.53) osszefliggések felhasznalasaval irhatjuk fel expliciten.
Ezt kévetden osszehasonlitjuk A kétféle kifejezését, felhasznalva (7.38), (7.40) Osszefiigge-

y P
B

(8.56)

seket, és igy a Raychaudhuri egyenlethez jutunk:

Ay K2 2p P 2m 2 [, (Aq)2 B2
S AT P (S Wi RV R | .
3 6{p<+)\)+p(+)\) a4+a6 T a3

3 (12a2Am —12gAq + %%%7\)
- 4 (p 1 0)?

ISHIISH

37,
%al2 (p+ \)°

A (B0%) + (8.57)

ahol

Ay = 18a* (p—\) (Am)® +12a% (p — 3p + 4\) GAGAmM
+7%a% (2p + 3p — A) AAAmM — 6 (2p — 3p + 50) 7 (Ag)?

~ 4 -\ 2
—72a% (p + 3p — 20) TAGAR + §—4al2 (dp+3p+\) (AA) (8.58)

A Friedmann és Raychaudhuri egyenleteket tugy is levezethetjiik, ha U és A Osszes
jarulékat Osszegezziik. Ehhez el@szor megjegyezziik, hogy a (8.56) Osszefiiggésbdl

()-5-0%

A (8.46) egyenletvél kiindulva kiszamoljuk U™ explicit alakjat:

9 (12a2Am —12GAq + E%%T\) 5
L2pemb _ ~ A (B0?) + — 905, = (8.60)
8k1a® (p+ \) 8r1al? (p+ )
ahol
Sy = 12a*(p —3p +4X) (Am)® — 244> (2p — 3p + 5\) GAgAm
—27%a® (p + 3p — 20) AmAA 4 36 (p — p + 2)) 7 (Ag)?
~ g4 N\ 2
+65%a° (p — A) GAGAA — %alz (p+0p) (AA) : (8.61)
Az U (8.31), (8.39) és (8.60) jarulékait osszegezve, kapjuk, hogy
6m 9 [, (Ag) 36802
oy . Om I [ o
WU = a* 2a6<qu 4 +2a3
9 (12a2Am — 12qAq + %QCLGAK>
+ A (B0?) + L (8.62)

8k4a% (p + \)° Sk4al2 (p+ \)*
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A A kiszamolasahoz a (7.39) definiciobdl indulunk ki. Azt kapjuk, hogy

IRV I (P LV W 1
Ao AO*%(“ 1)

9 (12a2Am —12GAq + EQaﬁAK)

- S0 (p 1 ) A (p7) +

9924
8k4al2 (p + \)°

., (8.63)

ahol

bon = 12a* (p+3p —2)) (Am)® — 72a% (p — \) GAGAmM

+67%a® (p + p) AmAAN — 12 (p — 3p + 40) G (Ag)*
-~ 74 ~\ 2
—272a% (2p + 3p — A)TAGARX + %am (5p+ 3p +2)) (AA) . (8.64)

Behelyettesitve U és A fenti kifejezéseit (8.9) és (8.10) egyenletekbe, ismét elGallnak a
Friedmann és Raychaudhuri egyenletek korabban levezetett explicit alakjai, a (8.50) és
(8.57) Osszefiiggések. A levezetéshez hasznosnak bizonyuld Gsszefiiggések:

~4

2
Son + Go = %alo (p+ NP (AB)? | (8.65)
Son — Do = 41, | (8.66)

Ezzel kétféleképpen is levezettiik a toltott VAASS téridSbe adgyazott Friedmann brén gra-
vitacios dinamikajat. A [9] munkamban az itt ismertetett egyenletek helyességét egyéb
konzisztencia-szamolasokkal is ellendriztem. Az itt kidolgozott formalizmus igen altalé-
nos, lehetévé teszi példaul mind belss (S; = 1), mind kiils6 (S; = —1) VAAS5 térids-
tartoméanyoknak a bréan két oldaldhoz valo illesztését. Ezidaig az irodalomban csak belsé

tartomanyok illesztését viszgaltak.

8.3. Sugarz6 Friedmann bran dinamikaja

A [11] munkdban megvizsgaltuk az el6z6 alfejezetben kidolgozott kozmologia olyan al-
esetét, melyben a bran fesziiltség allando (A = 0), a bran térszeri része sik (k = 0), a
bran kozmolégiai allandé nulla (A = 0 = Ag), valamint a bran két oldalan belsd, azaz
fekete lyukat tartalmazo toltésmentes VAASSH tartomanyok talalhatok. A bran homoge-
nitasa atlagos értelemben értendd, a megengedett kis fluktuaciok gravitacios hullamokat
keltenek, ezek egyrésze az extra dimenzidba tavozhat. Részecskefizikai terminolégidban a
branon talalhato részecskék kolesonhatésai 5D gravitonokat keltenek [191]. Ezt a kiilono-
sen nagy energiakon jelentds effektust a bran altal radialis irdnyba kibocsatott sugarzas-
ként, geometriai optikai kozelitésben modellezik. Az energia-mérleg egyenletben szerepld
sugarzassal Osszefliggs tagot a sugarzasi korszakban (p = p/3) érvényes kinetikus elméleti
megfontolasokbol hataroztak meg [182] munkaban, eszerint, valamint az el6z6 alfejezetben

ismertetett elGjel-konvenciok szerint:

5 Ale(-1)7 pi?] = —%apQ, (8.67)

R2a3
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itt a egy dimenzidtlan kis allandé, mig a minusz elGjel azt fejezi ki, hogy a sugérzas a
branrol tavozik. Ezt a sugarzast a bran két oldalan szimmetrikusnak vessziik.

A [192] munkéban targyalt szimmetrikus esetben azt talaltdk, hogy a fekete lyukak
tomege monoton novekvs, de a késéi kozmologiai korszakban konstanshoz tart. A [11]
munkankban azt vizsgaltuk, hogy amennyiben a bran két oldalan kiilénb6z6 kozmoldgiai
allandok és kiilonbozd tomegfiiggvények vannak, ez az aszimmetria hogyan modositja az
eredményeket.

A vonatkozo egyenleteket nem adom itt meg (ezek konnyen levezethetSk az el6z6
alfejezetben megadott egyenletekbdl), hanem csak a dinamika numerikus vizsgalatabol

szarmazo eredményeket ismertetem. Bevezetjiik a kovetkezo jeloléséket:

t = 77', m= %4>\2m, (868)
36 |AA
T = a2 Am, &= 2)2 (8.69)

At m/ at, q / a* és € mennyiségek dimenziotlanok, koziiliik ¢ és § az aszimmetriat jellemzik.
Mivel A < 0 a bran mindkét oldalén, ‘A[\‘ < —2A, a (7.40) egyenletekbsl

0<é< % (8.70)

kovetkezik.

Eredményeinket a kdvetkezs 6t abra foglalja 6ssze. Az els§ harom abra a & valtoztata-
sanak hatasat szemlélteti konstans ¢ (0) mellett, vagyis a kozmologiai konstansban fennalld
aszimmetriara koncentral. A 8.1. abra a skalafaktor viselkedését mutatja: az 5D kozmolo-

giai konstansok kiilonbo6z6sége a kés6i kozmolodgiai korszakban gyorsuld taguldshoz vezet
[151], [154]. Ez konnyen belathat6 a (8.50)-(8.51) egyenletekbdl, melyek szerint az 5D

N\ 2
kozmologiai konstansok kozotti eltérés a Friedmann egyenletben egy (AA) /16 (p+ A)?

tagot ad, ennek a p < A kés6 univerzumbeli érteke (AK / 4)\> 2, ami a 3 (AT\ / 4)\)2 effektiv
4D kozmoldgiai konstans hatasanak felel meg. A tomegfiiggvények m atlaganak a 8.2. ab-
ran latszo idéfejlédése azt mutatja, hogy az 5D kozmologiai konstansok kozti aszimmetria
novekedésével az m aszimptotikus értéke csokken. Mivel a nukleoszintéziskor mar teljesiil
a p < M feltétel, a Friedmann egyenlet 7h-et tartalmazo tagja a=* tipusi lesz, ezt neve-
zik sOtét sugarzasnak. A kisebb aszimptotikus m azt jelenti, hogy a nukleoszintézisbdl
szarmazo korlatokat [182| az aszimmetria novelésével egyre konnyebb teljesiteni. Végiil a
8.3. abra felhivja a figyelmet arra, hogy annak ellenére, hogy a kezdeti témegkiilonbséget
nullanak valasztottuk és a sugarzas is szimmetrikus, a kozmologiai allandok altal okozott
gorbiiletkiilonbség miatt a tomegek mas-mas aszimptotikus értékhez tartanak a bran két
oldalan, és ez a kiilonbség az aszimmetria mértékével egyiitt névekszik.

A sugarzas hatasat féként a korai korszakban lehet tetten érni. A 8.4 és 8.5 abrak
q(0) valtoztatasanak hatasat mutatjak be rogzitett £ mellett. Mig a skalafaktor fejlédésén
q(0) megvaltoztatasa alig latszik, az m atlagtomeg aszimptotikus értékét az aszimmetria

ismét csokkenti.
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8.1. abra. Az a(t) skilafaktor fejlsdése ¢(0) = 0 vélasztas mellett a késsi kozmologiai
korszakban gyorsul6 tagulast mutat. A gorbék lentrdl felfele az 5D kozmoldgiai konstans
aszimmetria paraméter £ = 0, 0,027, 0,054, 0.081, 0.111 értéke és o = 0,02, 7 (0) =
0,005 mellett késziiltek, [11] nyoméan.

A sugarzo brannal kapcsolatos vizsgalodéasok kétségkiviil legfontosabb kovetkezménye,
hogy mind az 5D kozmologiai allandok, mind az 5D tomegfiiggvények bran két oldalan
vett aszimmetridja csokkenti a sotét sugarzas késséi korszakbeli értékét, igy a kozmologiai

fejlédés nukleoszintézisbdl szarmaztatott kényszerei konnyebben teljesithetsk.

8.4. Eotvos bran

Ebben az alfejezetben a valtozo bran fesziiltség kozmologiai hatasat vizsgalom [10] mun-
kim nyoméan. A bréan fesziiltsége hasonlo szerepet tolt be, mint a folyadék membra-
nok fesziiltsége: Osszetartja a (mem)brant. A folyadék membranok Aj.q fesziiltsége

homérséklet-fiiggs: 1886 Eotvos megallapitotta a rola elnevezett empirikus torvényt [180]:
Mwia = K (T, —T) (8.71)

itt K allando és T, a kritikus hémérséklet, mely f6lott a membran megsztinik létezni. A
bran nem més, mint a megfigyelheté Univerzum. Torténete soran (a kozmikus héattér-
sugarzas altal megadott) hémérséklete drasztikusan valtozott, a kezdeti igen forro élla-
potabol napjaink 2,7 K-es hdmérsékletére hilt le. Természetes a kérdés, miért kellene
a bran fesziiltségének allandonak lenni ilyen extrém hdémérséklet-valtozas soran? Mun-
kahipotézisként feltessziik, hogy a bran fesziiltsége a folyadékmembranok fesziiltségéhez
hasonléan fligg a hémérséklettsl és megvizsgaljuk, mennyire Osszeegyeztethets ez az Uni-
verzum ismert torténetével. Az egyszeriiség kedvéért a VAASH téridébe szimmetrikusan

bedgyazott Friedmann brant tekintiink, melyen teljesiil a folytonosségi egyenlet. Utobbi
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8.2. abra. Az atlagolt 7 () tomegfiiggvény fejlédése q(0) = 0 valasztas mellett az aszim-
metria mértékével csokkend aszimptotikus atlagtomeget mutat. A gorbék fentrdl lefele
az 5D kozmologiai konstans aszimmetria paraméter & = 0, 0,027, 0,054, 0.081, 0.111
értéke és a = 0,02, 7 (0) = 0,005 mellett késziiltek, [11] nyoman.

feltevés egy finom-hangolést jelent a bran és az VAAS5 téridd sugéarzasi kolcsonhatasa és

a bran-fesziiltség valtozasa kozott.

8.4.1. Valtoz6 konstansok

A T o a™! standard kozmologiai dsszefiiggés felhasznalasaval az Eotvos torvény

61
A=\y— — 8.72
it g ) ( )

alak lesz, ahol KT, = A\, és [ egy alland6. A 4D gravitacios csatolasi allando igy

l
K? = K}, — = (8.73)

ahol )
Kip =

6

Az It index kés6i korszakot (late-time) jelél, amikor mind A, mind x? masodik tagja a — oo

(8.74)

mellett nullahoz tart.

A kritikus hémérséklet létezése miatt a valtozd fesziiltségii bran nem létezhet ay;, =
[/K} értéknél kisebb skalafaktor esetén, mivel mind a fesziiltség, mind a 4D csatolasi allan-
do6 negativva valna (megsziinne a bran és antigravitacio jelenne meg). Az apn,;, segitségével

k2 és \ kovetkezs alakba irhato:

K = K} (1 - amin) : (8.75)

A= (1—“21“) . (8.76)
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8.3. abra. A ¢(t) tomegkiilonbség-fiiggvény fejlddése ¢(0) = 0 vélasztas mellett az aszim-
metria mértékével novekvs aszimptotikus tomegkiilonbséget mutat. A gorbék fentrsl lefele
az 5D kozmologiai konstans aszimmetria paraméter & = 0, 0,027, 0,054, 0.081, 0.111
értéke és a = 0,02, m (0) = 0,005 mellett késziiltek, [11] nyoman.

Mindkét mennyiség nullabol aszimptotikus értékekig novekszik, ezt 8.6 dbra szemlélteti.

Megjegyezziik, hogy az 5D csatolasi allanddé nem hémérséklet-fiiggs:

. 6K 6K
H4:%:%. (8.77)

Mivel a bran-fesziiltség a skalafaktorral az E6tvos torvény szerint novekszik, a brant Eot-
vOs brannak nevezziik. A bran fesziiltségre vonatkozo nukleoszintézisbél szarmaztatott
kényszerek tehat a konstans A esettél eltérGen megengedik, hogy napjainkban a bran-
fesziiltség a nukleoszintézis-kori értékénél nagyobb legyen.

A 4D kozmologiai allando Aq jaruléka

Amin Amin
AQ = Alt — /{th)\ltT (1 — 2a ) (878)

modon valtozik, ezt a 8.7 abra szemlélteti. Aszimptotikus értéke:

20y = ki + A (8.79)

Mint ahogy az a 8.7 abran latszik, a bran T, hémérsékleten valo kialakulasakor A, =
Ao (T¢.) negativ:
2\ R
A=Ay — ““2 " % <0. (8.80)
A novekvs a-val egytitt jaro lehilés soran a (8.78) jobboldalanak mésodik tagja folyama-

tosan novekszik:

()t s

a 2a a a



EOTVOS BRAN dC_223_1 1 99

70
60
50
40
30
20

10

8.4. dbra. Az a(t) skalafaktor & = 1 valamint ¢(0) = 0 (legalso), 10, 20, 30, 50 és 100
(legfelss gorbe) értékei mellett. A ¢(0) kezdeti tomeg-aszimmetria hatésa elhanyagolhato
[11].

Igy Ao is novekszik a kozmologiai fejlédés soran a A, < 0 értéktdl a pozitiv Ay értékig.
A kés6i bran-univerzum Ay értéke akkor kicsi, ha \j és A értékeit majdnem tokéletesen
finom-hangoljuk.

Az E6tvos torvény szerint valtozé brén-fesziiltség tehat a kovetkezd modositésokat
okozza a korai bran-univerzumban: (a) a bran hatasok jelentGsebbek, mivel a bran fesziilt-
ség kisebb (az Sq-b6l szarmazo p? /) forras-tag hosszabb ideig dominal); (b) x? eredetileg
igen kis értéke miatt a gravitacio igen gyenge; and (c) a hatalmas negativ kozmologiai

allando gravitacios vonzast eredményez.

8.4.2. Kozmologia az Eotvos branon

A Stefan-Boltzmann térvény értelmében a T hémérsékletet meghatérozd kozmikus hét-

I miatt

térsugarzas energia-stirtisége aranyos 1" negyedik hatvanyaval, tovabba T" o« a~
a~4-gyel. Ez viszont csak tgy lehetséges, ha a folytonossagi egyenlet teljesiil. A (8.38)

energia-mérleg egyenletbdl ekkor

p+3% (p+p) =0, (8.82)
valamint 5
A== > e (1" B (8.83)
I=L,R

Tagulo (6sszehizodo) univerzum esetén A = (d\/da)a > 0 (< 0), igy az egyenlet jobbol-
dala szintén > 0 (< 0), azaz a bran altal elnyelt (bran altal kisugarzott) energianak felel
meg. Energia-elnyels bran esetén (n =1, e = —1) vagy (n =0, e = 1), igy (—=1)"e = 1;
mig energiat sugarzo bran esetén (n =1, e=1) vagy (n =0, e = —1), fgy (—1)"e = —1.
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8.5. abra. Az mn(t) atlagolt tomegfiiggvény & = 0 valamint ¢(0) = 0 (legalso), 10, 20, 30,
50 és 100 (legfelss gorbe) értékei mellett. A ¢(0) névekedése az aszimptotikus atlagtomeg

csokkenéséhez vezet [11].

Felhasznéljuk, hogy (8.36) értelmében [ (v) = edm/dv = ern /0, valamint, hogy (8.24)

szerint a branon

fio=ei+ (=)™ (@ + ) (8.84)
A (8.76), (8.83) egyenletek igy a kovetkezst adjak:
~2 -1 n - (42 1/2
2ai = — POt Ml Ul G O (8.85)
R4 @min I=L.R fI
A legegyszertibb, szimmetrikus beagyazés esetén, felhasznalva
-1
(1) (@ + ) =~ -1rat @+ )" (8.86)
azonossagot, a (8.85) egyenletbdl
. 2 1/2
m Ry )\lt Qmin . . .9 1/2
5= _(tT) ——a [e(—l)"a+ (a + f) } (8.87)

kovetkezik. Lattuk, hogy az e (—1)" elGjel azt mutatja, a bran sugarzast nyel-e el, vagy ép-
pen sugarzik. Az f > 0 tartoméanyban talalhato branra (8.87) egyenlet az ma < 0 feltételt
adja. Vagyis ha a bran elnyeli (kibocséjtja) a sugarzast a kozmikus téagulas (6sszehiuzodas)
soran, az 5D tartoményok tomege csokken (novekszik). A sugérzas energiasiirtségének
pozitivitasa 0 < 8 (v) = edm/dv = ernd~" miatt € (—1)""" sgn(rh) > 0, korabbi megalla-
pitasunkkal egyezésben, miszerint € (—1)" = 1 a tagulas, e (—1)" = —1 az Osszehtuzodas
soran.

A valasztott egyszertsits feltevések mellett a Friedmann egyenlet is igen egyszert:

a? ANy K?p p 2m
@ _Lo FrG )-—. 8.88
a? 3 + 3 ( + + at ( )
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8.6. abra. A gravitacios alland6 és bran-fesziiltség kés6i korszakbeli értékeire normalt
valtozata (k?/k% = A A\y) az © = a/api, normélt skalafaktor fiiggvényeként. Az ap,
skalafaktornal mindkét mennyiség nulla, majd novekszik kés6i korszakbeli aszimptotikus
értékéig (a — oo) [10].

8.7. abra. A kés6i korszakbeli értékére normalt kozmologiai konstans (Ag/Ay), mint x =
a/ami figgvénye, az L =1+ RQK/ ki = 20 /KN = 0.1 paraméterértékre. (L eleget
tesz a 0 < L < 1 egyenlGtlenségeknek, mivel A<0és Ay > 0). A normalt kozmologiai
allando nagy negativ értékektsl indulva aszimptotikusan +1 felé fejldik, amint x — oo
[10].
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Segitségével a kikiiszobolhets (8.87) egyenlet jobboldalarol. A A, % és A skalafaktor-

fliggs kifejezéseivel a Friedmann egyenlet részletes alakja:

a? Ay KRp p 2m
e T O T ki
a2 5 73 ( +2>\lt) T

2
Hlt)\lt Qmin 1Y Qmin
——— 1+— - . 8.89

3 a ( * e 2a ) (8.89)

Az utolso tag a konstans bran-fesziiltségii Friedmann egyenlet ap,i,/a -ban els§ és masod-
rendd korrekcidit tartalmazza. Ebben az esetben mind a Raychaudhuri, mind a kétszer

kontrahélt Bianchi-azonossag kovetkezik a folytonosségi és Friedmann egyenletekbdl.

8.4.3. Numerikus megoldas

A folytonosséagi egyenlet megoldasa p = p. (amin/a)", ahol n = 3 por (p =0) és n =4 su-
garzas (p = p/3) esetén, p. pedig a stirtség értéke a,;, skalafaktornal és T, homérsékleten.
Vezessiik be a T2 = 6/k3\;; jelolést és az

A
L= T  R=P
3 At
a mT? T
= = t= — 8.90
X Qo ) y afnin ) T ) ( )

dimenziotlan véltozokat. A (8.89) és (8.87) egyenletek igy atirhatok az x és y valtozok
dimenziotlan t id6paraméter szerinti fejlédésegyenleteibe, melyekben a t szerinti derivalast

vesszdvel jeloljiik. A (8.79) Osszefiiggés és az f metrikus fliggvény felhasznalasaval igy a

dinamikat:
2 R 2
7? = 1—23:+L1:2—|—xn_2 (2_E+E)+x_g’ (8.91)
Yy 2y] /2
— =€ (=)™ — o [:1:’2+(1 —L) xQ—E} (8.92)

egyenletek fejezik ki. Az x valtozo 1-t6l novekszik jelenlegi g = zpax+1 > 2ppn ~ 4.26 X
109 értékeéig (itt 2max 82 amin-hez tartozo voroseltolodas, zppn pedig a nukleoszintéziskori

voroseltolodas). A modell paramétereire igaz, hogy
<Lkl (8.93)

(mivel Ay, pozitiv és a K2\, —R2A mennyiségekhez képest kicsi). Tekintve, hogy nap-
jainkban a Friedmann egyenletben a p-tag dominél (az ay,/a -t tartalmazo tagok kis

korrekciok, valamint p?/2\; < p), kapjuk, hogy
70 < Rl (8.94)

Napjainkban hozzavet&leg kétszer annyi a sotét energia (ezt a Ay, tag adja), mint az anyag,
igy:
L~ 4R/} . (8.95)
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8.8. abra. A skalafaktor fejlédase anyag (por) altal dominalt univerzumban. A kezdeti
lassul6 tagulast gyorsuld szakasz koveti. (Az abra R = 10%°) y. = 10°R és L = 4R/x}

értékek mellett késziilt, az inflexios pont hozzavetsleg zg ~ 101! értéknél talalhato [10].)

Végiil napjainkban a tomeg-tag Hubble-tagulashoz adott jaruléka szintén elhanyagolhato,
igy
Yo < Rxg . (8.96)
A fenti tartoméanyok figyelembevételével az egyenletek numerikus integralja tagulo
univerzumot ad. Az eredetileg lassuld tagulds id6vel gyorsulova valik, ezt a 8.8 abra
szemlélteti. A 8.9 dbra szerint a VAdSH tartomanyok tomege folyamatosan csokken, ez
azért van, mert a bran sugarzast nyel el. A valasztott paraméterek esetén a A; anyag
folotti dominanciajanak elkezdddéséhez tartozo idének hozzavetleg haromszorosakor az
m (7) eléri a nullat, azaz a VAdS5H tartoméanyok 5D Anti de Sitter térid6be mennek at. A
bran tagulasa ekkor mar a Ay altal dominalt de Sitter fazisban folytatodik
A valtozo fesziiltségli E6tvos bran (8.93)-(8.96) dinamikajanak megfigyelésekkel valo
Osszevetése tehat meghatarozza a modell paramétereit: R = 10%, zq = 101, yo = 1034
[lyen paraméterértékek mellett a fundamentalis konstansok valtozésa igen koran megy

végbe, ezt kovetGen aszimptotikusan konstans értékekhez tartanak.

8.5. Einstein bran

Ebben az alfejezetben a bran-kozmologia sztatikus esetét vizsgaljuk, mely az ARE Eins-

tein univerzum altaldnositésa.

8.5.1. Az ARE Einstein univerzuma

Az Einstein univerzum az ARE kozmologia homogén, izotrop és sztatikus megoldasa,
vagyis a Friedmann-téridék olyan esete, amelyben a skalafaktor allandé (¢ = da = 0). A

folytonossagi egyenlet miatt igy p is alland6. A Friedmann és Raychaudhuri egyenletek a
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8.9. abra. Az 5D térid-tartomanyok tomegfiiggvénye a maximalis szimmetria (AdS5)

eléréséig folyamatosan csokken [10]. A paraméterek azonosak a 8.8 abraéval.

kovetkezs egyszerd alakot oltik:

Ao K%p
- = =24 2F 8.97
a? 3173 (8.97)

AO /12
0 = ——— 3 8.98

melyekbdl

2k = Ka®*(p+p) , (8.99)
20y = K*(p+3p) (8.100)

feltételek kovetkeznek. Az erds energia feltétel (p+p > 0 és p+ 3p > 0) megkivetelésével
k-ra és Ag-ra megkotéseket kapunk, mégpedig k, Ag > 0. Jelenlegi univerzumunkban
p > 0 és p > p, igy pozitiv kozmologiai alland6 és k = 1 tartozna egy Einstein univer-
zumhoz. Mint azonban tudjuk, az univerzum jelenleg nem csupéan tagul, hanem tagulasa
gyorsulo is, azaz semmiképp nem sztatikus. Elképzelhetd viszont, hogy a jelenlegi vilag
egy asszimptotikusan statikus Einstein univerzumbol fejlédott ki [193], igy a sztatikus
modell tanulmanyozasa az inflacioval kapcsolatosan is jelentGségre tett szert.

Az Einstein univerzum stabilitdsaval kimeritGen foglalkoztak. Eddington mar 1930-
ban kimutatta, hogy homogén és izotrop (térbeli) perturbaciokra az Einstein univerzum
instabil [194]. Anizotrop térbeli perturbaciokra a sugarzas altal kitoltott Einstein univer-
zum viszont stabilnak mutatkozott [195]. Az altalanos idealis folyadékot tartalmazo Eins-
tein univerzum az tin. konformis metrikus perturbéaciokra szintén stabil marad, feltéve, ha
a hangsebesség négyzete (c¢? := dp/dp, ez por esetén 0, sugarzas esetén 1/3) nagyobb, mint
1/3[196]. Ez a newtonitol kiilonb6z6 jellegt stabilitas a kompaktsagra vezethets vissza (a
térszerd metszetek gombok, k = 1), mely miatt létezik egy, a Jeans-hosszal 6sszemérhetd
maximalis hulldimhossz. Gibbons stabilitas-vizsgalatat altalanos skalar, vektori és ten-

zor perturbaciokra is elvégezték [197]. Kovarians technikdk alkalmazasaval megmutatték,
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hogy az idealis folyadékot tartalmazo6 Einstein univerzum semlegesen stabil az inhomogén
vektori és tenzori perturbéaciokra, valamint az adiabatikus skalar strtiség perturbéaciokra

mindaddig, mig ¢? > 1/5 teljesiil. Az Einstein univerzum az dsszes tébbi esetben instabil.

8.5.2. Az Einstein bran
Az 5D megoldas

Az [12] munkankban megmutattuk, hogy a kévetkezd téridé az 5D vakuum Einstein egyen-

leteknek megoldasa:

[2d5p? = —F(y; s)dt* + dx* + Hy, (x; s) (d6? + sin® 6dp?) + dy? (8.101)
ahol
Acos(ﬂy)JrBsin(ﬂy) , s=1,
F(y;s) = A++/2 By : s=0, (8.102)
Acosh(\/iy)—i—Bsinh(ﬂy) , s=—1.
és
sin 'y ) s=1,
He(x;s) = X , s=0, (8.103)
sinh x s=—1.

metrikus fliggvények. Az 5D téridé kozmologiai allandojanak elGjele s = 0, -1, nagysagat
pedig I'-val jellemezziik:

PA=3s?, TI'>0. (8.104)

Az A és B allandok koziil az egyiket a ¢ idSkoordinataba olvaszthatjuk, igy a megoldés

1-paraméteres.

A metrikus fliggvények derivaltjai (y > 0 esetén) kielégitik a kovetkezo Osszefiiggéseket:

0,F) = ap®—2sF*,  O)F = —2sF
(O Hp)? = 1—sHZ, EHE = —sMp, (8.105)

Itt @ = sgn (sA% + B?) ¢s 8 = /2|sA? + B?|. Egyediil s = —1 esetén lehet a = 0, —1.
Egyéb hasznos segéd-Osszefiiggések:

d A
8ylogF+a62/% = V2=

dx

Zs-szimmetrikus megoldashoz akkor jutunk, ha az (8.101) téridében y helyére |y| kertil.
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Killing algebra

A Killing egyenlet megadja a (8.101) téridé szimmetriait jellemzd fliggetlen Killing vek-
torokat. A (¢, x, 0, ,y) koordinata-bazisban (y > 0 mellett) ezek:

Kl = (070707 170) )
Ky = (0,0,—cosp,cotfsinp,0) ,
K3z = (0,0,sin¢,cotfcos¢,0) ,
K4 = (0,—cosb,0, (logHg)sind,0,0) ,
Ky = (0, sin @ sin ¢, 0, (log Hg) cos O sin g, 0, (log Hg) %, 0),
sin

. sin ¢
K¢ = |0,sinfcos, 0, (logHg) cos b cosp,—0y (logHE)M,O ,
Ky = [af+8,"]7"(1,0,0,0,0) ,
Ky = — [a25+5 Oé} (—ﬁ—a (lo F)/Ldt 0,0,0 L)

8 — \/§ a B 2\/§F2 Y g ) YUy My Yy )
1 A
Ky = 7 [a—i—éaoﬁ} (-0, (log F) L,0,0,0,0,L) . (8.107)
Itt L a kovetkezs fiiggvényt jeloli
%COSh I513 , a=1
L(t;a)= t ) a=0 (8.108)
1 _
5 COs bt , a=-—1,
mely eleget tesz
(0,L)> =1+ aB?L?, OPL = af’L, (8.109)

feltételeknek, valamint felhasznaltuk, hogy o = 0 esetén

dy 1
—_ = 8.110
/F2 2\/2F? ( )

A K;_g Killing vektorok térszertiek, Ky id6szerd, mig Kg g esetén

- 1 25(F/B)?[1 + aB?L?] — «, a#0
oK) = [ 2B+ ag +
2r —E* <0, a=0,
1
7 (K9, Kg) = 5% [2sF?L* + 1] . (8.111)
Itt bevezettiik
B = L l4pt o (1+2F2L%) + (1 - A1 pop (8.112)
2F? | B|
jelolést. Tehat Ko térszerd s = 1,0 esetén és idGszerd nagy [t| esetén, amennyiben

(s,a) = (—=1,1),(—1,0). Az Osszes tobbi esetben kauzalis jellege erdsen fiigg ¢ és y
aktualis értékeitsl. A Ky Killing vektor idészertd, ha (s,a) = (0,1),(—1,1),(—1,0), mig
(s,a) = (1,1) és nagy |t| esetén térszeri. A Ky kauzalis jellege minden més esetben ¢ és

y fiiggvénye.
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8.1. tablazat. Az s és a paraméterek megengedett értékeire elgallo Killing algebrak.

S 1 0 -1

a 1 1 0, +1
Ky ¢ so(4) @R e(3) R so(1,3)® R
Ki_9 || so(4)®so(1,2) | e(3) ®de(l,1) | so(1,3) @ so(1,2)

A Killing algebra:

(K, K] = ek,
[Ks4i, Kay] = seijnki,
[K17K3+J] = 81'ij3+1<7
[Ke+i, K] = 0= [Keyi, Ka1j]
(K7, Ks] = Ky,
[Ks, Ko] = —saKyr+0,°Ksg ,
(Ko, K7] = —aKg+6,"Kr . (8.113)

Az s és o paraméterek megengedett értékeire elGallo Killing algebrakat a 8.1 tablazat
tartalmazza. A Kgg Killing vektroroknak y iranyu, extra-dimenzionalis komponensei
is vannak, mig a 4D Einstein téridéket jellemzé K;_ 7 az y =alland6 hiperfeliileteken

értelmezettek, igy sajatos esetben az y = 0 branon is, mely ezért Einstein bréan.

Az effektiv Einstein egyenlet

Az effektiv Einstein egyenlet 5D Weyl tenzor elektromos része altal képviselt forrastagja:
3 o 1
Euwp = —§SF UqUp + 3F2h , (8.114)

itt u® = PF~16% a sztatikussagot kifejezd Killing vektor iranyaba mutato 4-es sebesség
68 hay/T? = gap + uqup a térszertd metrika a branon. A skélafaktor a konstans

= — 8.115
@ =1 (8.115)

lesz.
Az indukalt bran-metrikat az y = 0 feltétel adja:

[%ds® = —A%dt* + dx* + Hy (x; s) (0 + sin® 6dy?) | (8.116)

ez eleget tesz az effektiv vakuum Einstein egyenletnek, szimmetrikus bedgyazas és allando
bran-fesziiltség mellett.

Az y =allando feliiletek kiilsé gorbiiletének egyetlen komponense nem nulla:

Koo = —=F (1) 8,F (y) (8.117)
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vagyis a kiils§ gorbiilet ugrasa a branon

AK, = —@ 64°6,° . (8.118)

A (7.28) Lanczos egyenlet értelmében ezért
E_ ~2 (B | B\ _
pP=-N<0, R (p”+p")=—-2v2BT. (8.119)

Mivel A > 0, az Einstein bran energiastirtisége negativ, a kozmologiai allandé elGjelétsl
fiiggetlentil.
Osszegezve az effektiv Einstein egyenlet forrastagjait, azt kapjuk, hogy

1
Gy = ST <3uaub - ﬁhab) . (8.120)

ARE szemszogbdl tgy is felfoghatjuk tehat, hogy a fenti Einstein egyenlet effektiv forrasa
egy altalanositott folyadék, melynek energiastiriisége /prEff = 3sI'? és izotrép nyomasa
szgcf = —sI'?. Amennyiben s = 1, ez egy olyan idedlis szilard anyag (negativ és izotrop
nyoméasok, azaz fesziiltségek jellemzik), mely marginélisan teljesiti az erés energia feltételt

18.

8.5.3. Az 5D Birkhoff tétel sériilése

Az irodalomban létezik egy arra vonatkozd bizonyitas, hogy a SAdS5 téridé az egyetlen
olyan 5D vakuum térid6, mely minden pontjaban rendelkezik a kozmologiai szimmetriak-
kal [156], [198]. Ezt nevezik 5D Birkhoff tételnek. Eredménytink értelmében viszont az
5D Birkhoff tétel sériil!

A [156] bizonyitasaban Taub megoldéasi modszerét altalanositva, az 5D Einstein egyen-
leteket B, v metrikus fiiggvények bevezetésével oldjak meg. Ezt kovetén attérnek az
r = B'Y3 radialis koordinatara és eljutnak a SAdS5 megoldashoz. A szimmetria megfon-
tolasokbol felvett [156]-beli (3)-as metrikus ansatz tartalmazza az altalunk talalt (8.101)
téridst, amennyiben metrikus fiiggvényeik B%/3 = I'2 = a2 és e = ["2F(y), valamint az
otodik z koordinatat dz = dy/F(y) modon kapcesoljuk az altalunk hasznalt y-hoz. Azon-
ban végss, (20)-as eredményiik, mely B derivaltjait tartalmazza, mar nem tartalmazza
(8.101) téridét. Ez nem meglepd, hiszen esetiinkben a [156] altal hasznéalt B fiiggvény al-
lando, igy r = B'/3 = a, természetesen nem vezethet be 1j koordinataként [12], ahogyan
azt a [156] bizonyitasban teszik.

Ebben az értelemben az altalunk talalt (8.101) térids emlékeztet az ARE Bertotti-
Robinson megoldasara [199], mely a kovariansan konstans elektromégneses mez6 altal
generalt gravitaciot fejezi ki gombszimmetrikus esetben. Ott a 2-gdmbok sugara szin-
tén allando, nem valaszthaté meg @j koordinataként. Az ARE-ben a Bertotti-Robinson
megoldast kapcsolatba lehet hozni az extrémaélis Reissner-Nordstrom fekete lyuk hori-
zontkozeli tartoményaval [200], [190]. Felmeriil a kérdés, hogy nincs-e esetleg hasonld
Osszefiiggés (8.101) és a SAAS5 térid6 horizontja kozott, hiszen a SAdSH térids Killing
vektorai pontosan a (8.107) altal megadott Ky_r, amennyiben v =0 és H = H(x; k).
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Kiszamolhato, hogy a (8.101) és a SAdS5 téridsk kovetkezs skalarjai megegyeznek:
R = §“b§ab, ﬁabﬁab. Ez azonban az 5D vakuum Einstein egyenlet minden megoldasara

igaz, hiszen R = 10sI2 és Ry, = 2502G,. A gorbiiletbs] képezhets egyéb skalarok koziil

viszont (e = k = s = —1 esetén)
Eade Foabed _ ) 28I, altalunk talalt téridé (8.121)
10T* + 288m? /r®, SAdS,
és
5ab0d Sabed _ 181;4 , altalunk talalt téridé (8.122)
288m? /r® SAdS,
csak akkor azonos a két téridében, ha teljesiil 4m = —I'~2 feltétel és a radialis koordinata

az r = a, sajatos értéket veszi fel. A fenti elGjel-valasztasok esetén a SAAS5H téridd
f(r; k) = 0 feltételbsl nyert

r? = % (1 + m) (8.123)
horizontjai pontosan a kérdéses 4m = —I'~2 feltétel teljesiilése esetén esnek egybe, vagyis
a SAdS5 térids ilyenkor extrémalis, 7, = I'"! = a, horizonttal. Természetesen ez még
nem bizonyitja, hogy a (8.101) térid6é a SAAS5 térid6 horizont-metrikaja, hiszen 5D-ban
40 fiiggetlen gorbiileti skalar képezhetd, és ezeket paronként Gssze kellene hasonlitani. A
fentiek mindenesetre elégségesnek bizonyultak ahhoz, hogy az s = —1 (8.101) térids és
a hiperbolikus (¢ = k = —1) SAdS5 térid6 horizontjanak kapcsolatat [12] munkénkban
sejtésként megfogalmazzuk.

A sejtést késébb az [190] munkankban bizonyitottuk be a SAS5 térid6 megfelels mo-
don értelmezett horizont metrikdjanak és (8.101) téridének a modszeres Gsszehasonlitasa-
val, mind a Killing algebrdjak szintjén, mind a koordinata-transzformaciok explicit felira-
saval. Utobbiak, akarcsak a Bertotti-Robinson téridé és az extrémalis Reissner-Nordstrom

horizont metrikdjanak kapcsolata esetén, komplex transzforméciok is lehetnek.

8.5.4. Homogén bran

Az alfejezetet az Einstein bran homogén parjanak vizsgalataval zarom, [13] munkiam nyo-

man.

Az 5D megoldas

A (8.103) metrikus fiiggvényben, s = 1 esetben a sin helyére cos fliggvényt irok. FEz

megengedhetd, hiszen nem més, mint a y koordinata transzlacioja. Ezt kdvetGen a
t—ix, X — it (8.124)

komplex koordinata-transzformacié segitségével az 5D vikuum Einstein egyenletek egy

1j, homogén megoldasahoz jutok:

[%ds? = —dt* + F*(y; €)dx” + H;, (t;5) (d6” + sin® 6de?®) + dy” | (8.125)
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itt
cosh t | s=1,
Hp(t;s) = it : s=0, (8.126)
1sin t s=-—1.

az 1j metrikus fliggvény. A sztatikus esethez hasondéan H; egyszerii differencidlegyenle-

tekkel is megadhato:
(OHp) = sHE — 1, O2Hy, = sHy, . (8.127)

Az s = 0,—1 esetekben a (8.125) metrika szignaturaja (— + — — +), ezek fizikai szem-

pontboél nem érdekesek. Az s =1 eset egy 4j 1-paraméteres 5D téridé megoldas:

2ds? = —dt*+ [A Ccos (\/5 y) + Bsin (\/5 y)r dy?
+cosh®t (d6® + sin® 0dp?) + dy* . (8.128)

Killing algebra

A (8.125) metrika fiiggetlen Killing vektorai a (¢, x, 0, ¢, y) koordinatakban

Ki = (0,0,0,1,0)
Ko = (0,0,—cosy,cot@sing,0) ,
Ks = (0,0,sin¢,cotfcosp,0) ,
Ky = (—c0s6,0,0; (logHy)sinb,0,0) ,
Ky = sm@sm ©,0,0; (logHy,) cosOsin p, 0, (log Hp,) Z?Z;D, O),
sin ¢
K¢ = [sinfcosp,0,0; (logHy) cos b cos p,—0 (log Hy,) sin@’o ,
Kr = (af)71(0,1,0,0,0) ,
Ks = j; 5 (0.=0, (1o F)sin (8),,0,0, feos ()
a

Ky = ——— (0,8, (log F 0,0, Bsi , 8.129

o = 55 0.0, (o F)cos (). 0.0, fsin () (5.129)

itt a = sgn (sA? + B?) és f = /2 | sA? + B? |. A Killing algebra pedig so(1, 3) & so(3):

(K, K] = ek,
[K3+i, K3+J] = _5iijk )
[Ki, K3+j] = €z‘ij3+k )
[Ke+i, Ko+j] = cijplesk .
(Ko, K] = 0= [Kei, Kay] - (8.130)

A K,_r Killing vektorok az y =éallando hiperfeliiletek tangens terén értelmezettek és
so(1,3) & R algebrat alkotnak.
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A K _7 vektorok (az 6todik, nulla komponensiik nélkiil) a (8.133) metrikanak is Killing
vektorai. Koziilik K;_3 és Ky térszerd (so(3) @ R algebrat alkot) és a konstans ideji
hiperfeliiletek homogén jellegét biztositjak. A fennmaradé 3 Killing vektor kauzalis jellegét
alabbiakbol olvashatjuk le:

I?g (K4, Ky) = —1+sin®6cosh®t
I%g(Ks,K5) = —1+ (1—sin®6sin®¢p) cosh®t ,
I%g(Kg, Kg) = —14 (1—sin®6cos®p)cosh’t . (8.131)

Amikor ¢t = 0, mindhérom id&szert, mig mas ¢ értékekre a kauzalis jelleg 0 és ¢ fiiggvé-
nye. Novekvs | ¢ |-re egyre nagyobb az a tartomany, melyben mindharom Killing vektor

térszert.

Az effektiv Einstein egyenlet megoldasa

A (8.128) térids 5D Weyl tenzoranak elektromos része

1
Ear = 51 (uaty + Beaes — L) (8.132)

itt u® = T'd% a 9/0t irdnyt, e* = TF~1§% pedig a homogén Killing vektor iranyt 4-es
vektorok és lyy = gap + Ugtp — eqep az u® és e* merélegesekkel rendelkezé gémbokon a
2-metrika.

A bréanon (y = 0) indukalt metrika:

[%ds* = —dt* + A%dx® + cosh®t (d6” + sin® 0dy?) . (8.133)

Az A alland6 beolvaszthato a y koordinataba. A bran gombszimmetrikus és a gdmbok
sugara mentén homogén, akér az ARE-beli Kantowski-Sachs térids [201]. Skalafaktorai
1/T és cosht/I", utébbi miatt ez egy tn. ,bouncing” kozmolégia. A (8.133) Riemann
gorbiilete R = 612 > 0.

Az y =allando feliiletek kiils6 gorbiiletének csupan egyetlen nem nulla komponense

van:

Koo = SF (1) 0,F () . (8.134)

r
A kiils6 gorbiilet ugrasa a branon (y = 0-nal) igy
AK, = V2AB T ege,. (8.135)

Zs-szimmetrikus 5D megoldéast agy nyeriink, ha a metrikdban y helyére |y| keriil. Ekkor
AB helyére 2B irhato és a (7.28) egyenletbdl:

T = pluqup + Aeger — p'lay

B (p"+ ) = 2v2BT. (8.136)
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Ha B = 0, akkor az energiastirtiség negativ, p = —\ és a kiils§ gorbiiletnek nem lesz
ugrasa a branon. Ilyenkor az energia-impulzus tenzor nem més, mint a brén fesziilt-
ségbdl adodo jarulék, ellentétes elGjellel. Altaldnos B esetén a bran (8.136) anyaga egy
altalanositott folyadék, melyben a nyoméas (a gdémbszimmetria ellenére) anizotrop, azaz
radialis iranyban maéas, mint a gémbokhoz érinté irdnyokban. Bar A > 0, létezhetnek
pozitiv energiastirtiségii megoldasok is, a sztatikus esettel ellentétben. A radialis nyo-
més mindenképpen pozitiv, a gémbok érinté irdnyd nyomasanak elGjele pedig ellentétes
az energiasirtségével. A negativ nyomasok (fesziiltségek) miatt a forras részben szilard
anyag tulajdonsagokat mutat.
Az effektiv Einstein egyenlet kvadratikus forrastagja

2)
7S, = %gab KT, (8.137)

melynek segitségével belathato, hogy az effektiv Einstein egyenlet forrastagjainak osszege
Gy = T? (uqup — 3eqep — lap) - (8.138)

Ugy is felfoghatjuk, hogy ARE értelemben a forras egy altalanositott folyadék / szilard

anyag, melynek energiastirtisége ﬁngff = I"?, radidlis nyomésa (fesziiltsége) /{ngﬁ =

—3T? tangencialis nyomasa (fesziiltsége) pedig #*piy; = —I'2.

8.6. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben a korabban kidolgozott altalanos formalizmust kozmoldgiai szimmet-
ridk esetére alkalmaztam. A bran anyaga idealis folyadék, a bran gravitaciénak azonban
mas forrasai is lehetnek, mint az 5D-ben talalhato toltott fekete lyukak, valamint 5D su-
garzas. Felirtam az 5D toltott Vaidya-Anti de Sitter téridébe agyazott Friedmann branra
vonatkoz6 altaldnositott Friedmann és Raychaudhuri egyenleteket, valamint a beagyazast
jellemz6 teljes egyenletrendszert, beleértve az energia-mérleg egyenletet is.

A kidolgozott formalizmus elsg alkalmazasaként az extra dimenzidba (geometriai op-
tikai kozelitésben modellezett) gravitacios hullamokat (gravitonokat) sugarzo bran fejls-
dését vizsgaltam, allandé brén fesziiltség mellett. A sugarzé bréannal kapcesolatos vizsga-
lodasok kétségkiviil legfontosabb kévetkezménye, hogy mind az 5D kozmologiai allandok,
mind az 5D tomegfiiggvények bran két oldalan vett aszimmetriaja csokkenti a sotét sugar-
zas késti korszakbeli értékét, igy a kozmologiai fejlédés nukleoszintézisbél szarmaztatott
kényszerei konnyebben teljesithetdk.

Masodik alkalmazasként a valtozo bran fesziiltség hatasait elemeztem, szimmetrikus
beagyazas mellett. Feltettem, hogy a bran fesziiltség a folyadék membranok Eo6tvos-
torvény szerinti hémérséklet-fiiggését mutatja; és hogy a bran fesziiltség id6fliggd no-
vekedését a bran altal elnyelt sugarzas olymoédon kompenzalja, hogy a branon teljestil
a folytonossagi egyenlet. Az Eétvos bran a homérséklet T, értékénél kondenzalodik, egy
nem nulla a,,;, skalafaktornal. Ezutan a bran fesziiltség és a 4D gravitacios allando egyiitt

novekszik a skalafaktorral, a jelenleg is észlelhets aszimptotikus értékek felé tartanak. A
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bran kozmologiai alland6ja a korai igen nagy negativ értékekbdl igen hamar a napjainkban
is észlelt kis pozitiv értékbe fejlédik. Belattam, hogy a modell tovabbi paramétereinek
alkalmas megvalasztasaval kompatibilissd tehetd az univerzum késé korszakbeli ismert
fejledésével: a lassuld tagulast gyorsuld szakasz koveti. Az 5D térid6 aszimptotikusan a
maximalis szimmetria, az Anti de Sitter végallapot felé tart.

Egy tovabbi szimmetria, a sztatikussag feltevése mellett 01j kozmologiai brant, az Eins-
tein brant (valamint ennek homogén parjat) talaltam. Az Einstein brant a SAdS5 térid6tol
kiilénbo6z6 téridébe agyaztam, ez sérti az irodalomban publikalt 5D Birkhoff tételt. Meg-
mutattam, hogy az irodalom unicitas-bizonyitasa miért sériil ebben az esetben, valamint
megfogalmaztam azt a késGbb bizonyitott sejtést, miszerint a talalt 5D térid§ kapcso-
latban &all a SAdS5 téridé horizont-metrikdjaval. Mind a sztatikus, mind a homogén
branok anyagi forrasait negativ energiastiriiség vagy nyomasok jellemzik. ARE szempont-
bol nézve, a sztatikus esetben a forras egy olyan idedlis szilard anyag (negativ és izotrop
nyomasok, azaz fesziiltségek jellemzik), mely marginalisan teljesiti az erds energia felté-
telt; mig homogén esetben egy altalanositott szilard anyag. Az Einstein bran és homogén
parja is az Einstein egyenletek GG; szimmetriacsoporttal rendelkezé igen kevés megolda-
sdnak csaladjat bovitik. Korabban ebben az osztalyban egyediil bizonyos sikhullamokat
ismertek [202].
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9. fejezet

Bran-asztrofizikail vizsgalatok

A Schwarzschild megoldéas az ARE legegyszertibb olyan térideje, mely mind fekete lyuk,
mind csillag kiils§ tartomanyaként értelmezhets. Egyszertiségét a vakuum feltevés, a
gbémbszimmetria, a sztatikus jelleg és az aszimptotikus siksag adja, melyek kévetkezmé-
nyeként egyetlen paraméterrel jellemezhetd, a centrumban talalhato fekete lyuk vagy csil-
lag m tomegével.

Schwarzschild-bran szintén létezik. Az effektiv Einstein egyenlet ugyanis az ARE

Einstein egyenletté egyszertisodik, amennyiben vakuum van (7, = S = 0 = Py), a

bedgyazas szimmetrikus (L, = 0) és az 5D Weyl gorbiilet elektromos része nulla (€4, = 0).

A maésodik legegyszeriibb asztrofizikai bran megoldas az arapalytoltést fekete lyuk
[161]. Az arapalytoltést az 5D Weyl gorbiilet nem nulla elektromos része adja.

A branon talalhat6 Schwarzschild fekete lyuk az 6todik dimenzidba fekete hurként
terjeszthetd ki [203]. Az arapalytoltést bran fekete lyuk 5D kiterjesztése nem ismert, bar
vannak arra vonatkozo eredmények, hogy ez létezik és a horizont regularis 5D-ben is [204].

Ebben a fejezetben a Schwarzschild téridd branon taldlhato idealis folyadék forrésat
vizsgalva megmutatom, hogyan megy végbe a gravitacios kollapszus, melynek végtermé-
ke a bran Schwarzschild fekete lyuk, [14] munkam alapjan. Ezt kovetén kidolgozom a
kozmologiai kozegbe helyezett Schwarzschild fekete lyukak modelljét (Swiss-cheese bréan),
[15] és [16] munkaim alapjan.

Végiil az arapalytoltéstd bran fekete lyuk termodinamikajat és a kornyezetében mozgod
fotonok palyait vizsgalom gyenge tér kozelitésben, a kis paraméterekben masodrendben,

[18] és [17] munkaink alapjan.

9.1. Schwarzschild fekete lyuk a branon

9.1.1. Illesztési feltételek

Amikor 4D-ben csillagmegoldést illesztiink kiils6 vakuumhoz, az Israel-féle illesztési fel-
tételek egyszertisodnek: az illesztési felilletnek mind az indukalt metrikajat, mind a kiil-
s6 gorbiiletét folytonosnak vessziik. Ennek oka az, hogy nem indokolt disztribiicionalis

energia-impulzust helyezni a csillag feliiletére.

115
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A csillagot a Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) téridével modellezem,

mig a kiils¢ tartoméany Schwarzschild lesz. A csillagmegoldas egyiittmozgé (7, x) koordi-

natakban:
dspppw = —dr* + a® (1) [dx2 +H2 (x: k) (d92 + sin? Hdgoz)] , (9.1)
sin 'y , k=1,
H(x; k) = X , k=0,
sinh y k=-—1.
A H fliggvény hasznos tulajdonsagai:
AN
— ) = 1—-kH* 9.2
() ", (92
d*H
— = —kH. 9.3
T - (93

Az effektiv Einstein egyenlet altaldnositott Friedmann és &ltalanositott Raychaudhuri

egyenletekhez vezet:

at+k A K p

T =3+3 (o) (0.4)
a AN K2 2p p
a—g‘z[P(”T)”P(”x)] - 85)

Itt a (1) a csillag skalafaktora, p és p az idealis folyadék striisége és nyomasa, a A koz-
mologiai allando jelentésével késébb foglalkozunk, a pont 7 szerinti derivalast jelent. A
p/A — 0 hataresetben visszanyerjiik az altalanos relativitaselméletbdl ismert egyenleteket.

A kiils6 megoldés a Schwarzschild téridé an. gorbiileti (7', R) koordinatakban

ds? = — 1—2—m dT? + 1—2—m _1dR2
S R R

+R? (d6* + sin® fdp?) . (9.6)

Itt m a csillag Schwarzschild tomege. A két megoldas 6 és ¢ koordinatéit azonosnak
vettem, ez a gdbmbszimmetria miatt célszert.

Az illesztést konstans egyiittmozgd x = xo koordinatanal végzem. Ezért a (7,0, @)
koordinata-harmas az illesztési feliilet koordinatainak valaszthatd. A két tartomanynak a

kozos feliileten indukalt metrikaja

2m\ om\ .
dsiiilsé’ = - (1 - FO) TO2 + (1 - R—O) Rg d7'2
+Rj (d6* + sin® 6dy?) | (9.7)
dstass = —dm +a® (1) [Hg (d0® + sin® 0dy?)] (9.8)

ahol Ry = R (7, x0), To =T (7, x0) és Ho = H (Xxo0; k). Az indukalt metrika folytonosséga
értelmében
RO = a (7’) Ho 5 (99)

2m 2m

(1—m> 72 = 1_a(7)7{0+d (7) H2 . (9.10)
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Ezek az egyenletek hatarozzak meg az illesztési feliilet idéfejlédését. Az altalanositott
Friedmann és altalanositott Raychaudhuri egyenletek miatt az idéfejlédés kiilonbozni fog
az ARE esettdl.

Az illesztési feliilet bels6 tartoméanybol latszo kiils6 gorbiilete:

KR = a(r)Ho(1-kH2)'?
K20 = Kggsin®0 . (9.11)

(Itt felhasznaltam (9.2) egyenletet.) A kiilsg tartomanybol latszo megfelels kiilss gorbiilet

komponensek pedig
L 2 .
ke = (122 iy
KED = Kggsin®0 . (9.12)

A folytonossagbol, felhasznalva (8.93) egyenletet is, Ty-ra nyeriink egyszert kifejezést:

‘ om ! 1/2
To=(1- ——rr 1 — kM2 : 9.13
= (1) - (8.13)
A (8.94) és (9.13) egyenletek Gsszehasonlitasabol:
2m
7 k= ——7s. 14
() k= (9.14)
Végiil a KXils6 = ( feltételbol
m
7 =————>07 9.15
() =~ (9.15)

kovetkezik, dH /dx |y—y,nem nulla mennyiséggel valo egyszertsités utan.
A (8.9) és (8.10) fejlédésegyenletek segitségével mind a kozponti tomeg, mind a nyomas

kifejezhets az energiastirtiség segitségével:

m = {A+/€2p(7) <1+ p;;))} o “2 o (9.16)

A p(r)*

T EN R TCER 10

Az (9.16) Osszefiiggés a tomeg és a csillag sugaranak kapcsolatat rogziti, a (9.17) Ossze-

fiiggés pedig a mindenkori nyomas értékét adja meg.

9.1.2. Gravitaciés kollapszus

Porgémb gravitacios osszeomlasat [164] munkaban vizsgaltak, dsszehasonlitva az altala-
nos relativisztikus porgémb fekete lyukhoz vezetd in. Oppenheimer-Snyder kollapszuséaval
[205]. A porgdmb kiils§ tartomanya az arapalytoltésti gombszimmetrikus vakuum bran-
megoldas volt. A kiilonbségek szamottevéek. A kollapszus végterméke egyarant lehet
fekete lyuk, csupasz szingularitas vagy az Osszehuzodast kévets tagulas. Ennél is fonto-

sabb azonban az az eredmény, miszerint elting arapalytoltés mellett a porgémb kiilseje



118 dc 223 11 BRAN-ASZTROFIZIKAI VIZSGALATOK

nem lehet sztatikus. Ez szoges ellentétben all az ARE Birkhoff tételével, mely szerint bar-
milyen gombszimmetrikus anyagkonfiguracio kiils6 vakuum térideje Schwarzschild. Ezzel
szemben a branon taldlhatd porgémb legegyszeriibb kiils6 térideje a Vaidya térids, mely
geometriai optikai kozelitésben tekintett sugarzast tartalmaz [165].

A kovetkezGkben megvizsgalom, hogy amennyiben porgémb helyett idealis folyadék

gomb kollapszusat tekintjik, a kiils§ tartomény lehet-e a Schwarzschild téridg?

Idealis folyadék gombszimmetrikus kollapszusa

Az egyszertiség kedvéért a A = 0, k = 0 esetet tekintem. Ekkor Hy = xo és a (9.14)

Osszefiiggés

9 2m

a =75
X0

alakot 6lti. A (9.18) integralasa megadja az 6sszeomlo csillag skalafaktoranak idéfejlodését

(9.18)

T egylittmozgo id§ fiiggvényében:

1/2

a’? = ag/Q — (9_77;) T . (9.19)
2Xo

A kollapszus modellezéséhez a (9.18) egyenlet ”—" gyokét valasztottam. Az ag integracios

allando a skalafaktor kezdeti értéke (7 = 0-nal). Latszik, hogy a kollapszus véget ér,

amikor a = 0 bekovetkezik, véges 1 = (2xgad/ 9m)1/ ? id6 elteltével.

A csillag energiastirtiségének M térfogati integrélja

4 3.3
M = 2TXo®” (9_20)
3
Az (9.19) Osszefiiggés szerint
a’ 2m 8mmp
a s fom\2 10 3M (9.21)
@ |- ()
A csillagot alkot6 idealis folyadékra vonatkozo Friedmann egyenlet pedig:
a*>  8mp p
S==2(+ ) 22
a? 3 ( + 2\ (9:22)

Osszehasonlitva a? fenti két kifejezését, osszefiiggést kapunk a , fizikai” M tomeg és a kiilsé
tartomanybol latszé Schwarzschild témeg kozott:
m=M (1 + ﬁ) . (9.23)
2\
Nyilvanvaléan nem lehet mind m, mind M allandé (eltekintve a trividlis m = M = 0
esettd], illetve a p/A — 0 ARE hataresettsl, amikor a kétféle tomeg egyenls). A kétféle
tomeg egyideji allandosaganak lehetetlenségét mar [164] munkaban is kimondtéak.

3

Ha M &llando, a csillag energiastirtsége (9.20) értelmében p(7) ~ a™°, azaz a csillag

porbol all; mivel nyomasa a .
a
,O+3a(p+p) =0 (9.24)
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folytonossagi egyenlet értelmében elttinik. Mivel ebben az esetben m id&fiiggs lesz, elGall
[164] eredménye, miszerint a porgémb kiils6 tartomanya nem lehet sztatikus.
Amennyiben viszont megengedjiik, hogy a folyadéknak nyomasa legyen, az energia-
stirtiség a—3-t6] eltérden fejlédik, azaz M is valtozni fog. Az M megfelels valtozasaval a
kiils6 tartoméany sztatikussa tehetd.
Ahhoz, hogy az m Schwarzschild témeget a belsd téridé jellemzéivel kapcesolatba hoz-

hassuk, (9.1) ivelemnégyzetet a gdmbszimmetrikus téridék standard alakjara irjuk at:
dshy py = —eYBF (R)dT? + F (R)"' dR?* + R* (d6* + sin’ 0dyp?) . (9.25)

A koordinatak kapcsolata T = T (1, x) és R = R (7,x) = a (1) x. Ebb6l dT = T'dr +T"dy
és dR = axdr + ady kovetkezik, ahol a vessz§ a y szerinti derivéalast jeloli. A metrika

x — 7 blokkjabol kapjuk a kovetkezs egyenletrendszert:

PP+ F = eMFM? (9.26)
aay = e*FT'T, (9.27)
a?(1-F) = eF*T"?. (9.28)

Osszeszorozva az els6 és harmadik egyenleteket, majd kikiisz6bolve T derivaltjait a mé-
sodik segitségével, kapjuk, hogy F' = 1 — a®x2. Az Ry = ax sugaron beliil talalhato m

tomeget az F' metrikus fiiggvény segitségével értelmezziik:

2
F(R)=1-2" (9.29)
Ry
Igy xo-nél a témeget
om a2
- _ 9.30
alxi o (930
osszefiiggés adja. Végiil, (8.9) egyenletbdl
dma’xgp p
= AP —) 9.31
m 3 ( D)) (9-31)

kovetkezik. Ez kiilonbozik a tomeget, térfogatot és stirtiséget Osszekapcsolo szokasos (9.20)
Osszefiiggéstsl, amit csak ARE hataresetben kapunk vissza. Az (9.20) Gsszefiiggés segit-
ségével eldall az m és M tomegeket Gsszekapesold (9.23) Osszefliggés.

Konnyt belatni, hogy m a Bondi tipusi koordinatdkban megjelend Bardeen féle kvé-
zilokélis tomeg [95]. Ehhez a (9.25) ivelemnégyzetet atirom akar avanzsalt, akar retardalt

(v, R, 0, ¢) koordinatakba:
dshppw = —€V Fdv® + 2ce¥dRdv + R? (d6” + sin® 0dp?) . (9.32)

A v null koordinatat dv = dT+ce ¥ F~1dR hatarozza meg és ¢ = +1 (avanzsalt koordinata
esetén +, retardalt esetén —). A (7.9) Osszefliggés altal értelmezett m pontosan a Bardeen
kvazilokalis tomeg.

Igy a csillag tomege az m Bardeen kvazilokélis tomeg lesz, nem pedig az M | fizikai”
tomege. A Bardeen tomeg az anyagi jarulékon til a graviticios energia jarulékat is tartal-

mazza. Mivel bran-elméletben a gravitaciés dinamika modosul az ARE-hez képest (jelen
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30 -
p_r': A
p_ f': }u
15 A
04 0.8 1.2
0 1 1 ]
T T
-15 +
-30 -

9.1. abra. Az 6sszeomlo csillag energiastiriiségére kapott pi adgak, m = 2w Ax5/3 tomeg
esetén. A kollapszus kezdete ag = 1, a 7 id6t (9m/ 2X8)1/ ? egységekben abrazolom. A o

agon végtelen stirtiségd szingularitas all el6 7 = 73 = 1 id6pontban [14].

esetben csupén a p? forrastagokkal), a kétféle tomeg kiilonbozni fog egymastol (mig az
ARE-ben egybeesnek).

Mivel a kiils§ téridé vakuum és az 5D Weyl jarulékokat nullanak vettiik, az effektiv
Einstein egyenlet nem mas, mint az ARE vakuum Einstein egyenlet. A gémbszimmetria
esetén érvényes Birkhoff tétel értelmében az Osszeomlé csillagot a kiils§ Schwarzschild
megoldas irja le. Ennek m Schwarzschild tomege ugyanaz, mint a Bardeen kvazilokalis
tomege, ezt allandonak vessziik.

Ezt kovetén meghatarozzuk a strtiség p (1) id6fiiggését. Ehhez behelyettesitjik a
(9.19) altal megadott a (1) fiiggést (9.20) egyenletbe. A kapott kvadratikus egyenlet

2
3
Po1of m S =0, (9.33)
A2 A 3 |,3/2 om | 1/
2mAxg |ay T — (ﬁ) T
megoldésai pedig
2 3m
7:—1i 1+ (9.34)

12 12°
2TAXE {GS/Q — (%%) 7':|

A fizikailag elfogadhatoé megoldas py, mert ez barmilyen 7 < 71 esetén pozitiv. A py
energiastirtiség idében novekvs, 77 idépontban pedig, amikor a kollapszus befejezédik,
végtelenné valik. A kollapszus soran az (1+ p/ )\)_1 fiiggést mutato M | fizikai” tomeg
folyamatosan nullaig csokken. A (9.15) illesztési feltételbol

L (9.35)

T V343
a Xo@
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14 - pol
P- )L
04 0.8 1.2
1 L 1 |
0 ! T T
14 -

9.2. dbra. Az Gsszeomld csillag nyomasanak p. két dga. A fizikailag értelmes dgon a p
nyomds mindvégig negativ és abszolut értéke novekszik (azaz a —p, fesziiltség novekszik).

A kollapszus végén (7 id6pontban) a fesziiltség értéke oo [14].

kovetkezik, a Raychaudhuri egyenlet pedig ad egy masik kifejezést a-ra:

a 47 2p p
o1+ ) (1) 9.36
- 3[p(+k)+p H] (9.36)
A két 6sszefliggés Osszevetésébdl kapjuk a stirtiség és nyomas sugarfliggését jellemzd egyen-
letet: ) 5
P P m
1+ ) +3p (14 2) = . 9.37
p<+)\>+p X 4rryda® (9:37)
A (9.34) kifejezések behelyettesitésével elall a nyomaés:
1 3 1
P22 |14 = - F . (9.38)
A 2 913 3/2 (9_m)1/2 2 1+ 3m ——

A sztatikus kiils6 téridé-tartomany feltevés tehat nem nulla nyomashoz vezetett a bran-
csillagban, azaz az ideélis folyadék nem lehet por. A bran-csillag energiastirtiségének és

nyomésanak idéfiiggését a 9.1 és 9.2 dbrak szemléltetik.

Az idealis folyadék értelmezése.

A (9.34) és (9.38) osszefiiggeések felhasznéalasaval az energiastirtiséget és nyoméast egymassal
Osszekapcsold egyszeri egyenlethez jutunk:
p 1 ( pi> 1 ( pi>—1
—=—(1-=)—=(14+—= . 9.39
x aU ) T2 Uty (9.39)
Ez az Osszefiiggés azt fejezi ki, miként véltozik a nyomés az energiastiriiség fiiggvényé-

ben a kollapszus sordn. Hasonl6 a newtoni pszeudo-csillagmodellekben hasznalt politrop
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feltevéshez, mely szerint a nyomés az energiastirtségnek egyszerd p = Kp'~/* hatvany-
fiiggvénye. Osszhangban van a folytonossagi egyenlettel és a hidrosztatikai egyenstly
kovetelményével, de nem veszi figyelembe a hétranszfert vagy termikus egyensily kéve-
telményét [206]. A korlatozas ellenére a politrop modellek igen hasznosnak bizonyultak a
csillagok szamos tulajdonsagianak megértésében.

A (9.39) 6sszefiiggés a branon végbemend kollapszust jellemz6 egyenletek megoldésé-
bol allt el6 (ezek szintén tartalmazzék mind a folytonosségi egyenletet, mind a hidroszta-
tikai egyensily altalanositott egyenletét) és, mint latni fogjuk, szintén politrop pszeudo-
csillagmodellekkel hozhato kapcsolatba.

A kollapszus kezdetét jellemzd kis-energias tartoméanyban (|p+| < \) az sszeomlo
idedlis folyadék a kovetkezs politrop egyenlettel kozelithets:
P

2\
A politrép index n = 1, a politrop allando pedig K = —1/2\, a bran fesziiltség fiiggvénye.

A bréan fesziiltség minimélisan megengedhetd értékére vonatkozo legerGsebb kényszert a
Newton féle gravitacios torvénytsl valo eltérést vizsgalo kisérletekbdl [135] szarmaztat-
tak, felhasznalva a 4D Planck allando értékét. A két brant tartalmazo elméletben [207] ez
A > 138,59 TeV* értékekhez vezet [179]. Sokkal gyengébb, A > 1 MeV? kényszert ad az
a kovetelmény, hogy az effektiv Einstein egyenlet energia-impulzusban négyzetes forras-
tagja még a Nukleoszintézis el6tt elhanyagolhatova valjon [178]. Bran neutron csillagokra
vonatkozo asztrofizikai megfontolasok pedig egy koztes, A > 5 x 10°® MeV* korlathoz
vezetnek [169]. A megadott értékek ¢ = 1 = h mértékegység-rendszerben értenddk; a
c=1= G egységekben Anewion = 4,2 X 10719 V72 A\yuricoszintézis = 3 X 107145 V=2 &g
Aasztro = 1,5 x 107136 eV =2 lesz. Mértékegység-rendszertdl fiiggsen igz a korlat oriasi vagy
éppen kis szam. Ami azonban fontos, hogy a csillagok jellegzetes stirtiségéhez viszonyitva
(a Nap esetén po = 1408 kg/m3 ez c = 1 = G esetén po, = 1, 8 x 10710 eV2) a p/A <« 1
feltétel teljesiil barmely korlat és barmely mértékegységrendszer esetén. Az 6sszeomlé fo-
lyadék ilyen stirtiség mellett a portol gyakorlatilag megkiilonboztethetetlennek tekinthetd.

A kollapszus végss stadiumaban ezzel szemben |pL| > A, a nyomés pedig
_Px

2
Ez egy tjabb politrop, melyet K = —1/2 egyiitthato és n — oo politrop index jellemez.

ps (9.41)

Latszik, hogy a fizikai dgon a p, +3p,. = —p, /2 < 0 s6tét energia feltétel is teljesiil. Tehat
a kollapszus soran a kezdetben szinte teljesen nyomasmentes folyadék s6tét energiava valik.

Az ARE hataresetben (p/\ — 0) a folyadékgdmb gémbszimmetrikus por-disztribtciéba
megy at és a kollapszus végéig por is marad. Ez a (nyilvanval6an erdsen idealizalt jellegri)
Oppenheimer-Snyder kollapszus.

A branon torténd kollapszus gyokeresen kiilonbozik. A folyamat soran fesziiltség alakul
ki a folyadékban, az osszehtizodas végss szakaszaban (7 — 71) pedig a fesziiltség minden
hatéron tul névekszik (—p — 00). A kialakul6 hatalmas izotrop fesziiltség szerepe, akar
a szilard anyagoknél, az eredeti konfiguracié visszaéllitasa, vagyis a bran ellenallasaként

foghato fel a rajta egyre jobban tomoriilé anyageloszlas 0sszehtizd hatésaval szemben.



SCHWARZSCHILD FEKETE GYUR 2 BRALGN 123

Barmilyen nagyra is ng viszont a folyadékban (a A bréan-fesziiltséget lényegesen meg-
haladd) —p fesziiltség, nem képes a szingulatitas kialakulasat megakadélyozni. Hogyan
lehet az, hogy a taszitoé hatasu sotét energiava valt folyadék ellenére, tovabba az M — 0
viselkedés ellenére is folytatodik a kollapszus? A valasz a négyzetes forrastagokban kere-
sendd. A kollapszus végén a (8.10) Raychaudhuri egyenlet lineéris forrastagjainak osszege
27mp+ /3, mig a kvadratikus forrastag —2mp3 /3. Utobbi a dominéns, igy a kollapszus a
szingularités kialakulasaig folytatodik.

Fekete lyuk ennél joval korabban alakul ki, 74 id6pontban, amikor az 6sszeomlé fo-

lyadékgoémb R (7) = a(7) xo sugara az ry = 2m horizontot eléri. A (9.19) egyenletbdl

4m a0X0>3/2
= — —-1] . 9.42
TH 3 [( 2m (9.42)

A (9.34) és (9.38) egyenletek szerint a horizont kialakulasakor az energiastrtiség és nyomés

(p+) 3
AH = —14+ 167r)\m2’ (9.43)
(pi)H
— 44
A \/ 167?)\m2 2. /14 (9.44)

€z

Torm?
Ebbél:
(P+)n +A3 P)u _ o _\/T (9.45)
T 1+ s
kovetkezik. A fizikai agon a fenti kifejezés a (Am?); — oo és = 3/128m gyokok

kozott pozitiv, Am? < 3/1287 esetén pedig negativ.
Asztrofizikai vagy galaktikus fekete lyukak esetén a sotét energia feltétel csupan a
horizont alatti ry. sugarnal kisebb sugarakra teljesiilhet. Ezt a kovetkezSkben latjuk be.

A (9.37) Osszefliggés értelmében p + 3p = 0 teljesiilésének feltétele

P> 3m

F_ _ 9.46
A Anrd, (9.46)
A (9.19) és (9.34) osszefiiggések felhasznéalasaval:
A1/3
Tse = /~L2/3 , (9.47)

ahol p a fekete lyuk naptéomegben (M, = 1,1154 x 10% eV, ¢ = 1 = G egységekben)

kifejezett értéke és
3

T 1287AM?2 (5.48)
dimenziétlan allandoé.

A bran fesziiltség ¢ = 1 = G egységekben megadott Agespo = 1,5 x 107136 V2
asztrofizikai korlatot jelentd értékével szamolva A = 40 (mivel AMZ = 1, 8662 x 1074),
igy

e = 3,420 Pry = p'3 x 7,6293 x 10%eV. (9.49)
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Az els6 egyenlGség utani kifejezés szerint a fekete lyuk tomegének novelésével egyre inkabb
a horizont alé kell menni ahhoz, hogy a sotét energia feltétel teljesiiljon. Ezt néhany
szampéldaval vilagitjuk meg: p = 10; 100 asztrofizikai fekete lyukak és pu = 10%;105; 108
galaktikus fekete lyukak esetén az rg./ry arany értékére rendre 0,737; 0,159 és 7,37 X
1073; 3,42 x 1074 1,59 x 107° adodik.

A (9.49) masodik egyenlSsége utani kifejezés azt mutatja, hogy a sotét energia ki-
alakulasanak sugara u kobgyokével novekszik. A korabbi szampéldak esetén a 1057 eV
egységekben kifejezett r,. értékei 1,64; 3,54 és 16,44; 76,29; 354,12.

A (9.46)-(9.48) egyenletekbdl az is lathato, hogy a sotét energiava alakulas az igen
magas p = 2\ stirtiségnél kovetkezik be. Idézziik fel, hogy Anewion = 4,2 x 1071 eV —2,
ANukleoszintézis = 3 X 10714 V72 63 A\yoriro = 1,5 x 107136 V2. Hasonlitsuk ezt Gssze a
legstirtibb ismert csillagszert objektumok stirtiségével. A neutroncsillagok stirtisége p,s =

8 x 106 ¢s 2 x 10'8 kg/m3 kozott véltozik, igy a ¢ = 1 = G egységekben p =

neitroncsillag

1 x 10710 eV=2 &s pli | itiag = 2, 6 X 10719 eV =2, Latjuk, hogy az asztrofizikai korlat
pontosan a neutroncsillagok strtségi tartomanyaba esik (ez az atommag striiségének
nagysagrendje is).

Feltehets a kérdés, milyen tomeg esetén kovetkezhet be a sotét energiavéa alakuléds mar
a horizonton? A (9.45) egyenlet szerint ez m = (3/1287\)"/% = AYV2M, = 6,32 M,.
Ugyanazt kapjuk (9.49) Osszefiiggésbdl is rg. /rg = 1 feltevéssel. Figyelemremélto, hogy a
fenti tomeg a fekete lyuk képzédéshez elengedhetetlen (neutroncsillagok tomegét feliilrsl
= 1,5 + 3 M, Tolman-Oppenheimer-Volkoff korlat [208]-[210]

altal képviselt tomeg folott taldlhato.

4 2 max
korlatozo) mneutroncsillag

Amennyiben Am? > 1 fennall (azaz 1> 73), a (Am?2) " kis paraméterben masodren-

dig, a fizikai 4gon a stirtiség és nyomas a horizont atlépésekor

oy = — (1 5 ) (9.50)

32mm?2 64T Am?2
9
= —-—— 9.51
b 204872 AmA (9.51)
igy
fapy = o (13 (9.52)
PH T OPH = 32mm?2 160Am?2 ) ’

Ez alig kiilonbozik az ARE esett6l, mivel a zaréjel masodik, bran eredetti tagja csupan
apr6 negativ korrekci6. Vagyis ebben a tomegtartoményban a csillag anyagénak porral
vald modellezése még a horizont atlépésekor is igen jo kozelités. Galaktikus fekete lyukak
branon valo6 kialakulasa soran tehét a horizont f616tt p4-3p > 0 mindvégig teljesiil, mitobb,

ez a horizont alatt folytatodo Gsszehiizodas jelentSs részére is igaz.

9.1.3. Swiss-cheese modell és fekete hiurok

Swiss-cheese modelleknek nevezik azokat a kozmologiai téridSket, melyekben a lokalis
inhomogenitésokat a téridébsl kivagott gombok helyére illesztett Schwarzschild fekete

lyukak és ezek kiils6 vakuum tartomanyaival modellezik. A gémbdk sugara nem &allando,
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9.3. dbra. A Swiss-cheese bréan vildg 141 dimenzids, sematikus abrazolasa. A FLRW
brant AdS5 téridgbe illesztjiik. A bréan Schwarzschild fekete lyukak az 6todik dimenzidba
fekete hurként terjednek ki (ezeket a Gregory-Laflamme instabilitds miatt an. fekete
szivarként dbrazolom). Atmeneti zona koti 6ssze a fekete szivar tartoméanyokat az AdS5H
tartomanyokkal [16].

egyiitt tagul az univerzum tobbi részével. Egy ilyen modell kozmologiai kovetkezményei
jelentdsek lehetnek, igy példaul az ARE Swiss-cheese modellje, az tn. Einstein-Straus
modell [211] luminozitas-voroseltolodas Osszefiiggése kiilonbozik a standard kozmologiai
modellben levezetett valtozatatol [212].

Felmeriil a kérdés, mikodik-e ugyanez a konstrukcié a branon is? A vizsgalt kon-
figuraciot a 9.3 abra mutatja be. A bran FLRW, mely tobb beillesztett Schwarzschild
vakuum tartomanyt is tartalmaz. A Weyl gorbiilet elektromos részét nullanak vessziik, a
beagyazast szimmetrikusnak!. A fekete lyukak fekete hurként terjeszthetsk ki az otodik
dimenzioba?. A Weyl gorbiilet elektromos részét nem tartalmazé FLRW tartomanyok
AdS5 tartomanyokba dgyazhatok. A teljes 5D tartoméany egzakt téridejét nem ismerjiik,
de feltessziik, hogy létezik a fekete hur tartoményok és az AdS5H tartomanyok kozotti at-
menet. Feltevésiinket az motivélja, hogy az atmeneti tartomanyok nagysagét és alakjat
egyarant szabadon megvalaszthatjuk, ezzel az illesztési feltételek teljesitésében meglehe-
tésen nagy szabadsiggal birunk. Ezt a problémat itt nem targyaljuk tovabb, hanem a
branon sziikséges illesztés feltételeit viszgaljuk meg. Modelliinkben k& = 0, azonban meg-
tartjuk a kozmologiai allandot a kozmoldgiai tartoméanyokban.

Mivel a bran kozmologiai részeit FLRW tartomanyokkal modellezziik, az &ltalanositott

Friedmann és Raychaudhuri egyenletek ugyanigy érvényesek és az illesztési feltételek is

L A bonyolultabb, aszimmetrikus bedgyazas értekezésben nem targyalt esetét a [213] munka tartalmaz-

za.
2A Gregory-Laflamme instabilitds [214] miatt inkdbb tn. fekete szivarként.
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ugyanazok, mint amiket a kollapszus esetén targyaltunk (most a FLRW téridétartomé-

nyok vannak kiviil, a Schwarzschild beliil):

2

w? = (9.53)
X0

i = - 9.54
X3 (9-54)

A (9.18) egyenlet megoldaséaval ellentétben most a 7+ gy6kot és ag = 0 kezdeti értéket va-
lasztjuk ahhoz, hogy Osrobbanésbol keletkezd taguld univerzumot modelleziink. A (9.53)
egyenlet konnyen integralhatd és megadja az a skdlafaktor id6fejlédését a 7 kozmoldgiai

id6 fiiggvényében:

9 2
ot =2 (9.55)
2x5
A branon vett Swiss-cheese univerzumunk tehat orékdsen tdgul:
a 2
— = — 9.56
a 31’ (9.56)
valamint 6rokosen lassul:
“__2 (9.57)
a 972 '

A tagulas megall 7 — oo id§ mulva, mint ahogy az a k = 0 valasztias nyoman elvarhato.
A (9.53) illesztési feltételbdl és a (9.4) altalanositott Friedmann egyenletbdl levezethets a
Xo egylttmozgo sugart Schwarzschild tartomény tomege az a skalafaktor és a kozmologiai

folyadék p stirtségének fiiggvényeként:

0,3X

6

ow

m =

[A 4 K2 (1 v %)} . (9.58)

Ez pontosan a k = 0 esetre felirt (9.16) Osszefiiggés.
A (9.54) illeszteési feltétel és a (9.5) altalanositott Raychaudhuri egyenlet megadja a
folyadék allapotegyenletét, mely (9.58) felhasznélasaval kovetkezd alakot olti

6mA

3 _
a’(p+p)(p+A) = e (9.59)
Az (9.55) és (9.58) osszefliggésekbd] levezethetd
4
(14 20) = —A+ 5 9.60
w p( + 2\ + 372’ ( )
az egyenlet gyokei pedig
P1,2 2A 8
— =—14+3/1l-—+4+——=. 9.61
A \/ K2\ + 3Kk2AT? (9.61)

Pozitiv energiasiirtiséghez a + megoldast valasztjuk, ezenkiviil

3AT? < 4 (9.62)
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feltételnek is teljesiilnie kell. Ez igaz A < 0 esetben. Pozitiv A esetén az energiastiriiség
T <11 = 2/v3A tartoményban pozitiv, késébb negativ lesz. Elég kis kozmologiai allando

esetén igy p pozitiv jellege hosszi ideig biztosithato. Ezenkiviil p valos jellegéhez a
3(2A— KA TP <8 (9.63)

feltétel teljesiilése is elengedhetetlen, mely minden A < x2)\/2 esetén igaz, azonban A >

K2\ /2 esetén sériil az Osszes T > Ty = 24/2/3 (2A — k%)) idSpontban. A p-ra vonatkozd

feltételeket a 9.1 tablazatban foglalom Gssze.

9.1. tablazat. Azon tartomanyok, ahol p pozitiv, negativ vagy rosszul értelmezett, kiilon-
bozs A értékekre. A konstansok 71 = 2/V3A &s 7 = 24/2/3 (2A — k2)) [16].

p T<T | T=7T1 |1 <T<T T > Ty
A<O + + + +
0<A<EA 4 0 — —
A > "‘27)‘ + 0 - no real solution

A (9.55) és (9.61) Osszefiiggéseket (9.59)-be helyettesitve el6all a kozmologiai nyomas

idsfiiggeése:
P 443 (K*N—20) 72 (9.64)
A (3N)'? k7/8+ 3 (k2N — 2A) 72

Tanulsagos megvizsgalni, hogy az effektiv Einstein egyenlet teljes effektiv forrédsa mi-

ként viselkedik. A mar bevezetett p, p, a, a folyadék u® négyes sebessége, valamint a

Jab = —UqUp + a?hgy metrika fiiggvényében a lineéris forrastag
Ty = puausy, + pa*hap , (9.65)

a nemlineéris forrastag pedig

FAS., = Hzg [guaub + (g +p) a2hab] . (9.66)
A (9.61) ¢és (9.64) egyenletekbdl igy a forrastagok Osszege
- 4
~Agap + KTy + 7' Sap = == uauyp - (9.67)
372

Igy a FLRW tartomanyok effektiv forrasa nem maés, mint por, a kovetkezd energiastirti-

séggel.

tot — 4
k272

P (9.68)

Megjegyezziik, hogy az ARE Einstein-Straus modellben a folyadék szintén por. Az
ARE és a bran Swiss-cheese modellekben a skalafaktor ugyanazt a (9.55) idéfiiggést mu-

tatja. Az Einstein-Straus modellben a por idéfejlddése szintén azonos a bran Swiss-cheese
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9.4. abra. A p't/X\ (fels6 gorbe), p/\ (kozépsS gorbe) és p/A (alsd gorbe) fejlédése a
4/ 3/{2)\)1/ ? egységekben meggadott kozmolégiai id6 fiiggvényében, A = 0 esetén [16].
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9.5. abra. Ugyanaz, mint a 9.4 dbran, a A = xk?)/4 esetben. A p negativva valik 7-nél,
a nyomas pedig kezdeti negativ értékekbdl ennél kordbban pozitivva valik. Létezik egy

olyan tartoméany, ahol mind a p, mind a p pozitiv [16].

—————— prot/h.
12 4 p/h

P/

9.6. dbra. Ugyanaz, mint a 9.4 dbran, a A = k%) esetben. A p és p fejlédése egy darabig

hasonl6 a 9.4 abran bemutatottal, azonban 7 = 75-nél nyomas-szingularitas jelenik meg

[16].
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modell effektiv teljes energiastiriiségének idéfejlodésével. Az egyezések az azonos illesztési
feltételekbdl kivetkeznek. A bran modellben azonban a forras egy nyomaéssal is rendelkezé
idealis folyadék. Viselkedése haromféle lehet, a FLRW tartomanyok kozmologiai allando-
janak értéke fiiggvényében, mint ahogy ezt a 9.1 tablazat sorai és a 9.4, 9.5 és 9.6 abrak
bemutatjak.

A A > 0 esetben tapasztalt negativ energiastirtiséggel kapcsolatosan megjegyezziik
a kovetkezdket. Az ARE-ben egy ideélis folyadék energiastirtisége és nyomésa mindig
atértelmezhets egy kozmologiai allando segitségével olymoddon, hogy az energiafeltételek
teljesiiljenek. A (p, p) idealis folyadék és A kozmologiai allando ekvivalens egy masik,
(p=p+A/K? p=p— A/K?) idealis folyadékkal és nulla kozmolégiai allandoval. Igy a
negativ energiastiriiség elegendGen nagy pozitiv A segitségével pozitivva tehetd.

Az effektiv Einstein egyenlet S, nemlineéris forrastagja megvaltoztatja ezt a transz-

forméciot, melynek a branon érvényes alakja:
2N 2p p

S B s (1 —) ,

" \/ e T Uty

A
LeBeg-t(ey

A, 2
VA B2 0+4)

A (9.69) transzformacié alacsony energiakon (p < A) az ARE esett6l alig kiilonbozik, mig

>

=1

>3

(9.69)

nagy energiakon, pl. a korai univerzumban (p > \) az egységtranszforméciohoz kozelit
(p, p) = (p, p), a A értékétdl fiiggetleniil.

A porzitiv A esetén megjelend negativ energiastirtiség egzotikus anyagra utal, ezért a
fenti transzformacio értelmében mind a folyadékot, mind a kozmologiai adllandot célszerd
atértelmezni. Az igy el6allo (p, p) ugyantugy a bran geometria forrasanak tekinthetd, de
a p energiasiirtiség mindvégig pozitiv, a p nyomés pedig negativ lesz.

A-t eredetileg a FLRW tartomanyok kozmoldgiai allandojaként vezettiikk be, A =
Apprw. Amennyiben a kivagott gombi tartomanyokban is megengediink egy A,.iq koz-
mologiai allandot (igy ezek Schwarzschild-de Sitter, illetve Schwarzschild anti de Sitter
tartomanyok lesznek), az illesztési feltételek modosulnak, az egyenletek viszont azono-
sak lesznek, azzal a kiilonbséggel, hogy a benniik megjelend A = Appriy — Ayoia lesz.
Amennyiben a teljes branon ugyanazt a kozmologiai allandot vezetjiik be, A = 0 lesz és
csupan a 9.4 abran bemutatott fejlédések kovetkeznek be.

A A > £?)\/2 esetben a fejlédés hasonlé a 0 < A < k?\/2 esethez, azonban 7 — 7
id6pontban a (9.61) egyenletben a négyzetgyok nullahoz tart, azaz p — —\ és p — o0,
nyomds szingularitds 1ép fel. Ez az un. hirtelen jovd szingularitdshoz részben hasonld
[215], azonban egy fontos aspektusban kiilonbozik téle. A 7 = 75 id6pontban elallo
végtelen nyomés ellenére a Raychaudhuri egyenlet altal megadott gyorsulas véges, mint
ahogyan az a (9.57) egyenletbdl is latszik. A skalafaktor Gsszes tobbi derivaltja is regularis
marad, a nyomés szingularitas bekovetkeztekor. Ez egy 1j tipusu, ezidaig csak a bran-
elméletekben jelentkez§ szingularitds. A bran-elmélet mas tipusi 4j szingularitasokat
is termel, a [216] munkaban csendes, nyugalmas (quiescent) kozmologiai szingularités-

sal taldlkozunk, melyben az energiastirtiség és a Hubble paraméter véges marad, mig a
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skalafaktor 0sszes magasabb derivaltja divergél.

Elemzésiink megmutatta, hogy a branon Swiss-cheese kozmologia nem allithato el
olyan egyszerii anyagi forrasokbol, mint az ARE esetben. Még a legegyszertibb A = 0
esetben is (melyet ugy is értelmezhetiink, hogy a FLRW és a kivagott gombok tartoméanya-
ban ugyanaz a kozmologiai allando), a folyadék teljesiti a p+3p < 0 sotét energia feltételt
barmely 7 < (3/{2)\)_1/ 2 id6pontban. Az ideéalis folyadék sotét energia jellege ellenére
a tagulas lassulo. Ez ugyanugy a négyzetes forrastagok nagy energidkon megnyilvanulo

dominancidajanak tudhato be, mint a kollapszus esetén a szingularitas kialakulasa.

9.2. Arapaly-toltési bran fekete lyuk

Az effektiv Einstein egyenletek gémbszimmetrikus vakuum megoldésa az drapdlytoltési
fekete lyuk [161]:

ds* = —f (r)dt* + 7' (r)dr® + r? (d02 + sin? 0dcp2) ) (9.70)

Az f metrikus fiiggvény itt

fry=1-2"49 (9.71)

r T

A fekete lyukat két paraméter jellemzi, az m tomeg és a ¢ arapalytoltés, mely az 5D Weyl
gorbiilet elektromos részébdl szarmazik.

Formélisan a (9.70) metrika nem mas, mint az ARE Einstein-Maxwell egyenletrendsze-
rének a gombszimmetrikus Reissner-Nordstrom megoldasa, amennyiben ¢ arapalytoltést
a @Q elektromos t6ltés négyzetével helyettesitjiik.® Pozitiv ¢ = Q? esetén tehat az (9.70)
ivelem egy elektromosan toltott test gravitacios terét irja le. Bran-elméletben azonban ¢
barmilyen elGjeld lehet. Pozitiv ¢ ugyantugy gyengiti a fekete lyuk gravitaciojat, mint a
Reissner-Nordstrom fekete lyuk elektromos toltése. Negativ ¢ viszont erdsiti a gravitaciot,
hozzajarulva a gravitaci6 branon val6 lokalizaciojahoz.

A ¢ > 0 esetben az ARE Reissner-Nordstrom megoldaséaval teljes az analogia. A
0 < ¢ < m? esetben a (9.70) metrika olyan fekete lyukat ir le, melynek két horizontja van,
ezek helyzete rp = m + \/m (mindketts a Schwarzschild sugaron beliil helyezkedik
el). A ¢ =m? esetben a két horizont egybeesik 7. = m helyen (ez az extrémalis Reissner-
Nordstrom fekete lyuk megfelelgje). Barmely ¢ < 0 esetén csupén egyetlen horizont van,
rL=m+ \/m helyen.

Bar azon 6tdimenzios megoldasa az Einstein egyenleteknek, melybe az arapalytoltési
bran beagyazhato, tovibbra sem ismert, perturbaciészamitassal belattak, hogy legalabbis
abban az esetben, amikor az arapalytoltés jelent&sebb a tomegnél, a horizont bezarodik
az 6todik dimenzidban, azaz az arapalytoltési fekete lyuk egy 5D reguléris fekete lyuk
4D metszete lesz [204].

3Megjegyezziik, a ¢ arapalytoltés kiilonbozik a 8.2 alfejezetben azonos moédon jeldlt elektromos toltés-
t6l, melyet itt Q jelol.
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9.2.1. A fény elhajlasa masodrendben

A kovetkezkben a fotonok mozgasat vizsgalom az arapalytoltésd fekete lyuk kornyezeté-
ben, [17] munkank nyomén. Munkénk megjelenése el6tt a fény elhajlasaval kapcsolatosan
az irodalomban ellentmondé eredmények lattak napvilagot: a Lagrange targyalas alapjan
[217], valamint az eikonal-egyenlet alapjan [162] levezetett eredmények eltértek egymastol.
A [17] munka megerdsitette [217] eredményeit, és Hamilton-Jacobi modszerre alapozva is
megadta a helyes eredményt. Ezenkiviil a Naprendszerbeli megfigyeléseket is felhasznélva

korlatot allapitott meg a bran fesziiltségre.

Levezetés Lagrange formalizmusban

Fotonpalyak A fény az (9.70) ivelem-négyzet altal megadott térid6 null geodetikusait
koveti. A fotonok mozgésegyenlete mind a geodetikus egyenletbél, mind a 2L = (ds?/do?)
Lagrange stirtiséghdl levezethets (itt o a null geodetikus gorbe paramétere; [218] 3. fe-
jezete). A goémbi szimmetria és az egyenlit6i sikra vett tiikkrozési szimmetria miatt az

altalanossag csorbitasa nélkiil valaszthato 0 = /2. Tehat
0=2L=—f(r)+ f 1 (r)r* + 1. (9.72)

(A pont o szerinti derivaltat jelol). A t és ¢ ciklikus valtozok az E és L mozgasallanddkhoz

vezetnek:

E=—p, = ft, L=p,=1%. (9.73)

Visszahelyettesitve ezeket (9.72) egyenletbe, bevezetve az u = 1/r radialis valtozot és
attérve ¢ szerinti derivéalasra (amit vesszével jelolok), kapjuk, hogy
E2

(W) = -~ uf (u). (9.74)

Az v = 0 eset kivételével (mely koralaka fotonpalyat jelent), a (9.74) egyenlet deri-
valtiabol

W= —uf - LY (9.75)

kovetkezik. Amennyiben f = 1, egyéltalan nincs gravitacio (a (9.70) metrika sik), és a
fenti egyenlet u” +u = 0 alakra egyszertisodik, melynek megoldasa u = ug = b~ cosp. A b
impakt (ilitkozési) paraméter a foton és a csillag kozotti legkisebb tavolsagot adja meg egy
olyan egyenesvonalt palyan, ami teljességgel elhanyagolja a csillag gravitacios vonzésat.
A ¢ polar szoget a csillagot az egyenessel a legkisebb tavolsdgon Osszekots szakasztol a
csillag és a foton mindenkori helyzetét Osszekots szakaszig vessziik. Mivel a legkisebb
tavolsagnal u' = 0 és az aszimptotikus érték u = b, a (9.74) Osszefiiggés értelmében,
az m = 0 = ¢ valasztas mellett az impakt paraméter b = L/E modon fejezhetd ki a

mozgasallandok fliggvényében.
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Perturbativ megoldas A (9.75) egyenlet explicit alakja

u” +u = 3mu® — 2qu* . (9.76)
Gyenge lencsézés és fényelhajlas tanulményozasahoz az

e=mb ', n=qb? (9.77)
kis paraméterekben perturbativ megoldéast keresiink, kovetkezé alakban

u=">b""cosp+eus +nui + Uz + v + enws + O (2, 0%, en®, %) | (9.78)

azaz a perturbacioszamitids mésodik rendjében. Az ismeretlen wuy, us, v1, v9 és wo fligg-
vények alsod indexei a perturbacoszamitéas rendjét jelolik, melyben ezek a jarulékok meg-
jelennek. Behelyettesitve (9.78) Osszefiiggést a gyenge lencsézés (9.76) egyenletébe, az

ismeretlen fiiggvényeket meghatarozo differencialegyenletekhez jutunk. Masodrendig a

kis paraméterekben ezek:

g : uf +up = 3b"cos® p, (9.79)
n v + vy = —2b"cos® (9.80)
g2 uly + us = 3uy [ug (m —2gb~" cos ) +2cos ] , (9.81)
n vy + vy = 3vy [v1 (m — 2gb~" cos ) — 2cos” ] | (9.82)

en wy +wy =6 [ulvl (m —2qb ! cos cp)
+vy cos p — uy cos” @] . (9.83)

Megjegyezziik, hogy a megoldasoknak nem lehet f (—¢) = —f (¢) jellegii jaruléka, mivel
a ¢ nulla helyét r;,-nal vettiik fel, melyhez viszonyitott mult és jové pélyaszakaszok
szimmetrikusak (ez a (9.70) lencséz6 metrika sztatikus jellegének kovetkezménye). Az

(9.79) és (9.80) elsérendii egyenletek megoldasa

1
up = b {C’a cos ¢ + 3 (3 — cos QQO):| : (9.84)

1
v, = bt {Cn cos p + 6 (cos 3¢ — 12¢psin cp)} : (9.85)

itt C;, ,, integracios allandok. Nullanak vett mas integracios allandok segitségével elhagy-
tuk a p-ben valé szimmetriat nem teljesité sin ¢ jarulékokat. Azért, hogy az uy és vy
Osszes tagja szemmel lathatoéan is azonos rendt legyen, a konstansokbol b~! szorzokat
emeltiink ki. Ezzel mu; és mv; rendje €, mig ¢b~u; és ¢b~v; rendje n lesz. Kovetkezés-

képpen a masodrendii (9.81)-(9.83) egyenletekbdl ezek a tagok elhagyhatok, az egyenletek
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megoldésa pedig
3
uy = b1 |Cacosp+ O (3 —cos2p) + 6 (cos 3¢ + 20 sin )| , (9.86)
3
vy = bt [C2 cos o + EC" (cos 3p — 12¢psin )

1
+% (—21 cos 3 + cos Hp + 60p sin ¢

—36¢sin3p — T2¢° cos )|, (9.87)

3
wy = b '[Cepcosp+ Oy (3 — cos2p) + 1—605 (cos3p — 12¢sin @)
1
+1—6 (=60 + 31 cos2p — cosdp + 12psin2¢)] . (9.88)

Itt C.2 2, ., Gjabb integracios allandok (a sin¢-vel aranyos tagokat ismét elhagytuk).
A megmaradt integracios allandok meghatarozhatok, ha a (9.84)-(9.88) kifejezésekkel ki-
egészitett (9.78) megoldast visszahelyettesitjiik a (9.74) egyenletbe. Ezzel a modszerrel
kapjuk, hogy C. = C., = 0, C,, = —=9/16, C.. = 37/16, C,2 = 271/256. A (9.74) egyenlet

méasodrendben érvényes altaldanos megoldasa tehat:

bu = cos<p+%(3—0052<p) - 177—6(9cos<p—cos3<p+ 12 sin @)
2

+i_6 (37 cos ¢ + 3 cos 3p + 60y sin )

2
+n— (271 cos ¢ — 48 cos 3¢ + cos Hp

256
+384¢sin ¢ — 36 sin 3 — 72¢7 cos go)
+i—76] (—87 + 40 cos2¢p — cosdp + 12¢psin2¢p) . (9.89)

A lencsézé objektumtol tavol u = 0 és ¢ = +£7/2 £ J¢/2, ahol a + (—) elGjelek a

tavoli jovore (multra) vonatkozo elGjelek és dp a fényelhajlas szoge. Méasodrendben:
S =ear +nb +as +n*Bo +enre + O (82,1 en?, e%n) . (9.90)

Az (9.89) megoldas sorfejtése megadja a fenti kifejezés egytitthatoit, igy a fényelhajlas
szogére adodo kifejezés:
Sp = 4e — ?%T?] - 1?%52 + 12%772 — 16¢n. (9.91)

Az els6 harom tagot mér a Reissner-Nordstrom fekete lyuk altal okozott lencsézést vizsgalod
[219] munkaban is megadtak. Ott azonban feltették, hogy n rendje €2, ez a bran-elméletben
indokolatlan lenne. A legelsé tag a tankonyvekben bemutatott ARE fényelhajlasi szog,
eredményiink ennél 1ényegesen pontosabb.

Az elhajlas sz6gét a b Minkowski impakt paraméter fiiggvényében adtuk meg. Hasznos
lehet, ha az r;, legkisebb tavolsag fiiggvényeként is megadjuk. Utobbit megkapjuk, ha
u=1/rmm és ¢ = 0 értékeket helyettesitjiik (9.89) egyenletbe:

1 3 5
min =b(1— —n— =2 —Zn?+2 . 9.92
r ( 5+277 25 877+ 577) ( )
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Az egyenlet invertaldsa masodrendben (a kis paraméterek most m/rp, és q/r2; ) kovet-

min

kez6t adja:

11 m q m? q mq
Z = 1— — — . 9.93
b T'min ( T'min - 27”rznin 27”rznin 8Tfnin * 27q?nin ( )

Mivel az elhajlas szoge csupan els§ és mésodrendd jarulékokbol &all (newtoni rendben
nincs elhajlas), a fenti Osszefliggésre csak els6rendi pontosséagig lesz sziikségiink. A dyp a

legkisebb tavolsag fliggvényeként tehat:

4m  3mq  (16m —16)m?*  57mq®> = (3m — 28)mgq
T R T 6t 2m

2
T'min 4,rmin min min min

(9.94)

Az els6 harom tag ismét azonos a [219] munkdban meghatarozottakkal, ¢ = Q? helyette-

sités mellett.

Levezetés Hamiltonian-Jacobi modszerrel

A [162] munkaban a fényelhajlas kérdését az eikonal formalizmusra alapozva vizsgaltéak,
mely [220] prezentaciojat koveti. Az eredményt a fent bemutatottol kiilonbozének ta-
lalték, ezért indokolt a Hamilton-Jacobi modszerrel is tGjra megvizsgalni a kérdést. A
[162] munkaban alkalmazott koordinatatranszformaciotol eltérGen azonban itt is pertur-
bativ eljarast kovetiink, a korabban bevezetett két kis paraméterre alapozva. Eljarasunk

visszaadja a (9.94) eredményt.?

Fényelhajlas az eikonal-egyenletbsl Induljunk ki az ARE eikonél egyenletbél (Hamilton-

Jacobi egyenlet):
OV OV
Ox® Oxb
A U fiiggvény az A, =Re[A, exp (i¥)] komplex elektromagneses négyes-potencial gyorsan

=0. (9.95)

valtozo valos fazisa, valamint bevezetjiik k, = 0¥ /0xz® hullamvektort is. A komplex ampli-
tudo6 a geometriai optikai (eikonal; nagyfrekvencias) kozelitésben csak igen lassan valtozik.
A kozelités szerint a hullamhossz egyarant kicsi a karakterisztikus gorbiileti sugar és az
optikai tulajdonsagok karakterisztikus valtozasi skalajahoz mérten. A komplex amplitu-
doé normalt véaltozata a polarizacié vektor. A fénysugarak k® integralgdrbéi merélegesek a
hullamfrontokra, azaz az allando fazisa feliiletekre. Az eikonal egyenlet azt fejezi ki, hogy
a hullamvektor fényszeri. A vakuum Maxwell egyenletekbdl az is kovetkezik, hogy a fény
null geodetikusokat kovet, £V, k” = 0, valamint a polarizacié vektor egyrészt merdleges
a fénysugarakra, masrészt 6nmagéval parhuzamosan terjed a fénysugarak mentén. Ennél
részletesebb ismertetés [218] 1.8 fejezetében talalhato.

Mint a Lagrange formalizmus esetén, most is éliink a § = /2 valasztassal. A szim-

metridk miatt az eikonal fliggvény (a Hamilton-Jacobi hatas) alabbi moédon vélaszthato:

U = F(~t+bp)+,(r) . (9.96)

4A [162] munkdban a sorfejtést nem mindeniitt végezték el megfelels rendig, igy példaul a transzfor-

méci6é Jacobi determindnsiban.
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Itt felhasznaltuk a korabban levezetett L = bE Osszefiiggést is.

A (9.95) eikonal egyenlet megadja az ismeretlen radialis fiiggvényt:

Y = E/C(r)dr, (9.97)

réd b2

= 4+ — . 9.98
C(r) \/(TQ — Qber + b277)2 72 — 2ber + b%n ( )

c sz

elstti elGjel negativ, amikor r csokken (a foton kozeledik a lencsézd objektumhoz); pozitiv
ha r novekszik (a foton mar elhagyta a lencsézé objektumot). Vélasztasunk biztositja,
hogy di,. (r) = EC (r) dr > 0 a palya teljes hosszén.
A (9.96) egyenlet L szerinti derivalasaval elGall
dv dip,

ar YL

modon, azonban a Jacobi tétel értelmében a Hamilton-Jacobi hatés derivaltja kanoni-

(9.99)

kus alland6 szerint (esetiinkben L), tjabb kanonikus allandéhoz vezet. Mas szoval ¥ a
kanonikus transzforméciok olyan generalo6 fliggvénye, mely a Hamilton egyenleteknek tri-
vialisan eleget tevs kanonikus parba visz; jelen esetben ezek L és d¥/dL, melyek eleget
tesznek (d/do)L = 0 = (d/do) (dV/dL) feltételeknek (itt o ismét a foton péalyajanak
paramétere).

Bevezetjiik a kés6bbiekben kényelmesnek bizonyul6 ¢ valtozot az r = b/ cos ¢ modon.
A kis paraméterekben nulladrendben ¢ = ¢. Ha r > 0, akkor arccos (b/r) = |¢|, azaz
¢ = sgngarccos (b/r) lesz. A ¢ véltoz6 minden r > b-re létezik. Kiértékelve (9.99)
egyenletet a ¢ (¢) palya két r > b pontjaban és a kiilonbségiiket képezve kapjuk, hogy

Cd,| | du
dL dL

(9.100)

p (92) — ¢ (01) = +

o2

é1
A végtelenbdl induld, a lencsézd objektumot megkozelitd, majd ismét a végtelenbe
tavolodo foton ¢ polar szogének megvaltozasat a kovetkez hatarérték adja meg:

] ow
ao-—m (5] <55 ) 0101

(Itt & > 0.)

Perturbativ megoldas Most a (9.98) egyenlet altal megadott 1, radialis fiiggvényt

fejtjiik sorba masodrendig a két kis paraméterben:

sin ¢

vo= L) e
Cp) = singb+<5—%ncosgb)

d | (9.102)
(2 — cos® ¢) cos ¢

sin ¢
1 1 ? cos?
—i—§ (8 — éncosqﬁ) %
X [4 (3 — cos® ¢) sin® ¢ — (2 — cos” <;5)2] : (9.103)
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Itt C(¢) = C (r = b/ cos ¢) elGjele sgne, a (9.98) egyenletben a gyok elGjelére tett konven-

cionkkal egyezésben. A radialis fliggvény sorfejtett alakja
U (¢) =L ([0 +el. +nl, + 2l + 772[,,2 + en[en) , (9.104)
ahol

Iy(¢) = tang —¢,

B 1+sing .
I.(¢) = In (m)—smgb

1
= 2sgn¢ arccosh (—) —sing ,
cos ¢

L, (¢) = isin¢cos¢—%,
I2(9) = 14—5<b + (3 cos® ¢ — 1) coigb ,
Le(¢) = 2—Z¢ + (6 cos® ¢ — 33 cos? ¢ + 35) CZZ¢ ,

8cos? ¢ — cos* p — 8
2sin ¢ '
Az explicit L szorzon kiviil ¢, (¢) az € = mb™t, n = qb™? és ¢ = sgn¢ arccos (b/7)

[sn (‘b) = (9105)

kifejezéseken keresztiil is fiigg L-t6l, mivel b = L/E. Az Le és L*n szorzatok azonban
fiiggetlenek L-t6l. Kovetkezésképpen a dip, (¢) /dL derivaltat alabbi médon érdemes sza-

molni:
d d d d , _
T (0) = o (Llo) + (Le) - L+ (L¥n) =7 (L7'1y)
o d 2 d ,__
+(Le)” =7 (L7'I2) + (L*n) T (L7°Lp)
d
+ (Le) (L*n) i (L7%L,) . (9.106)
A d
d—? =L 'cot¢ (9.107)
Osszefiiggés felhasznalasa segitségével a kovetkezGket kapjuk:
d
d_L (LIO) = _(b )
P S R
dL sing  sing
d , _ 3¢ cos?p—3
2 & 1 _ 99 _cosS9p—9
AR 4 tsing ?
d , _ 15¢  9cost ¢ — 26 cos? ¢ + 15
L*— (L7'.) = — —
ar (L) 4 4sin® & cos g,
d , _ 105¢
L'— (L7%Lp) = ——7=
ar, ) 64
6 cos® ¢ + 21 cos? ¢ — 105 cos? ¢ + 70 s
— cos
64 sin® ¢ ’
d 8 cost ¢ + 6cos? ¢ — 24
L*— (L7°L,) = 29 . 1
dL ( n) sin ¢ + 2sin ¢ cos” ¢ (9.108)
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A (9.101) 6sszefiiggésben megadott hatarértékképzés utan Ap nulladrendd, illetve g, 7, &2,
rendd jarulékai rendre (7, 4, =37 /4, 157 /4, 1057 /64, —16) lesznek.

Nulladrendben azt a természetes eredményt kaptuk, hogy (Ay), = 7, azaz lencsézé
objektum hianyaban a fény palyaja egyenes. A fény elhajlasat tehat dp = Ap — 7
kifejezés adja meg, ez pedig a Lagrange formalizmusban elgallt (9.91) értékeket pontosan

visszaadja, amint az elvarhato.

Kényszerek a Naprendszerbeli megfigyelésekbdl

A (9.91) és [162] (27)-es egyenletének Osszehasonlitdsaban szembeszokd, hogy eredmé-
nyiink n-rendd jarulékot is tartalmaz, mig [162] eredménye nem. Az n jarulék adja tehat
az arapalytoltést is tartalmazo vezetd rendd jarulékot. Ennek fényében a [162] munkaban
kapott korlatok modosulnak. A hosszt alapvonala radié interferometrikus mérések [221]-
[222] szerint 0 = 0.0 (1 + &), ahol & < Epax = £0,0017. Azzal a feltevéssel élve, hogy az
elsérendi (Schwarzschild) értéktsl valo eltérés az arapalytoltés szamlajara irhato, azt kap-
juk, hogy: 0:0&max = (0n@) yars 8282 166&max = 37 (—1) e VALY 16MbEmax = 3T (—¢) o
Mivel a Nap tomege m = M, = 1476,685m és a lehetd legkisebb impakt paraméter
Tmin = Re = 695990 km, a kovetkezs korlat adodik:

16 |&max]

‘ |max - 3

My Re = 2966km* . (9.109)

Allando stirtségi csillaggal valo illesztés feltételeibsl azt kapjuk, hogy a Nap arapalytol-

tése negativ [169]:
3MoRope

= 9.110
4o \ ( )
A —qo < gl feltételbs] pedig
M
N> Mollope - 9mpe 6y 066—— = 6,310 - 10" MeV* (9.111)
‘q|max 16 |£max‘ 1

bran-fesziiltségre kirohato kényszer kovetkezik. A Naprendszerben végzett mérésekbsl
igy 5 nagysagrenddel magasabb korlatot vezettiink le, mint [162] munkédban. Ez annak
a kovetkezménye, hogy [162] eredményébdl az n tagok teljesen, a en tagok pedig félig
hidnyoznak. Megjegyezziik azonban, hogy a korlat még igy is tobb nagysigrenddel ala-
csonyabb a més tipust megfontolasokbol kapottaknal. (A > 138,59 TeV* a gravitacios
alland6 mérésébdl [157], [179], A > 1MeV* a nukleoszintézisbsl [178] és A > 5 x 10® MeV+*
a neutroncsillagok targyalasabol [169]).

Végezetiil megjegyezziik, hogy a pozitiv arapalytoltés csokkenti az elhajlas szogét (ez
a tulajdonsig az analég ARE Reissner-Nordstrom fekete lyuk esetén is ismert [223]).
Amennyiben 16mry;, = 3mq teljesiil, az elsérendd hatasok kioltjak egymést és az itt
szamolt masodrendi korrekciok jutnak vezets szerephez a gyenge lencsézésben. Mitobb,
16mrpin < 3mq esetén az elhajléasi szog negativva valik, azaz szoro-lencsézés kovetkezik be.
A téavoli objektumok ilyen esetben nem lesznek fényesebbek, hanem éppen ellenkezéleg, a

lencsézés halvanyitja Gket.

-, en
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Ezzel szemben a negativ arapalytoltés fokozza a lencsézés ARE-b6] ismert jellegzetessé-
geit, igy magyarazhatja a sotét anyag bizonyos részét is. A Naprendszerbeli megfigyelések
nyoméan levezetett igen kis (9.109) érték azonban nem valoszinisiti, hogy ez jelentss rész

lenne.

9.2.2. Termodinamikai megfontolasok

Ebben az alfejezetben az arapalytoltést fekete lyuk egyes termodinamikai tulajdonsigait
vizsgalom, valamint a gravitaciés hullaimok sugarzasi hatékonysagéara fennallo, Hawking
tipust korlat segitségével az arapalytoltés lehetséges értékeit fogom korlatozni, [18] mun-

kank alapjan.

Entrépia és tomeg

A g > 0 esetben létez§ kiils6 horizont, illetve a ¢ < 0 esetben 1étez6 egyetlen horizont
egységesen
ry =m+0 (9.112)

modon irhato, ahol © = /m? — ¢, mely valés barmely ¢ < m? esetén. A fekete lyuk

entropiaja, geometrizalt egységekben és kg = 1/m valasztas mellett

S:% =72 =(m+0)*. (9.113)

Az entropia novekszik a tomeggel (9.7 abra), azonban csokken a ¢ novekedtével (g

elgjelétdl fiiggetleniil), egészen addig, mig S = m? bekdvetkezik és a fekete lyuk eléri az

A = 47m? minimalis horizont felszint, a ¢ = m? extrémélis limitben (9.8) abra. A ¢

tovabbi novekedésével a horizont felszin azért nem csokken tovabb, mert ¢ > m? esetén a
(9.70) ivelemnégyzet csupasz szingularitast ir le.

Az arapalytoltést fekete lyuk tomege kifejezhetd az entropiaval és arapalytoltéssel is:

VS

4q
=2 (1+d). 9.114
m 5 ( + g ( )
A termodinamika els6 f6tétele alapjan
dm =TdS +dq , (9.115)
ahol
om 1

Y =

az arapalytoltéshez tartozd potencial.

RN (9.116)

Az entropia fliggése a fekete lyuk paramétereitsl azt mutatja, hogy a termodinamika
masodik torvényének teljesiilésé¢hez valamely klasszikus kvazi-stacionarius folyamat soran
a tomegnek vagy allandénak kell maradnia, vagy lassan névekednie®. Ez torténik példaul
az akkrécios folyamatok sordn. Hasonlo érveléssel, az 5D geometria kvazi-stacionarius

fejlédése csakis olyan lehet, hogy az arapalytoltés megmaradjon, vagy csokkenjen.

5Elhanyagoljuk a Hawking sugarzast, mely amugy is csak mikroszkopikus fekete lyukak esetén jelentds.
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9.7. abra. Az entrépia novekszik a tomeggel. Az abra ¢ = —1 negativ arapalytoltésa fekete
lyuk (folytonos vonal), ¢ = 0 Schwarzschild fekete lyuk (szaggatott vonal) és ¢ = 1 pozitiv
arapalytoltésd fekete lyuk (pontozott vonal) entrépia-tomeg fiiggését szemlélteti. Utobbi
esetben az entrépia nem értelmezett az extrémélis limitnél kisebb m < /g tomegekre

18].

9.8. abra. Az entropia arapalytoltéstsl valo fiiggése. Az entropia csokken, ha g névekszik.
Az dbra m = 2-re késziilt [18].
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Hawking hémérséklet és hékapacitas

A fekete lyuk Hawking hémérséklete definicio szerint

1 e
OmS  2(m+0)*

T(m,q) = 0gm = (9.117)
Az utolso egyenléségnél a termodinamika elsd f6tételét hasznaltuk fel. Ugyanezt a T'(m, q)
kifejezést kapjuk akkor is, ha a gombszimmetrikus Killing horizont feliileti gravitaciojabol
[224] szarmaztatjuk.

A T(m,q) barmely ¢ < 0 esetén g-val novekszik egészen a ¢ = 0 értéknél bealld
T = 1/(8m) értékig, azutan csokkenni kezd a g > 0 novekedésével egészen a T = 0 értékig,
mely az extrémalis limitet (¢ = m?) jellemzi. Tehéat az entrépia minimuma 7 = 0-nal
van, valamint adott tomeg esetén a legnagyobb hémérsékletd fekete lyuk ¢ = 0 esetén all
el6, azaz a Schwarzschild fekete lyuk hémérséklete a legnagyobb.

A fekete lyuk hékapacitasa konstans g esetén

om 88 or\ ! Pm\ " —25(S —q)
I () —p(E) =24 11
“=ar = Tor (as) (852 ) S —3q (0.118)

Megfigyelhets, hogy ez a kifejezés divergal S = 3¢, azaz ¢ = 3m?/4 esetén. A viselkedés
reguléris a teljes ¢ < 0 tartomanyban (ahol —oco < C, < 0). Az (m,q) koordinatakban
kifejezett hékapacitas

(m + ©)
=20—— L. A1
C, () —Te) (9.119)
A 9.9 mutatja a hékapacitas O-fiiggését.
Allando arapalytoltés mellett a hékapacitas elsé derivaltja
dc, 2 (m? — 62 40
g _ 2(m ) (m +46) (9.120)

doe (m — 20)?

a © =m/2, azaz ¢ = 3m?/4 értékeknél szintén szingularis. A Schwarzschild konfiguracio
(© = m) esetén a hokapacitasnak lokalis maximuma van (ez negativ érték), mint ahogyan
az a (9.120) Osszefiiggésbdl és a 9.9 abrabol is leolvashato.

A negativ hékapacitas termodinamikai interpretacioja a kovetkezs. A fekete lyuk nem
lehet stabil egyensulyban egy T' = Tpy(m,q) hémérsékleten talalhaté végtelen hétar-
tallyal. Valoban, egy kis termikus fluktuacié hét vihet a fekete lyukba, ez viszont azaltal
hidegebbé valik, igy ez tovabb noveli a hétranszfer hatasfokat. Ezt a tipikus viselkedést
mutatja a Schwarzschild fekete lyuk is, mely instabil a Hawking sugérzassal szemben; sta-
billa csupan egy véges térfogati hétartallyal vald termikus kontaktus tehetné. Mivel az
Univerzum végtelen hétartalynak felel meg, melynek a kozmikus hattérsugarzés adja meg
a homérsékletét, a fenti megfontolasok a primordialis vagy extrémalishoz igen kozeli (azaz
igen alacsony hémérsékletti) fekete lyukak stabilitdsaban jatszanak jelentGs szerepet. A
q > 3m? /4 arapalytoltést kozel extrémélis fekete lyukak hékapacitasa viszont pozitiv, igy
stabil egyensilyban lehetnek egy végtelen hétartallyal T' = Tsy hémérsékleten.

Végiil megjegyezziik, hogy a paramétertér nulla mértéki részén (a ¢ = 3m?/4 Davies

pontban) divergald hdkapacitas nem jelent fazisatalakulast a kérdéses pontban. Ezt a [18|
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9.9. abra. A C, hékapacitas, mint a © fiiggvénye m = 0.5 (folytonos gérbe), m = 1.5
(szaggatott gorbe) és m = 3 (pontozott gorbe). A hékapacitas az Osszes esetben eltiinik
extrémalis limitben (amikor © = (), valamint divergadl © = m/2 (azaz ¢ = 3m?/4, azaz
S = 3q) esetén. A © = m Schwarzschild limit eléréséig (ezt fliggSleges szakasz jeloli a
gorbéken) az abra egyarant vonatkozik az arapalytoltést bran fekete lyukra és az ARE
Q = /q elektromos toltéstd Reissner-Norstrom fekete lyukra. A gérbék © > m (azaz
q < 0) tartomanyai kizarolag az arapalytoltési fekete lyukat jellemzik [18].
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munkankban mind Poincaré stabilitas analizissel, mind az in. Ruppeiner termodinamikai
metrika regularitdsaval bizonyitottuk. Ez a tulajdonsig az ARE Reissner-Nordstrom és
Kerr fekete lyukainak stabilitasdhoz hasonlé, melyet a hGkapcitas végtelen értekek mellett

bekovetkezs elGjelvaltasakor (a Davies pontban) bebizonyitottak [225].

Az arapalytoltési fekete lyukak gravitacids sugarzasanak Hawking korlatja

Hawking levezetett az Osszeolvadoé fekete lyuk kettds tomegének gravitacids sugérzasséi

valo atalakulasara, pontosabban a gravitacios sugarzas

mpy

hatékonysagara egy fontos korlatot [226]. Itt m; o a két fekete lyuk tomege, my pedig
a végs6 tomeg. Azonos tomegld nem forgo fekete lyukak hatékonysaganak felsd korlatja
eszerint 1 —27Y2 =29.3 %. A forgo fekete lyukak esetén ez a felsé korlat 50%. Az érvelés
a termodinamika masodik f6tételén alapszik, mely szerint Sy > S + Ss.

Az arapalytoltési fekete lyuk (9.113) entropidjabol indulva ki, hasonlé megfontolassal
azt kapjuk, hogy (m; + ©5)> > (m1 4+ ©1)° + (my + 0,)°, azaz

2 2
m§<1+ 1—;—1%) +m2<1+ 1— ,372;) +qr

2 21/2
zlm%<1+ 1—7;11—1%) +m§<1+ —,‘;—23)

Azonos my = m; = m tomegl és ¢1 = ¢ = q < ¢y arapalytoltést (az arapalytoltés

(9.122)

extenziv paraméter) fekete lyuk kettGs esetén a hatéasfok

24+ 2,/1—
n<1-— hl w2 g+ 2“52 (9.123)
2/20242,/1- 5L — L]

A hatésfok-korlatot a 9.10 abra szemlélteti, a ¢/m?* € (—o0,1] és (¢; — q) /m* > 0 para-

méterek fliggvényében. Az arapalytoltésre vonatkozoan ebbdl két fizikai korlatozas adodik
a paraméterekre (a ¢/m? arany pl. alulrol korlatos, a korlat értéke € [—6,0]). A korlato-
zasok annak koszonhetSk, hogy a hatasfok nem lehet negativ szam, azaz nem hagyhatja
el a rendszert tobb energia gravitiacios hullam forméajaban, mint ami kezdetben rendelke-
zésre allt nyugalmi energiak osszegeként. Tudomésunk szerint ez jelenti az irodalomban
fellelhet els6 elméleti megfontolasokbol levezetett korlatozast az arapalytoltés értéktar-

tomanyara.

9.3. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben a korabban kidolgozott altalanos formalizmus asztrofizikai alkalmazé-
sait vizsgaltam. Elséként instabil csillagmegoldasokat vizsgaltam, az ARE Oppenheimer-

Snyder kollapszusahoz hasonl6 konfiguraciot. Megmutattam, hogy az illesztési feltételek
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9.10. abra. A tomeg energiaba konvertalasanak hatékonységéara kapott felsé korlat egyenld
tomegti és arapalytoltési fekete lyukak sszeolvadasakor. Az dbra szerint mind a q/m?,

mind a végsd arapalytoltés érteke korlatos lesz [18].

a branon kizarjak a nulla nyomésa (por jellegt) folyadékot a Schwarzschild téridé lehet-
séges forrasai koziil és megadtam annak az idealis folyadéknak a stirtiségét és nyomasat,
mely a Schwarzschild kiilsével illeszthetd a branon. A kollapszus kezdetén a nyomés elha-
nyagolhatoan kis negativ érték, a kollapszus végére azonban jelent&ssé valik és a folyadék
teljesiti a sotét energia feltételt. Bebizonyitottam, hogy ez az Osszes relevans esetben a
horizont alatt kivetkezik be. Az 0sszehtzodas ennek ellenére nem fejez6dik be a szingula-
ritas eléréséig, mivel a négyzetes forrastag tovabbra is vonzo jellegi forrast jelent és nagy
energidkon dominal.

Kozmologiai inhomogenitasokat az ARE-hez hasonléan Swiss-cheese modell keretén
beliil lehet vizsgalni (a FLRW térid6 a bel6le kivagott, Schwarzschild gombokkel helyet-
tesitett tartomanyokat tartalmaz). Megmutattam, hogy az ARE Swiss-cheese (Einstein-
Straus) modellel szemben, ahol a kozmologiai tartoméanyokat por tolti ki, a branon nyo-
méssal is rendelkezd folyadék jatszhatja ugyanezt a szerepet. A FLRW bréan tartomanyok
AdS5 téridében vannak, a Schwarzschild tartomanyokat fekete hurként (szivarként) ter-
jesztjiik ki az 6t6dik dimenzioba. A bran egy ¢rokosen lassulva taguld kozmologiat model-
lez. A kozmikus folyadéknak nagy energiakon nagy negativ nyomasa van, teljesiti a sétét
energia feltételt, azonban a forrastagok Osszessége effektiv porként viselkedik, igy a tagu-
las nagy energidkon is lassul6 jellegi. Aszimptotikusan a nyomés nullara csokken, a késé
kozmologiai korszakban a folyadék porként viselkedik. A FLRW és iires tartoményok
kozmologiai allandéinak jelentGs eltérése esetén 4j tipust, kizarolag a bran vilagokban
megjelené kozmologiai szingularitast talaltam, az Gn. nyoméas szingularitéast.

A mindkét esetben megjelend negativ nyomasok (fesziiltségek) formailag az energia-
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impulzus tenzorban nemlinearis forréastagok jelenlétének tulajdonithatok, mig fizikailag
a bran visszahatasaként foghatok fel az 6t ér6 erds Osszehtuzodasi illetve tagulasi haté-
sokkal szemben. Fenomenologikusan ezt mindaddig nem lehet modellezni, mig a vékony
bran kozelitést hasznéljuk, mely szerint a bran egy matematikai hiperfeliilet, egyetlen
paraméterrel, a bran-fesziiltséggel. Eredményeim felvetik a vastag bran modellek [227]
bevezetésének sziikségességét.

A Weyl gorbiilet elektromos részének jelenlétében az tn. arapalytoltési fekete lyuk
a legegyszertibb (gombszimmetrikus, sztatikus) bran fekete lyuk megoldas. Fontossaga
ellenére még aranylag keveset lehet tudni errdl a fekete lyukrol. Megvizsgaltam a foto-
nok mozgéasat a tomeg és arapalytoltéssel Osszefiiggs két kis paraméterben masodrendig,
valamint termodinamikai megfontolasokbol korlatot éallapitottam meg az arapalytoltés

értékére.
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10. fejezet

Bran-elméletben elért eredmények

Az alabb felsorolt, bran-elméletben elért eredmények egyben a témaéaval kapcsolatos tézis-

pontok is:

1. Megadtam a bran-elméletben érvényes gravitacios dinamikat éltalanos alakban, a
3+1 dimenzios hiperfeliileten (a branon) él6 megfigyels szemszogébdl, bran-kovarians
tenzori, vektori és skalar egyenletek formajaban. FEzt a 4+1 dimenzios gravitacio
Einstein egyenleteinek branra torténg vetitésével értem el, figyelembe véve, hogy
a 3+1 dimenziés branon fejlédd standard modell anyagi mez6k a Lanczos egyenlet
értelmében ugrast okoznak a bran kiils6 gorbiiletében. Levezettem a gravitacios
dinamika tenzori szabadségi fokainak branon torténd fejlédését meghatérozo effek-
tiv Einstein egyenletet az irodalomban korabban létezé alakjanal joval dltalanosabb

formaban, megengedve
(a) a bran bedgyazasanak tetsz6leges, aszimmetrikus jellegét [8], és
(b) a bréan fesziiltségének valtozasat [9).

Megmutattam, hogy a gravitaciés dinamika a Codazzi és a kétszer kontrahélt Gauss

egyenletekkel valik teljessé.

2. Bran-kozmologiai kutatasaim soréan

(a) Levezettem az 5-dimenzios elektromosan t6ltott Vaidya-Anti de Sitter (VAdS5)
téridébe agyazott Friedmann bran gravitacios dinamikajat altalanositott Friedmann
és altalanositott Raychaudhuri, valamint kiegészité egyenletek forméjaban, az iro-
dalomban ismert legaltalanosabb esetben [9]. A formalizmus lehet&vé teszi a bran
két oldalan kiilonbozd toltés- és tomegfiiggvényeknek, kozmologiai allandoknak és
sugarzasnak a figyelembe vételét; bels6 vagy kiils6 VAASH téridGtartomanyoknak
a bran két oldaldhoz vald illesztését; valamint valtozd bran-fesziiltség hatasainak

tanulmanyozasat.

(b) A gravitonokat kisugarzo branra alkalmazva a formalizmust, legfontosabb kovet-
kezményként azt kaptam, hogy mind az 5-dimenziés kozmologiai allandéknak, mind

az 5-dimenzios tomegfiiggvényeknek a bran két oldalan vett aszimmetriaja csokkenti
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a sOtét sugarzas késéi korszakbeli értékét, igy a kozmologiai fejlédés nukleoszintézis-
bél szarmaztatott kényszerei konnyebben teljesithet6k, mint a szimmetrikus esetben
[11].

(c) Bebizonyitottam, hogy a véges any, sklafaktornal keletkezs, majd az Eotvos-
torvény szerint fejl6dé bran-fesziiltség kompatibilis az univerzum késé korszakbeli

ismert fejlédésével: a lassulo tagulast gyorsuld szakasz koveti [10)].

(d) A sztatikus Friedmann bréan (Einstein bran)-ro6l megmutattam, hogy az 6t maga-
ba foglal6 5-dimenzids téridé az irodalomban 1étezd korabbi bizonyitéssal ellentétben
nem a Schwarzschild-Anti de Sitter (SAdS5), hanem egy masik, a SAS5 térid6 ho-
rizontjaval rokonsdgot mutato 5-dimenzios téridé [12]. Levezettem az Einstein bran
homogén parjat [13]. A két 0j megoldas az Einstein egyenletek G szimmetriacso-
porttal rendelkezé igen kevés megoldasanak csaladjat bévitik, melyben korabban

egyediil bizonyos sikhullamok megoldasokat ismertek.

Bréan-asztrofizikai kutatésaim soran

(a) Bebizonyitottam, hogy idealis folyadékbol allo, gombszimmetrikus csillagot ak-
kor lehetséges kiils6 Schwarzschild-téridével illeszteni, ha a folyadéknak nyomésa is
van [15]. A negativ nyomés nagysaga (a folyadék fesziiltsége) a gravitacios kollap-
szus soran korlatlanul novekszik, és végiil so6tét energiava valtoztatja a bran csillagot
[14], azonban ez mind a 6 naptomegnél nehezebb asztrofizikai, mind a szupernehéz
fekete lyukak esetén joval a horizont alatt kovetkezik be. A negativ nyomas elle-
nére a szingularitas azért alakul ki, mert nagy stirtiségeken az energia-impulzusban

négyzetes forrastagok dominansséa valnak, és ezek vonzoé hatast képviselnek.

(b) Megvizsgaltam az 6todik dimenzioba fekete hurként kiterjesztheté bran Sch-
warzschild fekete lyuk kozmolégiai branba valo illeszthetGségét és kidolgoztam a
Swiss-cheese bran modellt [16]. Ezzel kapcsolatosan 1j tipusi kozmologiai szingula-
ritast talaltam (nyomaés-szingularités), melyben a skalafaktor és Osszes id6derivaltja
regularis. Nagy energidkon a Swiss-cheese modell forrasa sotét energiaként visel-
kedik, de a négyzetes forrdstagok dominanciaja miatt az effektiv forras ilyenkor is

por.

(c) Targyaltam az arapalytoltéstd bran fekete lyuk kornyezetében mozgéd fotonok
palyéit gyenge tér kozelitésben, a kis paraméterekben masodrendben [17]. Kijavi-

tottam az irodalomban korédbban fellelhet6 hibés eredményeket.

(d) Vizsgaltam az arapalytoltési fekete lyuk termodinamikai jellegzetességeit. A
gravitacios hullamok sugarzasi hatékonysagara vonatkozoé termodinamikai korlat se-

gitségével korlatoztam az arapalytoltés értéktartomanyat [18].
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