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Biré Andrés disszertaciéjanak értékelése oromteli feladat szémomra. A
dolgozatban két olyan eredmény szerepel, melyek onélléan is elegendéek
lennének az MTA doktori cim odaitélésére. Ezek a tételek olyan modern
kérdésekre adnak valaszt melyek az analitikus szdmelmélet klasszikus problémaibdl
erednek. A cimben szerepl6 két témardl csak kiilon szélok a koztiik fennallé
kapcsolat kifejtésére itt nincs maéd.

1. A Yokoi sejtés

Az egész egyiitthatés bindris kvadratikus alakok vizsgdlata Fermat-ig nylik
vissza. Az els6 komolyabb dltalanos eredmény Lagrange nevéhez fizédik, aki
megmutatta, hogy adott diszkriminansu formakon a valtozok egész egytitt-
hatoés linearis helyetesitésével kapott csoporthatdsnak véges sok orbitja van,
az Ugy nevezett osztalyok. Gauss a Disquisitionesben, alig 21 évesen, az
osztalyokon egy természetes csoport struktiurat adott meg, ami az algeb-
rai szamelmélet nyelvén a kvadratikus testbévitések idealcsoportjainak fe-
lelnek meg. Gauss nem csak elméleti sikon vizsgalta a kérdést. Kiter-
jedt szamitasokat végzett, amik alapjan konkrét sejtéseket fogalmazott meg
az osztilyok szamardl. A negativ diszkriminans esetben tgy vélte, hogy
az osztalyszam a diszkrimindns fliggvényében végtelenbe tart és sejtésként
véges listat adott az 1, 2, 3 osztalyszamu diszkrimindnsokrdél. A pozitiv
diszkrimindns esetén pedig azt a sejtést fogalmazta meg, hogy végtelen sok 1
osztalyszamu diszkrimindns van, (az emprikus megfigyelések alapjén a prim
diszkriminansok koriilbeliil 3/4-ének egy az osztalyszama). Ezek a kérdések
Dirichlet, Dedekind, Siegel és masok munkdja révén komoly 16kést adtak az
analitikus és algebrai szamelmélet fejlodésének.



Maguknak a listdknak a teljessége csak joval késobb bizonyosodott be.
Példaul az 1 osztalyszamu negativ diszkriminansok végességet ugyan sikertilt
Heilbronnak beldtnia, de a médszer nem tudott explicit fels6é korlatot adni
az ilyen diszkrimindnsokra. Az els§ elfogadott bizonyitdsok Startktdl és
Bakertdl szérmaznak (ma mar Heegner 1952-es cikkét is elismerik).

Az eredméyyek a Dirichlet-osztalyszam formula szempontjabdl kozelithetéek
meg a legjobban, és ez egyben lehet6séget ad arra is, hogy Biré Andras
eredményére attérjek. Dirichlet eredménye a m/4-re vonatkozé Leibniz-sor
nagyivi dltaldnositasa. A jelen kérdésben elég arra az esetre szoritkozni ami-
kor a harmonikus sorban eléjeleket vezetiink be egy valamely ¢ természetes
szam szerint periodikusan, multiplikativ mdédon, azaz egy mod ¢ Dirichlet
karakter segitségével. Ezek az Gsszegek a karakterekbdl felépitett Dirichlet-
sor, az ugy nevezett Dirichlet L-fiiggvény, specidlis értékei, melyeket Di-
richlet zart alakra hozott. A negativ diszkrimindns esetben ez lényegében
az osztalyszam. A pozitiv diszkrimindns esetén azonban megjelenik egy
faktor, az gy nevezett reguldtor. Ez log(t + uv/d), ahol t és u a Pell-
egyenlet legkisebb pozitiv megoldasai. Emiatt az analitikus mddszerek csak
az osztalyszam és a regulator szorzatara adnak alsé becslést.

Yokoi kiemelt egy speciélis esetet. Ha a diszkrimindns m? 4 4 alaki, ak-
kor a regulator nagyjabdl logm, és Yokoi azt sejtette, hogy az osztalyszam
1 csak m =1,3,5,7,13,17 esetén lehetséges. Biro felismerte, hogy a Baker-
féle megoldas miikodik ebben az esetben is, s6t egyszeriibbé is vélik. Eh-
hez a £1 értéka karakterek helyett komplex karaktereket és azok Dirich-
let L-fiiggvényeit hasznélta. Egy elemi de fontos lemma segitségével az L-
fiiggvények specidlis értékét a m? + 4 diszkrimindnsti kvadratikus formak
csoportjanak egységeleme az Ugy nevezett féforma segitségével adja meg
véges Osszegként. Algebrai szamok logaritmusai nem jelennek meg és igy a
kérdés innentdl algebrai szamelméleti eszkozokkel megoldhato. Bird a téle
megszokott szerénységgel alulértékeli a megoldas gondolatgazdagsagat, és a
felhasznalt technikai arzendal mélységét.

Birénak hasonlé eredménye az 1 osztalyszami 4m? + 1 alakd diszkri-
minansok meghatarozasa. A Gauss-féle nézépontbdl ezek kiemelkedd és saj-
nos egyediilallé eredmények a pozitiv diszkrimindnsi esetben.

2. Automorf formak és O0sszegzési azonossagok

Szummécids formuldk alapvetd szerepet jatszanak a szamelméletben. A leg-
ismertebb szummaciés eljaras talan az integral-kritériumot pontosité Euler-
MacLaurin Osszegzés amely sima fliggvény egész helyeken felvett értékeit



integralok Osszegeként adja meg, a fOtag maga a fliggvény integralja. Egy
masik tipusit Osszegzés Poisson nevéhez fiizédik. Szintén sima fiiggvények
egészeken felvett értékeit fejezi ki, a fiiggvény Fourier-transzformaltjanak
egész helyeken felvett értékeinek 6sszegével. Ehhez a Fourier-transzformaltat
megfelel§ unitér alakban kell megadni. A legismertebb alkalmazas a Jacobi-
féle O-fiiggvény modularis invariancidja. A részletek nélkiil az alapotlet a
kovetkezo. Az idedlis egy-dimenzios korvonal esetén Fourier a trigonometri-
kus sorok médszerével megadta az alapmegoldas Fourier-sorat. Ugyancsak
Fourier a valds szamegyenesen is megadta a homagot, az ho-egyenlet alap-
megoldasat, itt a Fourier-integrdlt hasznélva. Poisson észrevétele az volt,
hogy a szamegyenesen vett hémagot az egész szamu eltoltakkal Gsszegezve
periédikus héomagot kapunk, ami igy meg kell egyezzen a Fourier altal meg-
adott Fourier sorral. A mddszer persze nem csak a hémaggal miikédik, de ez
emeli ki legjobban, hogy az egész szamok két kiilonboz6 szerepet jatszanak.
Egyrészrol a periodikussa tételnél az eltoldsok diszkrét csoportjaként je-
lennek meg, masrészrol a Fourier sorfejtésnél mint az 1-szerint periédusiu
fliggvények terén a masodrendi differencidlds operator sajatfiiggvényeinek,
(és sajatértékeinek) egy természetes paraméterezését adjdk.

Magasabbb dimeniéban a Poisson 6sszegzés szintén fontos szerepet jatszik
a Dedekind-féle (-fliggvények fliggvényegyenletének Hecke altali bizonyitasaban.
Ugyancsak kiemelendd, hogy két-dimenziéban a korszimmetrikus fiiggvényekre
a Voronoi-0sszegzési formula a Gauss kor-probléma hibatagjara ad nem-
trividlis becslést. Végiil szintén két dimenziéban Hecke egy 1j tipusd L-
fliggvényt vezetett be szogtartomanyba es6é Gauss-primek eloszlasat vizsgalva.
Ezen Hecke L-fliggvényeknek az analitikus tulajdonsigai szintén a Pois-
son szummacio kovetkezményei és természetes mdédon vezetnek az automorf
formak elméletéhez. Leegyszertiisitve, az automorf formék hiperbolikus sikon
a geometriai szempontbdl maximalis szimmetridji masodrendi differencidl
operdtor, az gy nevezett hiperbolikus Laplace-operator sajatfiiggvényei,
amelyek emellet az izometridk egy diszkrét csoportjara nézve is invarians.
Ezek a fliggvények a klasszikus holomorf modularis formék altalanositasai,
ez a legtisztabban akkor latszik, ha ezeket a fiiggvényeket a hiperbolikus sik
helyett annak mozgascsoportjan a P.SLo(R) Lie-csoporton, vagy annak egy
véges fedésén értelmezziik.

A Selberg-féle nyomformula ebben a szituaciéban ad Poisson tipusi azo-
nossagot, amely azonban technikai szempontbdl sokkal nehezebb, részben
a csoprtok nem-kommutativ jellege miatt, de foként mert a legérdekesebb
esetekben a spektrum nem diszkrét. Tovabbi Gsszegzési formuldkat adott
meg tobbek kozott Eichler, Kuznetsov, Motohashi, mindegyik az automorf
formédkon tulmutaté konkrét aritmetikai alkalmazédsokat eredményezett.



Ebbe a kornyezetbe illeszkedik a Bird-féle 6sszegzési formula, amit til
Osszetett ahhoz, hogy itt 6sszefoglaljak. Ezért a formulanak csak egy elemét
emelem ki ami mutatja a kutatas idészerliségét és jelentéségét. A formula
egyik épitoeleme automorf formak harmasszorzata. Ez lényegében két forma
szorzatanak a spektralis kifejtésben szerepld egylitthatéit adja meg, és alap-
vetO szerepet jatszik a kvantum egyedi ergodicitds sejtés megoldasaban.
Ez utobbi sejtés megoldasdban jastzott szerepéért Lindenstrausst 2010-ben
Fields éremmel dijaztak.

Osszefoglalva, Biré Andrés dolgozata a legmagasabb matematikai minéséggel
bir. A megoldott problémak mélyek, a matematika nagy tekintélyi kérdéseihez
kapcsolédnak, és idészerliségiikh6z nem férhet kérdés. A doktori cim megitélését
a legnagyobb mértékben ajédnlom.
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