Opponensi vélemény

Simon L. Péter: Bifurkiciék komplex rendszerek
differencidlegyenleteiben

c. akadémiai doktori értekezésérol

Az értekezés hat fejezetet tartalmaz, terjedelme 129 szamozott oldal, a
kapcsolédé irodalomjegyzék 195 tételt tartalmaz, amelybdl 40 a sajat - térs-
szerzokkel vagy ondlléan irt dolgozat. Az értekezés jol elkiilonithetden két
témakor koré csoportosithato:

- reakcié-diffiizié egyenletek kvalitativ vizsgdlata
- hélézati folyamatok jellemzése differencidlegyenletekkel.

Az értekezés bevezett fejezete roviden és vildgosan osszefoglalja a jelolt
kutdsdnak elézményeit, motivacidit, koriilményeit, valamint az elért ered-
ményeket.

Az értekezés mésodik fejezetében egy sokak altal vizsgalt problémaval,
a reakcio-diffizié egyenletek staciondrius megolddsaival kapcsolatos ered-
ményeit mutatja be. Itt a

A+ f (u) =0,
u|aBR =0

(1)

peremérték problémat vizsgdlja, ahol a Br tartomény az origd kozépponti R
sugaru gomb. Gidas-Ni-Nirenberg egy 1979-es ([62] az irodalomjegyzékben)
dolgozata alapjéan a feladat redukdlhato a kozonséges differencidlegyenletekre

vonatkozd
ru” (r)+ (n—1)u (r)+rf(u(r)) =0 (2)
u'(0) =0, u(R)=0

peremérték feladatra. A szerzdé ez utébbi pozitiv megolddsainak pontos
szdmat kivdnja meghatdrozni. A témdt az f alakjira vonatkozoé kiilonb6zo
feltételek mellett igen sok neves szerzo vizsgélta (14sd a "2.1 Trodalmi dttekin-
tés" szakaszt), akik koziil ki kell emelni Pohozaev, Joseph-Lundgren, Brezis
és Nirenberg nevét. A vizsgalatok legfontosabb eszkozét a Z. Opial és mésok
altal kifejlesztett un. "time-map" mddszert a 2.2 szakaszban mutatja be. A
modszer a numerikus analizisb6l ismert "shooting" technikdhoz hasonlit. A
modszerben a fenti masodrendii peremérték probléma helyett a mésodrendii
differencialegyenletet az u (0) = ¢, v/ (0) = 0 kezdeti feltétellel oldjuk meg.
Ekkor minden ¢ > 0 esetén van pontosan egy u (-, ¢) € C? megoldds. Ezutén a



c értékét addig kell véltoztatni, amig olyan megolddst nem kapunk, amelynek
els6 gyoke R-ben van. Legyen a T leképezés a kovetkezoképpen definidlva:

T(c)=min{r>0:u(r,c)=0}; D(T)={c>0:3Ir>0: u(r,c)=0}.
(3)

A fenti peremérték probléma pozitiv megolddsainak szdma egyenld a T (¢) =

R egyenlet c-re kapott megolddsainak szdmdval. A 2.2 szakaszban a "time-

map" leképezés monotonitdsat, értelmezési tartomanydt és hatdrértékeit jel-

lemzi részben két sajét dolgozat (Kardtson-Simon [178], Hernandez-Kardtson-

Simon [183]) eredményei alapjén. A 2.3 szakaszban harom tételben megadja

az (1) probléma megolddsainak szdamat n = 1 esetén a kovetkezéképpen.

2.1. Tétel: Legyen f konvez, f(0) > 0 és lim, | @ < 0. Ekkor barmely

R > 0 esetén a (1) problémdanak pontosan eqy megolddsa van.

2.2. Tétel: Legyen n =1, f:[0,00) — R, f € C? szigorian konvex fiig-

guény, amelyre lim, o L 2") = +o0.

(i) Ha f(u) > 0 (u € [0,00)), akkor létezik olyan Rs,, > 0, hogy a (1)

peremérték problémdnak R < Rg,, esetén két megolddsa, R = Rg., esetén

egy megolddsa van, R > Rq,, esetén pedig nincs megolddsa.

(i) Ha f(0) > 0 és az [ figguénynek van gyoke a (0,00) intervallumban,

akkor a (1) peremérték problémdanak két megolddsa van minden R > 0 es-

etén.

(i) Ha f(0) = 0 és f'(0) > 0, akkor létezik olyan Rsy, > 0, hogy a

(1) peremérték problémdanak egy megolddsa van R < Ry, esetén, és mincs

megolddsa, ha R > Rgyp.

(iv) Ha f(0) = 0 és f'(0) < 0, akkor a (1) peremérték problémdnak egy

megolddsa van minden R > 0 esetén.

(v) Ha f(0) < 0, akkor létezik olyan Rs., > 0, hogy a (1) peremérték

problémdnak egy megolddsa van R < Ry, esetén, és nincs megolddsa, ha

R > Rgyp.

2.3. Tétel: Legyen n = 1, f : [0,00) — R, f € C? szigorian konvex

fligguény, melyre lim,,_, | o fgbu) =L € (0,400) és Ry := ﬁ

(1) Ha f(u) >0 (u € [0,00)), akkor létezik olyan Ry > Reo, hogy a (1)

peremérték problémdnak R < R, esetén egy megolddsa, és Ro < R < Rgyp

esetén két megolddsa van, R > Rg,p esetén pedig nincs megolddsa.

(i1) Ha f(0) > 0 és f-nek van gydke a (0,00) intervallumban, akkor a (1)

peremérték problémdnak egy megolddsa van R < R, és kél megolddsa van

R > R, esetén.

(i1i) Ha f(0) =0 és f'(0) > 0, akkor létezik olyan Ry > R, hogy a (1)
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peremérték problémdnak nincs megoldisa, ha R < R, eqy megolddsa van,
ha Ry < R < Rgyp, €s nincs megolddsa, ha R > Rgp.

(iv) Ha f(0) =0 és f'(0) <0, akkor a (1) peremérték problémdanak nincs
megoldisa R < R., esetén, és egy megolddsa van R > R., esetén.

(v) Ha f(0) < 0, akkor létezik olyan R, > Roo, hogy a (1) peremérték
problémanak nincs megolddsa, ha R < R, eqy megolddsa van, ha R, <
R < Rgyp, €s nincs megolddsa, ha R > Rgp.

Az idézett tételek az n = 1 esetre megadjak a probléma teljes leirdsat
és részben éltaldnosithatok az n > 1 esetre is. Az eredményeket a szerzd a
[178] dolgozatban publikalta.

Az értekezés 2.4 szakaszaban ezeket az eredményeket dltaldanositja az

(Jw[2 ) + f (u) = 0
u(—R)=u(R)=0

kvézilinedris egyenletre, ahol p > 2, f € C1[0,00) és f (szigortian) p-konvex
abban az értelemben. hogy az f fiiggvénynek van abszolit minimuma és
barmely a € [0, 00) minimum pont esetén a
!/
k(u) = % (ue[0,00), u# a)
u—af”

fiiggvény (szigorian) monoton névd. Pontosabban két tételt mond ki az
f(0) <0 feltétel mellett, amelyekben egy megoldds létezését, ill a megoldés
nem létezését mondja ki. Az érdekesnek tiind f (0) > 0 esetet nem részletezi,
helyette egy példdat mutat be. A fejezet eredményeit és azok bizonyitdsdt is
a [182] (Kardtson-Simon) dolgozatban publikélta.

A 2.5 szakaszban a (1) peremérték probléma megolddsainak széméra ad
tételeket az f (u) = u=*+uP, f (u) =uP—u*és f (u) =u *—uP (o € (0,1),
p > 0) alaku fiiggvényekre. Az eredmények egy része Choi-Lazer-McKenna
[41] sejtéseinek igazoldsa, ill. ezek altaldnositdsa. A fejezet eredményeit a
[183], [184] (Horvath-Simon), [185] (Simon) dolgozatokban publikilta.

Az értekezés 2.6 szakaszaban a

Ou = Au+ f(u)
h(@)u+ g (x) Oulan = 0 (4)

szemilinedris parabolikus egyenlet staciondrius megolddsainak stabilitdsat
vizsgdlja, ha 0 C R" korldtos sima hatari tartomdany, f szigorian kon-
vex vagy konkdv C?[0,00), a h és g nemnegativ fiiggvények, amelyek a 9O
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hatdron nem tiinnek el egyszerre. A 2.9 Tételben igazolja, hogy f” > 0 és
f(0) <0 esetén (4) minden nem-trividlis nemnegativ staciondris megolddsa
instabilis, illetve, ha f” < 0 és f (0) > 0, akkor (4) minden nem-trividlis nem-
negativ staciondris megolddsa stabilis. Az eredmény tkp. Shivaji [33,107]
és masok korabbi eredményeinek lényegesen egyszeriibb bizonyitdsat jelenti.
Azonban a szerz6 ezt tobb dolgozatban [179], [180] (Kardtson-Simon), [181]
(Farkas-Simon) is éltaldnositotta. Az altaldnositasok koziil egyet a 2.10 Tétel
mutat be.
Az értekezés 3. fejezete a

Ou=DOpu+ f(u) (u:RxR—=R™ f:R™—R") (5)
rekacié-diffizié egyenlet u (t,z) = U (z — ct) alaki utazéhulldm megolda-
sainak stabilitdsdt vizsgdlja. Az U fiiggvény a

DU (y) +cU' () +f(U(y) =0 (y=z—ct) (6)

kozonséges differencidlegyenlet megolddsa. A
limU = U_, lJirmU =U, (U_,U; €eR™)

peremfeltételhez tartozé megoldds elnevezése front, ha U_ # U, és pulzus,
ha U_ = U,. Utazé hulldm megolddsok létezését és stabilitdsat nemlinedris
esetben (KPP) egyenlet Kolmogorov, Petrovszkij és Piszkunov vizsgaltak el-
séként. Az U utazé hulldm stabilis, ha a (5) rendszer u megoldédséra, amelyre
|u (0,2) — U ()| elegendden kicsi minden = € R esetén, van olyan zy € R,
amellyel £ — 400 esetén

sup |u (t,z) — U (zg +z —ct)| — 0.

zeR
A 3.3 szakaszban a (6) egyenlet linearizdlasaval kapott operdtor spektrumat
jellemzi, majd a 3.4 szakaszban az m = 1 esetre igazolja (3.9 Tétel), hogy
ha U szigorian monoton, f'(U-) <0 és f' (U;) < 0, akkor az utazé hulldm
stabilis. Ha U nem monoton, akkor az utazé hulldm instabilis. A fejezet
eredményeit a szerzo a [177] dolgozatban publikalta.

Az értekezés mésodik része (4-5-6. fejezetek) sztochasztikus hdlézatokon
értelmezett terjedési folyamatok differencidlegyenletekkel torténd modellezé-
sével, a modellek mindségi jellemzésével, megolddsdval, ill. numerikus ver-
ifikdldsaval foglalkozik. A 4. fejezetben ismerteti a legfontosabb halézati
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jarvanyterjedési modelleket (SIS, SIR, pletyka, aktivitds neuronhélézatban),
a véletlen gréfokon alapulé hélézatok tipusait, majd a jarvanyterjedéssel
kapcsolatos kiilonféle modelleket mutat be, ill. elemez. A modelleket 6ssze-
hasonlitja szimuldciés mdédszerrel kapott eredményekkel is. A szimulédcids
modszert a 4.3 szakaszban ismerteti. roviden és utal arra, hogy a 4.2 é 4.3
abrék ezzel a programmal késziiltek. Azonnal adédik a kérdés, hogy a fejezet
tobbi dbrdja honnan van, illetve az, hogy a megolddsok eltérése mekkora? Ez
utébbi nem igazén lathaté az abrakrol.

Az 5. fejezetben megadja a SIS dinamikdt leir6é alapegyenletet dltaldnos
grafokon (N cstcs, irdnyitatlan, hurokélmentes graf), amely egy nagyméretii
(2 egyenlet) blokk tridiagonalis matrixt linedris differencidlegyenlet rend-
szer. Az 5.2 szakaszban tdrgyalja az. un. Osszevondsi eljarasat, amellyel
kisebb O (N k) meéretil (de informéciot megorzd) egyenletrendszer allithatéd
el6. A mdédszer alkalmazédsiat 4 példdn mutatja be az 5.3 szakaszban. Az 5.4
szakaszban az alapegyenlet egyszeriisitésének mésik modjat, az dtlagoldsi
technikat mutatja be.

A 6. fejezetben a teljes grafra vonatkozé redukilt alapegyenlet ((6.2)
egyenlet, 90. oldal) kozelitd differencidlegyenleteit hatarozza meg, illetve ezek
és a redukdlt alapegyenlet eltérésére ad becsléseket kiilonféle feltevések esetén
igen mély eszkozok felhasznildsdval. E fejezetben is utal az elméleti ered-
mények szimuldciéval kapott verifikdldsara is. A maésodik rész eredményeit
nagyszamu, a matematikai bioldgia vezetd lapjaiban kozolt dolgozatban pub-
likdlta.

Simon L. Péter az értekezésben jelentos alkalmazdsi és elméleti munk&ssé-
got mutat be. Az értekezésben idézett 40 dolgozatan tilmenden még nagysza-
mu alkalmazdsi és elméleti jellegli dolgozatot publikdlt aktudlis és nehéz
témakbdl. Az értekezés elso felében reakcio-diffiizié egyenletekkel kapcsolatos
jelentds elméleti eredményeket fogalmazott meg, a masodik felében pedig je-
lentds halézati modellezési munkdt (modell feléllitasa, kvalitativ vizsgédlata,
verifikdldsa) mutatott be. Sajnos az értekezésben csak roviden jelezte az
els6 témakorben elért kémiai alkalmazasokat, amelyek szintén kivalé helyeken
keriiltek publikdldsra.

Az értekezés alapvetben jol megirt és tagolt munka, kevés és jelentéktelen
elirds van benne. Mindazonéltal megjegyzem, hogy Fife [59] szam alatt jelzett
munkdjanak nem az értekezésben megadott cim az igazi cime. Hidnyolom a
dolgozatbdl a szémitégépes eredmények részletesebb bemutatasat, kiilonosen
pedig a hélézattal kapcsolatos szimuldciés programot.

Az értekezés elsé részével kapcesolatban kérdezem, hogy a két megoldas



létezése hogyan befolydsolhat egy numerikus megoldé algoritmust?
(")sszegzés

Az értekezésben foglalt eredmények nemzetkozi tsszehasonlitasban is je-
lentosek. Az eljarés folytatasat és az MTA doktora cim odaitélését javaslom.

Budapest, 2013. oktober 6.

Dr. Galantai Aurél
egyetemi tandr
az MTA doktora



