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cimU MTA doktori értekezésérol

Az értékelést az alabbi szempontok szerint végeztem :

a) csak a doktori mU értékelése a feladat

b) a doktori mi be kell, hogy mutassa a palyazé tudomanyos munkassaganak egy jellemzé részét

c) egyforman kell sulyozni a téma és az eredmények jelentéségét (fontossagat, alkalmazhatdsagat,
hasznossagat) az eredmények mélységével (eredetiségével, otletességével, bonyolultsagaval)

d) javasolnikell a m(i elfogadasat vagy elutasitasat

A disszertacié sok eredményt tartalmaz, kilénbozé témdakkal foglalkozik, sokszinl a
felhasznalt apparatus. igy érthetd, hogy nem lehetett mélyebben belemenni a témak
részletes torténelmi hatterébe Ugy a matematikaiba mint a fizikai, kémiai és bioldgiaiba.
Ennek ellenére a Bevezetés ill. a Tézisek elsé két fejezete jo és érthetd képet ad Ugy az addig
torténtekrdl, mint a dolgozat témajardl-eredményeirél. A vizsgalt modellek szinte mindig
rokonithatok valamilyen folyamattal, ez segithet elképzelni a megfelel6 PDE és ODE
megoldasait és nemcsak matematikailag teszi érdekessé az eredményeket.

A kovetkez6kben azokat az eredményeket emelném ki, melyek nekem leginkabb
tetszettek és szerintem elérik a hasonld helyzetben elvart szinvonalat.

1. Az Au+f(u)=0 egyenlet radidl szimmetrikus verzidja az ru”+(n-1)u’ +rf(u)=0 egyenlet,
ehhez jarulnak az u’(0)=0, u(R)=0 nem-standard peremfeltételek. A kérdés is nem-
standard: hany pozitiv megolddsa van a feladatnak?

Kulonboz6 f-ek johetnek szdéba, pl. e%* (Liouville), u?, u? +u? és uP +u79,
valamennyi kilon vizsgalatot igényel.

A shooting mddszerrél, mely alkalmazdsa természetes, altaldaban az a vélemény,
hogy egyszerlen alkalmazhatd-ezt a Matlab vagy Maple kisérletekbdl vonjak le. A
valdsag az, hogy ez a mddszer csak egy vdz, amit szinte mindig nagyon nehéz
megtoélteni tartalommal. Erre szép példat lathatunk a masodik fejezetben, mely tele
van oOtletekkel (a T(c) fuggvény bevezetése, tulajdonsagainak vizsgdlata , Hamilton
fliggvény bevezetése stb.). Az eredmények is jok, itt csak egyet emlitek meg, a 2.7
Tételt, mely az f= u? — u™%, n=1 és 0<a<1 esettel foglalkozik: pl. ha 2a-1<p<1, akkor
léteznek olyan R; > R, > 0 szamok, hogy ha R<R, nincs megoldds, R, < R < R;
esetén ketté van, R = R, és R > R, esetén egy-egy.



2.

Az u; = Du,, + f(u) tipusi egyenletrendszerek (u=u(x,t)-vektor) klasszikus
objektumok a természettudomanyokban, igy nem csoda, hogy a PDE elmélet egyik
legtobbet vizsgalt része is. Tegylk hozza, hogy ugyanakkor nagyon kevés a teljes
matematikai szigorral bebizonyitott eredmény, még nem lettek megalkotva az
adekvat matematikai médszerek még konkrét rendszerek esetében sem. A numerika
és az egyre jobb szamitdgépek segitenek természetesen, pl. ha a rendszer nem fligg
paraméterekt6l, persze dltaldban fligg, vannak (ismeretlen) bifurkdacios
tobbdimenzids feliletek stb., széval a szadmoldssal valé &ltalanos képalkotas a
megolddasokrél tobbnyire reménytelen.

Kozismert(?), hogy az utazé hulldam (TW, travelling wave) tipusd megoldasok (1dim
esetén u=u(x-ct)= u(z)) kitlintetett szerepet jatszanak az dltalanos megoldasok
mindennem vizsgalatdban és onmagukban is érdekesek. Konnyebbséget jelent,
hogy az u(z) fliggvény(ek) most egy ODE rendszert elégitenek ki, ,,cserébe” lett egy Uj
ismeretlen (c) és nem-standard peremértékek. Mar az egzisztencia tétel is problémat
okozhat még egyszer(ibb esetekben is, rendszerekre alig van eredmény. Az igazi
nehézséget mégis bizonyos TW-k stabilitasanak (pl. in form and in speed) bizonyitasa
okozza, ez azzal fligg 6ssze, hogy ez mar PDE elmélet.

Megjegyzés. A rovid - 12 oldal - harmadik fejezet az értekezés talan
legszimpatikusabb része. A jel6lt azonban kihagyta azokat az eredményeit, melyeket
az e fejezetben ismertetett modszerek és kordbbi eredmények felhasznalasaval
kapott. gy a kovetkezS helyzet alakult ki: a jeldlt ismertet egy eszkodztarat,
eredményeket és mddszereket, megad tobb ,algoritmust”, pedagdgia szempontbdl
kivdldan megmagyarazza, hogy mi kovetkezik bel6lik. Legtobb esetben ez tiikrozi
tudomdnyunk utolsé lehetGségeit.

Az égéselmélet, mely legaldabb felében matematika, fontos tudomany, ahol
minden el6relépés duplan értékelendd. A jelolt parhuzamosan, két kiilon cikkben
vizsgal egy kett6 ill. harom egyenletbdl 4llé nemlinearis PDE rendszert, melyekben
az egyik ismeretlen fliggvény kitev6ben szerepel (Arrhenius torvény). A kérdés itt is
a TW-k vizsgdlata tobb szempontbdl, a f6 cél a lang stabilitdsvizsgalata. A harmadik
munka ebben a sorban egészen uj, két egyenletbdl allé6 PDE rendszer mely Iényeges
paramétereket is tartalmaz és a kornyezet héelvonasat is figyelembe veszi.

Szinvonalas, j6 eredményekrdl van szd, bekeriilhettek volna a disszertaciéba.

Az utdbbi 6t évben tiz cikke jelent meg a jeldltnek a halézati folyamatokrél (HF). Az
értekezés nagy részét ezen eredmények Osszefoglalasa-leirasa teszi ki, lathatéan az
elmult par évben erre a témara koncentralt leginkdbb és f6ként ezeket az
eredményeket tekinti nagydoktori szintlieknek.

«se s

szemléletes is.



A 4. fejezet preciz, minimalis matematika tudassal is érthet§ bevezetést ad a
témadaba, elmagyarazza a felhaszndldsra kerll6 eszk6zok természetes voltat,
fogalmakat vezet be, attekinti az idevago irodalom egy részét.

Egy matematikus szamdra a tovabbiak mar kevésbé érthetéek, altaldban a
modellek hattere nem nagyon érdekli 6ket, szeretik a tisztdn megfogalmazott
feladatokat, azok is éppen elég nehezek, ha elég okosak vagyunk, az eredményekbdl
ugy is eldonthetd, adekvat-e a modell. Esetlinkben ez nem elég ahhoz, hogy realisan
értékelhessiik az értekezés eredményeit és megnyugodhassunk, hogy véleménylinket
meg tudjuk védeni valamilyen szinten.

Meg kell értenink, hogy bonyolult természeti jelenségek és folyamatok
modellezése vagyis mennyiségileg (matematikailag) torténd leirdsa, ,megfogasa”
mindig is néhdny kivalasztott zsenialitasan, raérzésén mulott. Gondolhatunk a
Newton, Einstein, Schrodinger egyenletekre, témankhoz kozeledve a
populaciédinamikdabdl a Malthus ill. Verhulst modellekre, esetiinkben pedig a
Kermack-McKendrick modellre. A j6 modellnek nem szabad tul bonyolultnak lenni
(bonyolultat kdnnyl csindlni) és a Iétez6 matematikai eszkdzokkel kezelhetének kell
lennie, legaldbb is elvileg. Az alaptorvényeket, modelleket nem lehet tisztan
matematikailag levezetni (tételként bizonyitani), fenomenoldgiai jellegliek. Altaldban
meghatarozott korilmények kozott jok, helyességikrél féként kisérletekkel,
mérésekkel stb. lehet meggy6z6dni. Ha egy alapmodellel mar rendelkeziink, onnan
konnyebb tovabblépni a kiilonbo6z6 altalanositasok felé. Itt nagy eredménynek szamit
az is, ha egy mar létez6 modellt mas meggondolasok alapjan ,vezetiink le”,
kihasznalva bizonyos analdgidkat a kiilonb6z6 folyamatok kozott.

Hogy korulbelil megértsik, mirél van szé, vegylink N embert, kozillik S(t) az
egészséges, I(t) a beteg (fert6z6) emberek szama t idGpillanatban. Fert6zést barmely
ember kaphat. A Kermack-McKendrick modell a kovetkezé (t-fert6zési rata, y-
gyogyulasi rata): S’= yl -tSI, I'= tSI — yl. A megfelel6 Cauchy feladat megolddsa
explicite kaphaté. Tovabbi bdvitések lehetségesek, figyelembe veheté az immun
egyedek szama, sziletés-haldlozds, életkoreloszlds stb. A determinisztikus ODE
rendszer egyre bonyolédik, egyre nehezebb a megoldasok vizsgdlata. Az itt kapott
analitikus eredmények, mint kiderdl, alkalmazhaték a mean field egyenletekre is.
Ugyanakkor az emberek egyenranguiak, nem érzékeljik pl. hogy ki van ki mellett. A
megfelel6 objektum itt egy graf, ezzel megadhatd az un. kapcsolati struktura. A
(nagy) haldzatok csak Monte-Carlo-val kezelhet6k, melybe mar be van épitve a
véletlen. Ezért is logikus olyan rendszerekre térekedni, melyben az ismeretlen egy
valdszinlségi valtozd (N hosszusagu vektorfliggvény), annak valdszinlsége, hogy a
rendszer (2" 4llapot) adott 4llapotban van. (Tovabbmenve, ezért is j6 6tlet valdjaban
véletlen grafokat alkalmazni a haldzatok vizsgdlatdra, Id. Bollobds és Barabasi
munkassagat). Ez a valtozd kielégit egy linedris homogén ODE rendszert, a



hozzatartozé matrix un. blokk-tridiagonadlis, ami akar jé jel is lehetne numerikus
szempontbdl, ha nem lenne tdl nagy: 2V egyenletet tartalmaz.

A helyzet egyszerlisodhet, mégpedig jelent6sen, errél szél az értekezés a
tovabbiakban. Bevezethetd (altalanos esetben elég bonyolultan) egy joval kisebb ODE
rendszer (vagy ami ugyanaz, egy kisebb matrix), melynek megolddsa bizonyos
értelemben helyettesiti az eredeti nagy rendszer megoldasat. Osszevonasnak
(lumping) nevezik a mddszert és azon alapszik, hogy az eredeti valtozdk bizonyos
kombindcidjat vezeti be mint Uj valtozét. A fejezet e részében szép eredményeket,
féként elégséges feltételeket lathatunk az 6sszevonasra, Id. pl. Lemma 5.1. Az 5.1
Tétel arrdl szél, hogy a graf automorfizmusai segitségével meghatarozhaték az
0sszevonhaté allapotok.

Masik lehetséges nagy rendszerekkel valé bandsmdd az atlagolds, a mean-field
tipusu egyenletek levezetése az | és S tipusu csucsok szdmanak varhato értékére.
Kiderul (5.2 Tétel), hogy ezek a varhato értékek, [S] és [l], egy K-McK egyenletet
elégitenek ki formalisan, azonban mivel [SI]z[S][l], tobb az ismeretlen mint az
egyenlet, hasonléan a turbulencia-elméletben régdta ismert lezarasi problémahoz
(closure problem). A kovetkez6 5.3 Tétel szintén mély eredmény, itt mar az élek
szamanak varhato értékei is bejonnek, a bizonyitas is joval bonyolultabb. A closure
problem itt is megjelenik természetesen, ez sok esetben jol kezelhet6, de ez mar
inkdbb a modellezés témahoz tartozik.

A hatodik fejezet a mar emlitett nagy linearis ODE rendszert , kozelit6” ODE- vagy
PDE-vel foglalkozik. Itt is a dolgok egyszer(sitése a cél. A megoldasok egy sulyozott
Osszegét kell meghatarozni (r(t)=Y N-ig r(k)p(k,t), ahol p(k,t) annak a valdszinlisége,
hogy k fert6z6 csucs van t id6ben, r(k)=k/N). Ha van kozelités (closure) [IS]-re, akkor
az |-t kozelits 1-ra egyszer(i ODE (egy darab egyenlet) kaphatd, melynek megoldasa
kozel lesz nagy N-re a fert6zott csucsok ardnydhoz-ez a fejezet egyik f6 eredménye,
Id. 6.1 Tétel. Hasonldé eredményt kap a jelolt PDE-vel vald kozelitésre és megvan a
tétel sztochasztikus analdgja is.

Az elGbbiek altaldnositdsa megtortént a momentumokra is, a kozelit6é
momentumok szintén egyszer(i ODE-t elégitenek ki, és az eredetitdl szintén 1/N
nagysagrendben térnek el. Két bizonyitasi is van, az egyik félcsoport-elméleti
modszereket hasznal.
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