Valasz Dr. Michaletzky Gyorgy opponensi véleményére

Elészor is megkoszondm a birdld gondos munkajat, épitd kritikai észrevételeit,
kérdéseit. Koszondm az 0sszességében pozitiv véleményét. Valaszaim a kdvetkezok.

A birélo kijelenti, hogy feladataul azt tlizheti ki, hogy a bemutatott statisztikai
eljarasok jogosultsaga, a beldliik levont kovetkeztetések helyessége alapjan formalja
meg véleményét. Ezzel kapcsolatban komoly hianyérzete keletkezett, kiilondsen azért, mert
jelentdsen elhagytam annak bemutatdsat, indoklasat, hogy az egyes statisztikai eljarasok
alkalmazasdnak mik a feltételei. Ezt pontosan értem, és el is fogadom. Ugyanakkor az én
feladatom és célkitlizésem az volt, hogy meteorologusok, dontéen klimatolégusok szdmara
mutassak be modern matematikai statisztikai eszkozoket és klimatologiai felhasznalasukat agy,
hogy a matematikai részleteket a lehetd legegyszeriibben és legrovidebben targyaljam, élve
olyan elhanyagolasokkal is, melyek egy esetleges matematikus birald érthetd rosszallasat
valthatjak ki. Azért gondoltam igy, mert az értekezést az MTA Foldtudoméanyok Osztalydhoz
klimatologia szakteriileten nyUjtottam be. Tarthattam tehat att6l, hogy a meteorologus
opponensek és a bizottsagi tagok a tulzott matematikai részletességért, a matematikai eszk6zok
dominanciaja miatt fognak kritikéval illetni, azt pedig nem lathattam eldre, hogy mindharom
opponensem matematikus lesz. Azért bocsatom elére mindezt, mert az opponens
észrevételeinek jelentds része a most vazolt szandékom és a birdld egyébként jogos
felfogasanak kiilonboz6ségébdl fakad.

A felhasznalt statisztikai eljaras Fernandez and Fernandez (2004) munkajara épit.
Azonban ez a munka is pontosabban definidlja az alkalmazott modellben a
hibasorozatra tett feltevést. A felhasznalt statisztikai eljarast illetéen Fan (1992), Fan (1993),
Fan and Gijbels (1992), Simonoff (1996) hivatkozéasokat teszek. Fernandez and Fernandez
(2004) a savszélesség becslésével kapcsolatban kertil emlitésre. A becsiilendd trendre rakodo
hibasorozatot Fernandez and Fernandez (2004, 89. oldal) el6szor elsérendli autoregressziv
folyamattal, majd altaldnosabb alakti modellel definidlja, amibe beletartozik az értekezésben
vett p-edrendii autoregressziv folyamat. Ugy hittem, hogy ez az értekezés (1.4) formulaja alatti
sorokbol vilagosan kovetkezik.

... a modszer leirasahoz mindenképpen hozza kell, hogy tartozzék az is, hogy a
trend becslése milyen statisztikai — esetleg aszimptotikus - tulajdonsagokkal
rendelkezik. Elismerem, valoban lehetett volna ezt a teriiletet bemutatni. Nem latom azonban,

hogy a késébbiek érvényességét ez mennyiben érintette volna egy klimatologus olvaso



szamara. Az értekezés 1. abrdjanak iizenete, hogy az elmult kb. 150 év felmelegedésének
jellemzésére altalanosan hasznalt linearis hdmérsékleti trend illesztése a tényleges trend fontos
vonasait nem tarja fel. Ahogy az értekezésben is emlitem, az alapvetd melegedd tendencia
intenzitasa nem allando, s6t rovid idore kis lehtilés is beagyazodik.

Banté pontatlansag a 8. oldal els6 bekezdésének végén megfogalmazott allitas...
A normalitas feltételezésének melldzése nyilvanvalo hiba. Mentségiil hadd emlitsem meg, hogy
ez a hiba nem tudatlansagbol, hanem figyelmetlenségbdl fakad, hiszen az értekezés egy masik
részén mar szot ejtek a Gauss-eloszlas feltételezésérdl, amit egyébként a birdld igen korrektiil
maga is megemlit. A figyelmetlenség oka bizonyara az, hogy a t-proba szamtalan meteorologiai
alkalmazasa gyakran a normalitds hianyaban tortént, nem ritkdn gy, hogy ez emlitésre sem
kertilt. A 30 éves palyam soran tehat kelléképpen hozza szokhattam e helytelen gyakorlathoz,
aminek folytan ezen a helyen reflexszeriien magam is elfeledkeztem a pontos fogalmazasrol.

A dolgozat értelmezésében a szignifikansan kiilonbo6zik, azt jelenti, hogy jobb
kozelitést ad. Szamomra a szignifikdns jelz6 statisztikai fogalom, melyhez
szignifikancia-szint is tartozik. E kétség kiviil pongyola megfogalmazas a 14. oldal 4. sorara
vonatkozik, és az alatta 1évé sorokban ismertetem, hogy ezt hogyan is kell érteni. Tisztaban
voltam tehat a helytelen terminolégiaval, de jobb sz6 nem jutott eszembe és reméltem, hogy a
hozzaflizott magyarazattal egyiitt elfogadhatova valik.

A savszélesség becslési tulajdonsagainak ismeretében viszont ... Ezért ismét
alkalmazhaté Fernandez and Fernandez (2004) médszere ... Nem meggy6z6 szamomra
ez a gondolatmenet. Itt a teljes trendet egy sima trend (nincs ugras a derivaltjaban) és a trend
derivaltjanak ugrasait leiro tag osszegeként képzeljiik el. A feladat a sima rész becsléséhez

sziikséges b savszélesség megadasa. A gyakorlatban azonban nyilvan nem tudjuk ketté

bontani a teljes trendet. Ezért a teljes trend becslésének torzitasat és szordsat is viszonylag

alacsony szinten tartd, a becslés atlagos négyzetes hibajat minimalizald b savszélesség

~

megadasanak feladatahoz jutunk. Ha nincsenek ugrasok, akkor természetesen b =b. Az
ugrasos rész jelenlétében azonban b -nak kisebbnek kell lennie, mint 65 , mert az ugrasi pontok
kdrnyezetében 63 a teljes trend becslésének tulzottan nagy torzitasat szolgaltatna, hiszen 63 a

sima részre vonatkozo optimalis savszélesség. Ebbdl az kovetkezik, hogy BSBS. Ez a

gondolatmenet szamomra meggy6zoének tlinik, és ezt probaltam az értekezésben is k6zolni;
meglehet kevésbé vilagos fogalmazéssal.
... a 11 hosszusagu idésorra szamolt Mann-Kendall prébastatisztika eloszlasa

szerintem igen tavol lehet az aszimptotikus eloszlastol. Szamos helyen olvastam a Mann-
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Kendall probarol (példaul Onéz and Bayazit, 2003), és mindeniitt azzal tallkoztam, hogy a
probastatisztika tényleges eloszlasa mar 10 adattol kezdddden jol kozelithetd, tehat
helyettesithetd, az aszimptotikus eloszlasaval. Jelen esetben ez az adathosszra vonatkozo
feltétel, ha szlikosen is, de teljesiil.

Nem lenne-e helyesebb a pollenszezon kezdete alapjan, vagy esetleg a
pollenszamok éves lefutasa alapjan megfeleltetni egymasnak az egyes évek napjait?
Mivel a pollenszezon hossza évrdl-évre valtozik, nem tudom, hogy egy adott év adott napjanak
koncentracidjdhoz egy masik év mely napi koncentracidja lehetne ilyen moddon
hozzarendelhetd. Esetleg a valtozd pollenszezonokat egy kozos, mondjuk a nulla-egy,
intervallumra lehetne atskalazni, és aztan ezt az intervallumot megfeleld szamu részre felosztva,
az egyes részintervallumokra lehetne kiszdmitani a Mann-Kendall probastatisztika értékét.
Nem latom azonban, hogy ez mennyiben jelentene pontosabb kozelitést. A pollenszezon
beazonositasara ugyanis tobbféle definicio 1étezik, de egyik sem jelenti azt, hogy a kezdete eldtt
¢s a vége utdn csak azonosan nulla koncentracidk fordulnak elo.

Tovabba mi indokolja az AR(1) folyamat alkalmazasat? Mivel az egymds utani
napok koncentracioi korreldlnak egymassal, ezért logikusan varhatd, hogy a napi Mann-
Kendall probastatisztikak is korrelalnak. E korrelaciokat, legegyszertibb lehetdségkeént, a napi
Mann-Kendall értékekhez illesztett AR(1) folyamat korrelaciofiiggvényével kozelitettem.

Hogyan lehet bedllitani a két Iépcsds proba esetén az egyes szignifikancia-
szintekhez alkalmazando kritikus értékeket? Ugy érzem, hogy ez az értekezés 20. oldaldnak
utolsd 5 és a 21. oldal elsé 6 soraban vilagosan le van irva. Ha mégsem, akkor a kovetkezdt
flizom hozza. Azon null-hipozézis mellett, hogy a pollenszezon egyetlen napjan sincs az évek
soran trend, a napi Mann-Kendall értékek éves atlaga nulla varhato értékii. Azt kell tehat
megvizsgalni, hogy az emlitett atlag szignifikansan kiilonbdzik-e nullatdl. A null-hipotézis
teljesiilése esetén a napi Mann-Kendall értékek éves atlaga jo kozelitéssel normalis eloszlast,
nulla varhato értékkel. Ha még az emlitett atlag szorasat, illetdleg becslését 1s tudjuk, akkor a
hipotézisvizsgalatnak nincs akadalya. Ezen atlag szorasnégyzete nyilvan 1/n (n a pollenszezon
napjainak szdma) volna, ha a napi Mann-Kendall értékek nem korreldlnanak. Korrelalt esetben
az

n
1/n? > B(i- j)
W
szorasnégyzet fligg a napi Mann-Kendall értékek kozotti B(k),k =1,...,n—1 kovarianciaktol,
amiket az illesztett AR(1) folyamathoz tartoz6 kovariancidkkal helyettesitettem. Itt persze

hallgatolagosan feltételeztem, hogy az emlitett kovariancidk csak az iddeltolastol fliggenek.
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Nem tul Iényeges, de vitatkoznom kell,... Praktikus szempontbdl valéban csak a
véges diszkrét spektrum, illetve az abszolit folytonos spektrum az érdekes, azonban
elméleti szempontbél a kijelentés pontatlan. Eppen a praktikus szempontbol kiindulva
éreztem ugy, hogy némi pontatlansag a klimatologia, illetve klimatolégusok szempontjabol
megengedhetd.

A 35. oldal aljan szerepel az a kijelentés, hogy... Ennek alapjan a szerz6 ko6zol is
egy képletet,... Ha jol latom, a szerz6 kés6bb nem hasznalja ezt a spektralis
slriiségfiiggvény becslési képletet, amely teljességgel eltér az irodalomban
szokasosaktol. A képletet kozvetleniil valoban nem hasznalom, de ez teremti meg az alapjat
az alatta 1év0 (3.5) képleten keresztiil, az alkalmazott (3.6) képletnek. A ,.teljességgel eltér”
megjegyzést vitatnom kell. Feltételezem, hogy az eltérést nem abban latja a birald, hogy
periodogram ¢és a slrliségfiiggvény becslésének négyzetes hibdjat a négyzetes fliggvény
argumentumaként tiintettem fel, hanem abban, hogy a spektralis stirliségfiiggvény becslése a
periodogram elemek lokalisan linearis simitasaként van értelmezve. Ez az értelmezés cseppet
sem szokatlan, a sok szoba johet hivatkozas koziil hadd emlitsem Fan and Yao (2003):
Nonlinear Time Series: Nonparametric and Parametric Methods 7.3.1 fejezetét.

. a 43. oldal kozepén a szerzé kijelenti, hogy a becsiilt Fourier-egyiitthaték
kovarianciamatrixa aszimptotikusan ... a részleteket illetéen utalva Matyasovszky
cikkére... Ugyanakkor az idézett cikk nem tartalmaz erre az allitasra vonatkozé
matematikai levezetést. Ez sajnos valoban igy van, rosszul emlékeztem. A hidnyossagot az

alabbiakban potlom. A kérdés szoros kapcsolatban 4ll az L-S periodogram valosziniiségi

eloszlasanak exponencialis eloszlassal torténd kozelitésével. Legyen y(t,),y(t,),..., y(t,),

t,=1t,,.,t_,,t, =N egynulla varhato értékii stacionarius folyamatbol szdrmazo6 idésor. A

Z, ={C°Sw‘)’j :1}, 3 ={a’i :1}, Y = (V) Y(E))'

sin(At,), j =2 b,i=2
jelolések mellett az értekezés (éT é)gzéTz (3.15) egyenletrendszerének C-re torténd
megoldasaval az L-S periodogram (1) =1/(27)c’ Dc lesza D= éTé jelolés mellett. A
legkisebb négyzetek elméletétdl kovetkezOen igen altalanos feltételek mellett C
aszimptotikusan normalis eloszlasu 2_1£T BZD™ kovarianciamatrixszal. Az értekezésben

szereplO aszimptotikus sz6 tehat erre utal. Az egyszeriiség kedvéért elhagytuk a kifejezés A —
tol valo fliggésének jeldlését, tovabba pusztan a szohasznélat egyszeriisitése érdekében ezentul

tegytk fel, hogy C pontosan normalis eloszlasi. Legyen n egy nulla varhato értéki ket-



dimenzi6s normalis eloszlasu vektor valoszinliségi valtozo P kovarianciamatrixszal. Legyen
C=2 egy pozitiv definit kétszer-kettes matrix, és vegylk a & = 7_7T C_)r_y valoszinliségi valtozot.
Yuan and Bentler (2010) alapjan & két, egymastol fliggetlen, egy szabadsagfoku khi-négyzet
eloszlast valoszinliségi valtozo linearis kombinacioja, ahol a linedris kombinacio egyiitthatoi a
(_QE matrix g, i, sajatértékei. Ha a két sajatérték megegyezik (14 =, = u), akkor &
exponencialis eloszlasu lesz 1/(2n) paraméterrel. Ha a két sajatérték ,,nem nagyon” kiilonbozik

egymastol, akkor & jo kozelitéssel exponencialis eloszlast 1/(u, + u,) paraméterrel (Yuan and

Bentler, 2010). Ugyanakkor & varhat6 értéke peldaul Mathai and Provost (1992) szerinta QP
matrix nyoma, azaz p, + u, . Nyilvanvalé, hogy 1(1) =1/(2x)c’ Dc megfeleltetheté & -nek az
n=c, P= 2_1 Z T BZ D, Q=1/(27)D  jelolés  mellett. Ezert  egyrészt

E[1(1)]= ER/27)c De|=trace(1/(27)2" BZD )= g, + p1,, masrészt 1(4) jo kozelitéssel

exponencialis eloszlast, ha g, és u, ,nem nagyon” kiilonbozik egymastél. Eszrevehetjiik
tovabba, hogy ha C kovarianciamatrixa 7zk(/1)271 volna, ahol k(A) =, + u,, akkor az
(1) =1/(27)c’ Dc valészinliségi valtozod 1/(u, + p,) paraméterli exponencialis eloszlast
lenne, természetesen gy + u, varhato értékkel. Végso soron tehat, ha g, és u, ,,nem nagyon”

kiilonbozik egymastol, akkor 271 Z ! Eégfl helyett jo kozelitéssel ﬂk(/i)gfl irhato. Ez a
kozelités egyébként tokéletes, ha a szoban forgo y(t,),y(t,),..., y(t,) iddsor fehérzaj
folyamatbol szarmazik.
Mar lattuk, hogy E[1(A)]= E[l/(27r)gT Qg]ztrace(ll(bz)éT BZD™). Elemi trigonometrikus
azonossagokat felhasznalva, és a szoban forgd stacionarius folyamat B(k)
kovarianciafiiggvényének paros voltat kihasznalva irhato, hogy

1 N-1 a
E[1(1)]=trace o >"D, D7B(k)cos(iK) |,

7T k=—(N-1)

ahol D =S'S ,tovabbi S, i-edik sora s, = o, (COs(Ai),sin(2i)), i =1,..., N L

, mig
a;,i=1.,N egy indikator sorozat, ami nulla vagy egy értéket vesz fel attol fiiggben, hogy az

i-edik idépontban van-e adat vagy sem. Ujabb trigonometrikus azonossagok felhasznalasaval

konnyti latni, hogy ekvidisztans id6beli felbontés esetén ez a jol ismert



E[1(1)]=B(0)/ = + 2/;:%(1— k /n)B(k) cos(k)

k=1
forméaba megy at.
Most mar csak azzal kell foglalkozni, hogy a , és u, sajatértékek mennyire kiillonboznek
egymastol. Szerettem volna valamilyen dsszefiiggést taldlni az L-S periodogram exponencialis
eloszlassal valo kozelithetdsége és a B(k) kovarianciafiiggvény viselkedése, tovabba a t,,..., t,
idépontok strukturaja kozott, de ez a feladat meghaladta matematikai tuddsomat. Ezért arra
szoritkoztam, hogy A fiiggvényében vizsgaltam az r = max{yl, y7a }/ min{,ul, ,uz} aranyt az

értekezésben szerepld két példa, tovabba egy friss tanulmanyomban (Matyasovszky, 2014)
szerepld harmadik példa esetében. Illusztracioul legyen itt a GISP2 Oxigén izotdp adatok esete
(1. abra). Jol lathatd, hogy az r arany egyhez kozeli a kifejezetten magas frekvencidk

kivételével.
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1. abra. Az ¥ = max{,ul, y7A }/ min{yl, ,uz} arany a GISP2 Oxigén izotop adatok esetén

Mivel Yuan and Bentler (2010) alapjan koriilbeliil az r=3 értékig még pontos az exponencialis

eloszlassal valo kozelités, az latszik, hogy minden frekvencia esetén j6 (bar a magas

6



frekvencidkon romlo) kozelitéssel tekinthetjik az L-S periodogramot exponencidlis
eloszlasunak. SOt, az r ardnyok nagy tobbsége még az egészen magas frekvencidkon is joval
kettd alatti; minddssze 6t, eléggé véletlenszertinek tiind frekvencianal haladjak meg ezt az

érteket. E kirivo frekvencidk elhelyezkedése nyilvan a t, ...,t, id6pontok elhelyezkedésétdl

n

fligg. A tovabbi, itt most nem részletezett iddsorok esetében hasonlé tapasztalat sziirhetd le. Az

. ro T / T -1 R 1 . . y, e ) 1
I kiszdmitdsa sorana Z BZD ~ matrixban szerepld B kovarianciamatrix elemeit az id6sorhoz

illesztett AR(1) modell kovarianciafiiggvényének megfelel6 idoeltolasok melletti értékeivel
helyettesitettem.

Milyen matematikai részletek érheték el a matematikai szakirodalomban az izoton
regresszionak a spektral-s(irliségfiiggvény valo atvitelére vonatkozéan? Egyetlen ilyen
jellegli tanulménnyal taldlkoztam, ami azonban nem foglalja magaban a robusztus becslést,
nevezetesen: Anewski and Soulier (2011): Monotone spectral density estimation. The Annals of
Statistics 39, 418-438.

.. az autoregresszio rendje és a rezsimek szama Akaike nyoman becsiilhetd.
Nem vilagos szamomra, hogy miért? Mik azok a feltételek, amelyek ahhoz kellenek,
hogy az AIC kritérium alkalmazhaté legyen és jelen esetben, hogyan teljesiilnek ezek?
Az AIC az értekezés (4.13) formuldjaval értelmezett alakja feltételezi, hogy a zaj a TAR modell
minden rezsimjében fliggetlen €és azonos eloszlasti normalis eloszlasu valoszintiségi valtozok
sorozata, tovabbad az egyes rezsimek zajai fliggetlenek egymastol (példaul Tong and Lim,
1980). Bizonyara helytelen volt, hogy ezt nem emlitettem, mert bar az AIC kritérium
alkalmazhatosagi feltételeivel a matematikusok nyilvanvaldan tisztdban vannak, de mindez
valosziniileg sokkal kevésbé mondhato el a klimatologia miiveldirdl. A feltételek teljesiilésének
elemzése azonban gyakran a matematikai munkakban is elmarad. Kiragadott estként hadd
emlitsem, hogy ez a helyzet példaul Tong and Lim (1980) tanulményéval is, ahol az idésor
elemzésben igen nevezetes kanadai roka adatokhoz egy TAR modell illesztése tortént.
Ugyanezt az adatsort vizsgalta korabban Tong (1977) és egy AR(11) modellt talalt optimalisnak
az AR modellek korébdl az AIC kritérium alkalmazasaval. Késobb azonban Tong (1990) leirja,
hogy ezen adatsornal nem is teljesiil a normalitas.

Ugyancsak hianyoltam pontosabb irodalmi hivatkozast a 66. oldal aljan tett
kijelentéssel kapcsolatban,... A formula szamos helyen megtaldlhatd, igaz megemlitve s
gyakran hangstlyozva (példaul Chan and Tong, 1990), hogy e formulaval Osszefiiggd
statisztikai proba nem eléggé pontos, mert a kiiszobparaméterek nem ismertek, hanem 0dket is

becsiilni kell. Az értekezésben szerepld példa esetében azonban ezt a probat nem is



alkalmaztam, hanem Tsay (1998) moddszerét kovettem, amit az értekezés 77.-dik és 78.-dik
oldalan emlitek is.

... a 76. oldal aljan — egy iddsor linearitasaval kapcsolatban - tett megallapitas
pontatlan. ... Az adédé modell nyilvanvaléan nem lesz ugyanaz, hiszen példaul a
hibafolyamat az egyik esetben a multbeli folyamatértékek fiiggvénye, az ido
megdforditasaval pedig a jovobelieké. Azt a mondatomat, hogy ,,egy linearis folyamat
esetében a folyamat egy elemének az idoben rakovetkezd elemekkel vald kozelitése ugyanazt
a modellt eredményezi, mint a megel6z6 elemekkel valo kozelitése” a kdvetkezOképp értem.
Vegylink egy stacionarius folyamatbol szarmazo n hosszasaga idésort, amit AR(p) modellel
kivanunk leirni. Becsiiljiikk a folyamat paramétereit (autoregressziv egylitthatoit €s a zaj
varianciajat) az id6 valdsagos iranya szerint, majd tegyiik ugyanezt az id6 megforditasaval. A
paraméterek kétféle becslése csak az idésor els6 p szdmu és utolsé p szamu adatainak
kiilonbozosége folytan fog kiilonbozni. Ezért ha n sokkal nagyobb, mint p, akkor a kétféle
modell paraméterei csaknem megegyeznek (N — ocomellett hatarértékben megegyeznek).
Hasonlé azonban biztosan nem mondhaté el példaul az értekezésben targyalt NGRIP idésor
nemlinearis modellezése esetében. A Dansgaard-Oeschger-események ugyanis rovid és nagy
felmelegedéssel, majd joval hosszabb visszahtiléssel jellemezhetk. Az iddskala
megforditasdval viszont a felmelegedést tapasztalnank lasstinak és a lehtilést gyorsnak.
Rogzitett tipusu nemlinearis modell esetében tehat a megforditott idoskéalan alapvetéen mas
paraméterekkel rendelkezd modellt kapnank, mint az eredeti idéskalan. Ezt, igaz kicsit masként
megfogalmazva, az értekezésben is emlitem a kifogasolt mondat utén.

Bizva abban, hogy a biral¢ kielégitonek talalja valaszomat, még egyszer megkdszondm

a biralat elkészitésére szant idejét és munkajat.

Irodalom

Chan KS, Tong H, 1990: On Likelihood Ratio Tests for Threshold Autoregression. J R Statist
Soc B 52: 469-476.

Mathai AM, Provost SB, 1992: Quadratic Forms in Random Variables. Taylor & Francis.

Matyasovszky |, 2014: Estimating spectra of unevenly spaced climatological time series.
Id6jaras, Accepted.

Onéz B, Bayazit M, 2003: The Power of Statistical Tests for Trend Detection. Turkish J Eng
Env Sci 27: 247-251.

Tong H, 1977: Some Comments on the Canadian lynx data. J R Statist Soc A 140: 432-436.

Tong H, Lim KS, 1980: Threshold Autoregression, Limit Cycles and Cyclical Data. J R Statist
Soc B 42: 245-292.

Tong H, 1990: Non-linear Time Series. Calderon Press.



Tsay RS, 1998: Testing and Modeling Multivariate Threshold Models. J Amer Statist Assoc 93:
1188-1202.

Yuan K-H, Bentler PM, 2010: Two simple approximations to the distributions of
quadratic forms. Br J Math Stat Psychol 63, 273-291.

2014. junius 9.

Matyasovszky Istvan



