Valasz Dr. Markus Laszlo opponensi véleményére

Mindenekeldtt megkdszondm a birdldé igen alapos, gondos munkajat, konstruktiv
kritikai észrevételeit, kérdéseit. Koszondm az Osszességében tamogatd dontését. Valaszaim a
kovetkezdk.

Eloszor is meg kell emliteni, hogy a kritikai észrevételek egy része olyan matematikai
pontatlansdgokkal, pongyolasagokkal kapcsolatosak, melyeket egy matematikusnak
nyilvanvaléan széva kell tennie, de amelyek a meteorologiai, klimatologiai gyakorlatban
elfogadhatok, s6t elfogadottak. Emlékeztetek ra, hogy az értekezést az MTA Foldtudomanyok
Osztalyahoz klimatoldgia szakteriileten nyujtottam be. Ezért a célkitlizésem az volt, hogy
meteorologusok, dontden klimatologusok szamara mutassak be modern matematikai
statisztikai eszkozoket és klimatoldgiai felhasznalasukat ugy, hogy a matematikai részleteket a
lehetd legegyszertibben és legrovidebben targyaljam, élve olyan elhanyagolasokkal is, melyek
egy matematikus szamara bantok. Tartottam ugyanis attol, hogy sajat tudomanyom képviseldi
a tulzott matematikai részletességért, a matematikai eszk6zok dominancidja miatt fognak
kritizalni.

34. oldal. Azt helyesen jegyzi meg a jelolt,...az azonban mat nem igaz, hogy a
folytonos tagnak spektralsiiriiségfiggvénye is lenne, hiszen ehhez abszolut
folytonossag kellene,.... Ez tipikusan olyan pontatlansadg, amivel a valaszomat kezdtem. Itt
hallgatolagosan nyilvan feltételezziik az abszolut folytonossagot.

38. oldal. A 3.1.1 pontban a 38. oldalon leirt eljaras helyessége altalanossagban
szamomra kérdéses:... a klasszikus becslések torzitasa fligg a spsf gorbuletérdl is. ...
A becslés szoérasa is fligg az igazi spsf-tol. Miért lehet e tényeket ignoralva a konstans
spsf-re kapott kritikus tartomanyt alkalmazni mas ismeretlen spsf esetére is? A
szimulacié valdban egy konstans spsf-hez tartozé periodogrammal kapcsolatos, hiszen a
J(A4)=1(4)/9(4) normalizalt periodogram olyan, mint egy fehérzajbol szarmazo
periodogram. A szimulacié utjan nyert k(A4;) kritikus értékhez azonban nem az 1(4,)
periodogramot hasonlitom, hanem a J(A,) = 1(4)/§(A,) becsiilt normalizélt periodogramot,
vagy masképp fogalmazva, az 1(4,) periodogramot k(4;)d(4,)—hez hasonlitom.
Megjegyzem, hogy egyrészt k(4,) most A, -tél valojaban nem fiiggd K konstans, masrészt a
szimulacios eljarassal nyert k-val éppen a §(4,) szoérasat veszem figyelembe. Matyasovszky

(2010a) ugyanis megmutatta, hogy a spektralis stirliségnek a periodogram robusztus simitasaval
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nyert becslésének aszimptotikus szorasa a spektralis stirliséggel aranyos. A §(4,) torzitasanak

figyelembevételével kétség kiviil mar nem tud mit kezdeni az eljaras, de ez a helyzet az ilyenkor
szokasos, az ittenitdl eltérd esetekben is. A probléma kényege ugyanis az, hogy a periodogram

kritikus tartoménydnak meghatarozasakor ismerni kellene a valdsagos g(A4) spektralis

striséget. Mivel ez természetesen nem ismert, ezért 6t most a periodogram robusztus
simitasaval nyert becslésével helyettesitettem, ami valoban pontatlansdghoz vezet. De minden

ilyen jellegh vizsgalatban valamilyen feltételezéssel, valamilyen modellel kell élni g(4)-ra

vonatkozoan, hiszen nem ismerjiik. Ez rendszerint az idGsorhoz illesztett AR(1) modell
spektralis striisége szokott lenni. Kérdés azonban, hogy ez mennyire jol kozeliti a valosagos

g(A) -t? Példaul a NAO index idGsoranak spektralis stirliségének becslésére vonatkozo 9. abra
megkérddjelezi az AR(1) spektralis siiriiség alkalmassagat. Ha tehat a tényleges g(A1) helyett

barmilyen alkalmasnak hitt fliggvényt vesziink, az ugyanugy pontatlansagot jelent, mint az
altalam kovetett eljaras esetében.

39. oldal. 1. sor ... a jelolt figyelmét bizonyara elkerulte, hogy Kokoszka és
Mikosh cikkében fliggetlen azonos eloszlasu sorozatokrél beszélnek ..., és a jelolt
helyteleniil stacionarius folyamatok periodogramjara is haszndlja, pedig arra
érvénytelen. A cikk dont6 része valoban fiiggetlen azonos eloszlasu sorozatokrol beszél. Am
a 6.2 fejezete linedris folyamatokra vonatkozik. Az értekezésben szerepld igen altaldnos
feltételek melletti kitétel tehat a linearis folyamatokra utal. Az idézett cikk 6.2 fejezetének
utolsé képletébdl arra gondoltam, hogy a cikk korabbi szakaszdnak eredményei probléma
nélkil atvihetdk linedris folyamatokra, annal is inkébb, mert a szerzék maguk fogalmaznak itt
ugy, hogy a fliggetlen azonos eloszlasu sorozatokra nyert eredmények tobbsége atvihetd linearis

folyamatokra. Azt azonban kétség kiviil nem emlitik, hogy melyek igen és melyek nem. Viszont

Davis and Mikosch (1999, 526. oldal) irja, hogy max, . {J(4)}—InL hatareloszlisa a

standard Gumbel-eloszlas, legalabbis a linearis folyamatok egy eléggé tag korére.

A periodogram csucsainak vizsgalatakor ismert nehézség, hogy amennyiben ... Ezért a
6-7 sorban szerepl6 kijelentés nem helytallo, természetesen annak alkalmazasa sem.
Whittle valamint Grenander és Rosenblatt is vizsgaltak e kérdést és javaslatot is tettek

kezelésére, ez azonban kiilonbozik jeloltétdl. A periodogram legnagyobb cstcsdnak

L
vizsgalata a klasszikus Fisher-teszttel torténhet, ahol a max, . {J(4)}/ ZJ(ZJ-)
=

probastatisztika L paraméterli Fisher-eloszlasu, ha egyaltalan nincsen diszkrét frekvencia. Itt

két megjegyzést kell tenni. Az egyik az, hogy most ne nézziik, honnan ismerjik a



J(4;)=1(4,)/9(1;) kifejezésben g(4;)-t. A masik az, hogy a teszt eredetileg gaussi

L L
fehérzajra vonatkozik, amikor J(1,)/ Z J(1,)=1(4;)/ z 1(4;). A
j=1 j=1

L
max .., {J ()} Z (J(4)/L) aszimptotikus megfeleldje az, hogy max, {3(4)}=InL

j=1
hatéreloszldsa a standard Gumbel-eloszlas; lasd el6z0 kérdés. A probléma a masodik
legnagyobb periodogram elem vizsgélatakor kezdddik, ahogyan azt a biralo jelzi. Legyenek
L
Joy:dgrady @ J(/Ii)/ZJ(Zj) értékek csokkend sorrendbe rendezve, illetve legyenek
j=1

JO @, I0 a J(4,) értékek csokkend sorrendben. Két ut kindlkozik. Az egyik, hogy a

mar kivalasztott J,, értéket kirekesztjiik a tovabbi vizsgalatbol ugy, mintha nem is létezett

)
volna, hiszen az 6hozzé jaruld frekvenciat mar a diszkrét spektrumhoz soroltuk, és igy a

fennmarad6 tobbi, egyelére nem a diszkrét spektrumhoz tartozonak tekintett frekvenciaval

L
dolgozunk tovabb. Ekkor J , /ZJ( iy (L-1) paraméter(i Fisher-eloszlasinak tekinthetd, ha
j=2

nincsen masodik diszkrét frekvencia. Ennek a Whittle altal javasolt modszernek az

aszimptotikus megfeleléje az, hogy J® —In(L —1) hatéreloszlasa a standard Gumbel-eloszlas.

Masik lehetdségként diszkret frekvenciak hianya mellett Grenander megadta J ., valoszintiségi
eloszlasat, ami az r-edik periodogram elem (pontosabban: egyszerre az elsd r elem) tesztelésére
szolgal. Ennek aszimptotikus megfeleléjét alkalmazom J -re r=2 esetén az értekezésben,
amikor azt irom, hogy ,,vizsgaljuk a méasodik legnagyobb normalizalt periodogram értéket az 6
hatareloszlasaval”. Ez a hatareloszlas a J® —InL (max,., {J(4)}-InL) kifejezésre

vonatkoz6 standard Gumbel-eloszlasbol megadhatd. A probléma az, hogy mindez csak akkor
miikodik, ha hatarozott elképzelésiink van a diszkrét frekvencidk r szamarol (ismerjiik r-t), és

akkor elegendd volna csupan J ,, -rel foglalkozni. A gyakorlatban azonban r rendszerint nem

ismert, ezért haladunk Iépésrél-1épésre (r=1,2,...) addig, amig talalunk diszkrét frekvenciat.
Végso soron ugy latom, hogy a biral6 olyan technika alkalmazasat igényli télem, ami ugy tlnik,
nem is létezik. Hiszen az 4ltala emlitett Whittle vagy Grenander-modszer gyakorlati
kivitelezése, mint lattuk, kritizalhatd, rdadasul €ppen a Grenander-moédszer aszimptotikus

verzidjat alkalmaztam.



41. oldal A Matyasovszky 2012b hivatkozas a jegyzékben nem talalhaté. A helyes
hivatkozas a Matyasovszky (2013a). A 2012b egy korabbi esetre vonatkozott volna, amikor a
cikk még nem volt kdtetbe foglalva, hanem csak online médon volt elérhetd.

44. oldal A null-hipotézis elfogadasi tartomanyanak meghatarozasa hibas. Itt
sajnos olyan hibdba estem, aminek inkabb az ellenkezdje torténik velem. Nevezetesen,
tulmagyardztam egy dolgot, amit nem kellett volna, és igy az egyébként szerencsétlen
magyarazat félre vitte a Iényeget. Nem kellett volna szerepelnie annak, hogy ,,E A -tol fliggd
kvantilis lesz azon null-hipotézis elfogadasi tartomanya az & 100% szignifikancia-szint mellett,
hogy az iddsorbdl nyert periodogram az OLS-AR(1) spektralis sitiriiségb6l szarmazik”. A
Iényeg ugyanis minddssze a szimulacios eljaras leirasa lett volna, és akkor vilagos lett volna az
is, hogy szandékom szerint az egyes frekvencidkban kiilon-kiilon keriil dsszehasonlitasra a
periodogram ¢és a frekvenciatdl fiiggd, a szimulacios eljarassal nyert kritikus tartomany.

45. oldal 3.1.3. Voros zajként az irodalomban altalaban olyan folyamatot
interpretalunk, amelyben a teljesitmény csdkken a novekvd frekvencia mellett... Ezzel
pontosan egyetértek, am az észrevétel folytatdsa meglehetdsen ellentmondésos. Elészor az
szerepel, hogy A jelen értekezés semmit nem mond arroél, mit ért vorés zajon... Ez nem
igy van, mert a 39. oldal aljan irom, hogy ,,a vor0s zaj azt jelenti, hogy az egyre kisebb
frekvenciak egyre fontosabb szerepet jatszanak a folyamat kialakitdsdban, tehat a spektralis
stiriség a magas frekvenciak iranyaba monoton csokkené”. Masrészt az szerepel, hogy ... A
jelolt publikacidja (Matyasovszky 2013b) tartalmaz definiciét, de: ... az alapjan a fenti
AR(1) alosztalyt tekinti csupan voros zajnak. Itt egyrészt nem tudom, hogy az emlitett cikk
vOros zajnak a Matyasovszky (2013b) tanulméanyban. Ennek épp az ellenkezdje igaz. Az egész
cikk 1ényege, €és ez igy van az értekezésben is, hogy a spektralis stirliségfiiggvény analitikus
formajara tett feltételezés nélkiil becsiilom a novekvo frekvenciak iranyaba monoton csdkkend
spektralis sirliséget. Eppen ezért targyalom az izoton regressziot a 3.1.3. fejezetben és
alkalmazom a 3.2.4. fejezetben.

45. oldal A linearis folyamat szokasos definiciojaban szereplé zaj fiiggetlen
értékii, tehat nem egyszeriien korrelalatlan ... Ez valoban igy van. Ugyanakkor az itt
kovetkezd eredmények, példaul a (3.24) formula, mar korrelalatlan esetben is igaz. Altalaban a
kiilonb6zé modelleket probaltam (mint mas is) a legaltalanosabb mddon értelmezni, ezért
Jenkins, 1970). Ennek persze az é4ra az, hogy az értekezés azon részeiben, ahol a

korrelalatlansag megkovetelése nem elég, ott mindeniitt emliteni kellett volna a fliggetlenséget.
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Ennek elmulasztasa matematikailag hiba, de ismét a valaszom kezdd megjegyzésére kell
utalnom: nem kivantam a klimatologus olvasokat a szamukra valoésziniileg apronak tiind
eltérések ismétlésével terhelni.

45. oldal A (3.24) képlet szerintem hibas a kozolt altalanossagban.
valésziniileg a generaloé zajok azonos eloszlasa is kell, e feltétel meglétét viszont

szerintem a tovabbi alkalmazas soran ellendrizni kell. A képlet onmagaban helyes, de elotte

harom sorral az Y® =aY® +e®  értelmezésénél sajnos  lemaradt, hogy

e® =(@1—-a*)"?p"? ¢, ahol p definicidja (3.24) utan azonnal kvetkezik (p = be ). Az
j=0

e(® zaj tehat az e, zaj olyan konstansszorosa, hogy Y, és Y,® szérdsa megegyezzék, hiszen Y,

-t Y, -val probaljuk kozeliteni. Az, hogy e® és e, tekinthetd egymaés konstansszorosainak

Galbraith and Zinde-Walsh (2002) 2.1. fejezetébdl lathaté. A (3.24) formula tovabbi
alkalmazasarol egyébként nincsen sz6, hanem egy lineéris folyamatnak egy AR(1) folyamattal
torténd kozelitésének kérdésére kivanok ravildgitani, megalapozva ezzel a spektralis
strtiségnek a periodogram izoton regresszidval torténd becslését.

52. oldal 13. sor ,,Az adatokat standardizaltuk” ... ez szerintem nem hasznos
lépés, bar a periodicitas vizsgalatot kétségteleniii nem rontja el.... Matematikai
szempontbol semmi szilikség a standardizalasra, &m az éghajlati adatsorokat a klimatologusok
nagyon gyakran centraljadk (anomaliaképzés), s6t standardizaljak, amitdl az adatsor vizualis
megjelenésének szemléletesebbé valasat remélik. Tehat egyszeriien kovettem a klimatoldgiai
tradiciot.

55. oldal 4. sor ,,.... enyhe, de szignifikans csuics ...”. Mint a 39. oldalon tett
megjegyzésem mutatja, nem ismerjik a periodogram sokadik csucsanak eloszlasat,
ezért nem értem, milyen értelemben ,,szignifikans” ... Itt nem a periodogram valahanyadik
csticsardl van szo6, mert akkor ezt a frekvenciat nem volna érdemes emliteni, ugyanis itt a
sokadik cstcs 1ép fel. A megfogalmazas azt jelenti, hogy a 44. oldalon ismertetett modon
meghatarozott frekvenciafiiggd kritikus értéket az adott periodogram elem meghaladja. Mivel
egy adott szignifikancia-szinthez tartozo6 kritikus érték az iddsorhoz illesztett AR(1) modell
spektralis stirliségének felhasznalasaval késziilt, ez azt jelenti, hogy ebben a frekvenciaban a
spektrum szignifikdnsan eltér az AR(1) spektrumtol. Ez az 53. oldal 4bra alatti 0j bekezdést
nyitd mondatabol kiolvashato.

56. oldal Az autoregressziv egyiitthaté 0,989 és 0,999 koézé esik. Ez a
stacionaritas hatarara esé érték, ... Nyilvan nem lehet ugyanolyan médon, ugyanolyan

megbizhatésaggal vizsgalni, mint a stabil rezsimet. ... Ennek tiikrében nem csoda az
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OLS-AR(1) és a WLS-AR(1) kozotti oriasi kiilonbség. A stacionaritds problémajaval
kapcsolatos vélemény nyilvan jogos, és végsé soron magam is hivatkozok erre, amikor irom,
hogy a megmagyarazhatatlan ,.ciklusok Osszhangban vannak egy el6z6 vizsgalatunkkal
(Matyasovszky, 2010b), ahol a széban forgd periodusidd iddbeli valtozasat elemeztiik.” Itt a
szoban forgd periddusidé a 100000 év koriilit jelenti, ami az idézett tanulmanyom szerint
idében nem allando, hanem jo kozelitéssel a két itteni megmagyarazhatatlan peri6dusid
k6zott mozog. A hangsulyt azonban nem erre, hanem az autoregressziv egylitthatdo OLS és WLS
becslése kozotti kiilonbségére akartam helyezni. Nem emlitettem, de most potlom, hogy
szimulacios kisérleteket végeztem AR(1), AR(2) és MA(1) (elsérendii mozg6 atlag) folyamatok
esetére. Azt tapasztaltam, hogy amikor az iddsor AR(1)-bdl szarmazott, akkor a becsiilt OLS
¢s WLS autoregressziv paraméter gyakorlatilag megegyezett. Minél jobban kiilonbozott
azonban a generdlé folyamat az AR(1)-t6l, annal inkdbb kiilonbozott az autoregressziv
paraméter kétféle becslése, €s igy a hozzajuk tartozo spektralis siirliség is tigy, hogy az altalam
javasolt WLS spektralis striiség kozelitette jobban a valdsagos spektralis stirliséget. Az
autoregressziv paraméter kétféle becslésének kiillonbozdsége tehat bizonyos értelemben a
folyamat AR(1)-t61 valo eltérését jellemzi.

58. oldal Az északi hemiszféra adatait a linearis folyamatokra ismertetett
mobdszere segitségével kivanja elemezni. Fontos lenne tehat el6tte megvizsgalni, vajon
jogos-e linearis folyamatként jellemezni ezt az adatsort. ... nem lathaté, jogosak-e az
elvégzett vizsgalatok, eredményiik mérvadé-e. A klimatologia irodalma (és biztosan nem
csak a klimatologiaé¢) meglehetdsen bovelkedik olyan spektralis elemzésekben, ahol egyaltalan
nem vizsgaljak az adatsor linearitasat. Ugy is mondhatnam, ez a standard eljaras. Nem latom
ezért, miért csak a jelen alkalmazas esetében latszik ez problémanak. Ugyanakkor sejtem, a
linearitas kérdése nyilvan azért vethetd fel, mert nemlinedris folyamatbol szdrmazé iddsor
esetében mind a periodogram izoton regresszidjan alapuld, mind — végs6 soron — a legkisebb
négyzetek modszerén alapuldé AR(1) spektralis siiris€ég becslés mas tulajdonsdgokkal
rendelkezhet, mint linearis folyamat esetén. Itt a legkisebb négyzetek modszerét azért emlitem,
mert az autoregressziv egylitthatd becslését igy végeztem el. Az irodalom tanulméanyozésa
soran arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy az izoton regresszion alapuld spektrumbecslés ilyen
altalanositasa bizonyosan nem tortént meg. A legkisebb négyzetek esetében mar nem vagyok
ennyire biztos, de egyrészt én nem talaltam ilyet, masrészt csoddlkoznék, ha a nemlinearitas
minden formdja ugyanugy lenne kezelhetd. Ezért ha valamilyen tipusi nemlinearitasra mégis
volna eredmény, és azt alkalmaztam volna, a birdldo bizonyosan azt kritizalnd, hogy milyen

alapon vonatkoztatom az adott specidlis eredményt egy potencidlisan mas jelleg



nemlinearitasra. Ezért a birdlat kézhez vétele utan a surrogate data (Theiler et al., 1992)
modszerrel megvizsgaltam, hogy az idésor lineéris folyamatbol szarmazasanak null-hipotézise
fenntarthato-e. Arra jutottam, hogy a null-hipotézis viszonylag sziik elfogadasi tartomanyat
biztositd 10%-0s szignifikancia-szint mellett sem kivanatos a linearitas elvetése.

... miért érdekes, hasznos, informativ a voros zaj spektrumhoz hasonlitani az adatsor
AR(1) spektralsiiriiség becslését. Itt két becslés 6sszehasonlitasardl van szé, ezért az
eltérés szerintem elvileg éppugy szarmazhat a becslések tulajdonsagaibol, mint a
folyamat AR(1)-t6l eltéré strukturajabél. Természetesen egyetértek, a kiilonbozdségek
valamilyen mértékben a becslési tulajdonsagokbol fakadnak. Rendkiviil valoszintitlennek tiinik
azonban, hogy a kétféle spektralis striiség kozotti Oriasi kiilonbség nagyrészt a becslési
hibakbol szdrmaznanak, hiszen ez azt jelentené, hogy legalabb az egyik modszer abszolut
megbizhatatlan lenne. Masrészt a periodogram tesztelésére vonatkozo6 kritikus értékeknek
meghatarozasat célzod, a 44. és a 49. oldalon ismertetett eljarasok figyelembe veszik a becslések
bizonytalansagat; lasd a kovetkezd észrevételre adott valaszt. Ezért az eltérés, meggydzodésem
szerint, a folyamat AR(1)-t61 eltér6 strukturajabol fakad.

... az eltérés alapjan hogyan lehet egyes ciklusokra érdemi kovetkeztetéseket levonni.
A kétféle stirliség kozotti kiilonbségbdl nyilvan nem lehet, de nem is ez torténik. A kétféle
madszer esetében kiilon-kiilon néztem azokat a frekvencidkat, ahol a periodogram kiviil esik az
adott modszerhez tartoz6 kritikus értéken, majd egyszerlien felsoroltam a kétféle eredmény
kozotti kiilonbségeket.

62. oldal. Jol ismert tény, ... Ez azonban egyaltalan nem jelenti azt semmilyen t
idépont esetén sem, hogy Y(t) és Y(t-1) kapcsolata determinisztikus lenne. A sz6 szigoru,
matematikai értelmében biztosan helytelen volt a determinisztikus jelz6 hasznalata. Egy
klimatologus azonban egy sztochasztikus folyamat modell mogé nyilvan odaképzel olyan
¢ghajlati elemet, jelenséget, aminek viselkedése vélhetdleg jol leirhatd a szoban forgoé modellel.
Ezért ha bizonyos idOpontokban az aktualis éghajlati elem értéke hiba nélkiil, pontosan, az
el6z6 idépontbeli érték ugyanazon konstansszorosa, akkor én ezt az ilyen adatparok kozotti
kapcsolatot a sz6 hétkoznapibb értelmében tovabbra is determinisztikusnak nevezném.

63. oldal 1. sor: ,lognormalis AR(1) modell”.... Az értekezés 62. oldal utolso eldtti
bekezdésének végén szerepel az a megfogalmazas, hogy ,.illetve Grunwald et al. (2002) a
feltételes stirtiség egy széles osztalyaval altalanosabb keretbe helyezte a problémat.” Ez a
kijelentés nyilvan nem volt kell6en karakterisztikus, ezért nem keltette fel a birald figyelmét.

Az emlitett cikk ugyanis a stacionarius eloszldsok meglehetdsen tag korére értelmez AR(1)

folyamatot. Itt az Y,-nek az Y, , -re vonatkozoé feltételes eloszlasahoz kapcsolodo E[Yt |YH]



feltételes varhato érték Y, ; linedris fiiggvénye, a feltételes variancia pedig a feltételes varhatod

érték kvadratikus fiiggvénye. E fiiggvényekben szereplo konstansok konnyen megadhatok arra
az esetre is, ha az emlitett feltételes eloszlas lognormalis. A cikkben szerepld Proposition 3

alapjan vilagos, hogy egynél kisebb nem negativ autoregressziv egyiitthat6 esetén Y, ergodikus,
lognormalis stacionarius eloszlassal, ha Y,-nek az Y,, -re vonatkozo feltételes eloszlasa

lognormalis. Az ehhez tartoz6 varhato érték és variancia a Proposition 1 és 2 alapjan nehézség
nélkiil megadhato.

. az irodalom hasznalja a lognormalis AR(1) modell kifejezést mas értelemben, ...
Ekkor azonban a folyamat egylépéses autokorrelaciéja nem egyenlé az AR(1)
paraméterrel, pedig a jelolt a 4.3 formulaban igy hasznalja, tehat egy ilyen valasztas a
4.3 formulat és ezzel a tovabbiakban mondottakat érvénytelenitené. A (4.3) formulédban

semmilyen autokorrelacidé nem szerepel, egyszerlien felirtam egy u és o paraméterii
lognormalis stirtiségfiiggvényt. Itt most a formula x = u(t) =a, +a, In(y, ,) tagjaafontos, ami

a normalis és lognormalis eloszlasok kozotti kapcsolatbdl, tovabba Grunwald et al. (2002)

normalis eloszlasra vonatkoztatott javaslatabol kovetkezik. Az a,,a,, tovabba a (4.3)-ban még

szerepld o becslésének ismertetése a formula alatti részben talalhatd. Erre a kezelési modra
azért van szilikség, szemben Grunwald et al. (2002) lognormalis eloszlasra vonatkozoé eredeti
javaslatdval, mert a (4.3)-ban szerepld paramétereknek a parlagfii pollen 1égkori

67. oldal 4.1.2.2. Ellentétben a jelolt altal leirtakkal, az ARCH modell stacionarius
megoldasanak szérasa igenis allandd, ... Ami idéfiiggd, az a feltételes szoras.
Egyetértek. Bar szovegkornyezetébdl kiragadva a 4.1.2.2. fejezet elsd, bevezetd mondata
valdban nem helytélld, a tovabbi mondatok éppen azt ismertetik, amit a biralé6 mond.

A 4.16 formulaval adott g(t) valésziniiségi valtozé, ..., mégis fliiggvényként
hivatkozik ra a jelolt. Valoban igy van, pongyola a szoéhasznalat.

68. oldal Az ARCH folyamat paraméterbecslésére leirt eljaras a kvazi-maximum-
likelihood, melyet a szerz6 pszeudo-maximum-likelihoodnak nevez. Bosszant6 eliras,
hiszen az altalam hivatkozott Franq and Zakoian (2004) tanulmany egyértelmiien kvazi-
maximum-likelihoodrol szol.

68. oldal Nem tudom mit ért a szerzé ,,valésagos eloszlason” ... A stacionarius
eloszlasrol bizonyitott, Gauss zaj esetén ... valéban nem lehet Gauss - talan erre

gondolhatott a szerzé. Valoban ez utdbbira gondoltam, de az aktudlis gondolatmenet



szempontjabol ez nem relevans, ezért a mondatot tordlni akartam, am az értekezés szamos
atolvasasa soran mindig elsikkadt f616tte a figyelmem.

69. oldal A 28. oldalon a jel6lt leirja, hogy a pollenkoncentracié értékei jelentésen
autokorrelaltak. ... a 69. oldalon Kolmogorov-Szmirnov-prébat alkalmaz ezen adatokra.
Ismert, hogy a K-S teszt félrevezeté6 eredményeket adhat, ..., illetve az el6irtnal
lényegesen magasabb az elsé6faju hibaja autokorrelalt esetben, ..., ezért Matyasovszky
ezen érvelése a lognormalis eloszlas mellett nem tal meggy6zd. Szerencsére pontosan
ellenkezd a helyzet: az érvelés még meggy6zébb, mint ami az értekezésbol elsore latszik.
Példaul Zhang and Wang (2010) ndvekvd autokorrelaltsagu adatok esetére a fiiggetlen adatok
esetéhez képest a teszt novekvd elséfaju hibajat, tovabba ndvekvd erejét detektalta. Ennek
kovetkeztében adott szignifikancia-szint rogzitése utan nagyobb eséllyel varhatjuk a null-
hipotézis elvetését, mint fliggetlen adatok esetében. A null-hipotézis jelen esetben az, hogy a
napi 1égkori pollenkoncentraciok lognormalis eloszlast kdvetnek. Ezért ha azt latjuk, hogy a
korrelalt adatok esetében adott szigninfikancia-szint mellett nincs ok elvetni a null-hipotézist,
akkor fliggetlen adatok esetében még kevésbé volna okunk elvetni a null-hipotézist.
Szemléletesen fogalmazva: ha az adatok korrelaltsadga mellett arra jutunk, hogy a lognormalis
eloszlas jo modell, akkor ezt még biztosabban allithatnank fliiggetlen adatok esetében.

74. oldal Az AIC kritérium koztudottan tulbecsli a rendeket. Mas informacioés
kritériumokat ... szamitott-e? Az ilyen jellegii feladatok esetében az AIC és BIC kritériumot
is nézni szoktam. Gyakran, bar nem mindig, tapasztaltam, hogy a kétféle kritérium ugyanolyan
rendi modellt talalt optimalisnak. Ha a két kritérium két kiilonb6z6 fokot talal optimalisnak,
akkor nyilvan ott a kérdés, hogy melyiknek higgyiink. Ha példaul egy ismert rendii AR
folyamatbol szarmazo6 idOsorra alkalmazzuk a kritériumokat, akkor AIC nem nyu;t konzisztens
becslést, mig BIC igen (Medel and Salgado, 2012). Nevezetesen, az iddsor hosszaval
végtelenhez tartva az AIC pozitiv valdszinliséggel tulbecsli a rendet, mig az alulbecslés
valoszinlisége nulldhoz tart. (BIC esetében az alul- és feliilbecslés valdsziniisége egyarant
nullahoz tart.) Kérdés persze, hogy egy rogzitett hosszisag esetén mennyire teljesiilnek az
aszimptotikus tulajdonsdgok. Kiilonbozd szimulaciods kisérletek azt jelzik, hogy nem nagyon
hosszu adatsor esetén BIC jelentds valoszintiséggel alulbecsli a rendet, mig AIC esetében az
alul- és foliilbecslés esélye kiegyenlitettebb (Liew, 2004). Az alulbecslés, és igy egy
szisztematikus hiba csokkentése érdekében ilyenkor tehat célszeriibb az AIC hasznélata. Hogy
mi az az idésor-hossz, ami alatt az AIC, folotte pedig a BIC az elényosebb, erre tudtommal nem
ismert vilagos szabaly. Az értekezés konkrét esetében ez azt jelenti, hogy, Vostokra nem csak

AIC, hanem BIC is egyértelmtien AR(3)-at jelzett optimalis modellnek. NGRIP-re AIC AR(5)-



Ot talalt optimalisnak, mig BIC értéke kézel van egymashoz az AR(3) és AR(S) esetében, de
szigorian véve az AR(3) a BIC-re alapozott dontés. Az AIC-BIC-adathossz problémakor miatt
néztem meg a zaj varianciajanak és a Portmanteau-probastatisztika értékének a modell rend;jétol
valo fiiggését is (ahogyan azt a vonatkoz6 sorokban emlitem is az értekezésben), €s mindezek
alapjan sziiletett NGRIP-re is az AR(3) dontés.

74. oldal, alulrél a 2. sor. ,,Mindkét zaj igen alacsony szintii...”, de mihez képest?
Onmagaban a kis szérasu generalé zaj nem biztosit j6 elérejelezhetéséget... Ez a
megjegyzés tehat nem allja meg a helyét. Megallja a helyét, mert kordbban emlitettem, hogy
az 1dosort standardizaltam, tehat egy szorasuva tettem. Ezért a zaj szorasanak alacsony szintje
az egy szorashoz képest alacsony. Latszik tehat, hogy nem volt haszontalan a korabban kritizalt
standardizalas.

75. oldal utolsé sor A két folyamat csupan linearis kapcsolatban nem all,
nemlinedrisban allhat. Ez természetesen igaz, de nyilvanvald, hogy a linearis modellezés
targyaldsa soran magam is a linearis kapcsolatra gondoltam. Rdadasul a nemlinearis modellezés
a kovetkezd oldalon el is kezdddik a 76. oldal elsé bekezdésének utols6 harom mondataban
emlitettek miatt.

76. oldal 8. sor. Mi a trend, hogyan becsiilte, miel6tt kivonta. Ez a kovetkezo
mondatban, igaz tdomoren, de szerepel, hiszen irom, hogy ,,A trendeket ezuttal is a WLR
modszerrel  becsiiltiik, melynek részletei megtalalhatok Matyasovszky  (2010b)
tanulmanyaban.”

77. oldal Erdekelne, hogy az itt leirt ... modellt hogyan, milyen szoftverrel
becsiilte. Az eljardshoz Cai et al. (2000) alapjan magam készitettem szamitogépes
programokat.

83. oldal ,,... ami nemlinearis ARCH folyamat sziikségességét veti fel.” Az ARCH
folyamat maga egy nemlinearis folyamat... A szerzé altal emlitett nemlinearitason itt
rezsimvaltas értendé... Itt megint egy olyan pongyolasagrol van sz6, amit azért kovettem el,
mert azt gondoltam, hogy a nem matematikus olvasdk szdmara igy érthetobb. Raadasul, a
kovetkezd sorokban a gondolat folytatasaként és magyarazataként magam is kijelentem, hogy
az ARCH folyamat nemlinedris, amikor azt irom, hogy ,,igy a nemlinearis ARCH modellhez
tovabbi nemlinearitas csatlakozik.”

Sajat, elsdésorban hidrogeolégiai folyamatokra vonatkozé tapasztalataim szerint
a klasszikus ARCH-GARCH folyamatok tul vastag farku eloszlassal rendelkeznek, ezért
nem alkalmasak ilyen célra, a feltételes variancia négyzetesnél kisebb kitevdjii

valasztasa hasznosabbnak bizonyult. ... végzett-e, s ha igen, milyen vizsgalatokat a
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jelolt, amelyek megalapozzak az ARCH folyamat hasznalatat. Korabban nem végeztem
ilyen vizsgalatot, mert az értekezés 19. abrajan lathatd klaszterez6dé adatsor szdmomra
egyértelmiien ARCH-GARCH tipust hatast jelzett. Raadasul az ARCH, illetve GARCH modell
fokara BIC nullanal 1ényegesen nagyobb értéket jelzett, amely foknak nullanak kellene lennie
ARCH-GARCH hatas jelenléte nélkiil. A biralat kézhez vétele utdn azonban elvégeztem a
Lagrange multiplier tesztet (Lee, 1991) is. Nem meglepd mddon ez ahhoz vezetett, hogy
gyakorlatilag minden ésszerli szignifikancia-szinten el kellett vetni az AR folyamat zajara
vonatkoz6 ARCH hatés hianyat feltételez6 null-hipotézist.

... hianyolom a goodness of fit vizsgalatokat. Az értekezés (4.27)-(4.29) formulaival
megadott modell értékelése valoban megmaradt azon a ponton, hogy a Dansgaard-Oeschger
(DO)-események idésor modell alapu értelmezése és ezen események detektalasa klimatologiai
alapon kifejezetten sikeresnek mondhat6. Hadd emlitsem meg, hogy az ARCH tipusi modell
alkalmazasdnak felvetddésekor nem is szdmitottam az értekezés 20. abrdjan lathatdo meggy6zo
képre. Utdlag a modell matematikai értékelésére Portmanteau-probat végeztem. Ez azon

alapszik, hogy haa (4.27)-(4.29) modell helyt al16 (az idésor a modell folyamatbol szarmazonak

tekinthetd), akkor a z? =e?/g*(t) négyzetes innovaciok korrelalatlanok. Itt

0(t) - {gl(t), e, >058

0,(1). e, <058 ahol g, (t) és g,(t) (4.29) szerint értelmezett. Az iddsor konkrét

értekeit (4.27)-be irva eldallithatd az ezen idésorhoz tartozo négyzetes innovacié iddsora, és
kiszamithatok az ebbdl az id6sorbol becsiilt autokovariancidk. E kovarianciakbol képeziink egy
probastatisztikat (Carbon and Frang, 2010) és dontiink az emlitett proba alapjan a
korrelalatlansagra vonatkozo6 null-hipotézis fenntarthatésagarol. Arra vonatkozdéan nem tudok
szabalyrol, hogy hany kovarianciat vegyiink figyelembe. Ezért elvégeztem a probat M=10, 15,
20, 25 kovariancia figyelembevételével, és a probastatisztika értéke legalabb az 5%-0s
szignifikancia-szinthez tartozo kritikus érték alatt maradt, tehat nem lattam okot a null-hipotézis
elvetésére. Tovabbi autokovariancidk bevonasa esetén azonban a 28-as iddeltolas (1400 évnek
megfeleld) melletti kiugréan nagy kovariancia megzavarja a képet. (A szemléletesség
érdekében az 1. dbran a korrelacidkat tiintettem fel.) Nevezetesen, M=30, 35, ..., 50 esetében
mar az 1%-0s szinten is el kellett vetni a null-hipotézist. Meglehet, bolcsebb lenne nem keresni
magyarazatot e kiugro érték jelentkezésére, de észre lehet venni az 1400 éves iddeltolas és a
DO események jelentkezési gyakorisagaban domindld 1470 év (lasd 3.2.2 fejezet) kozotti
hasonlosagot. Ugy tiinhet, mintha az AR-ARCH modell alul- vagy feliilreprezentalna ezeket az

eseményeket. Alulreprezentalasrol azonban ugy vélem, nem lehet sz6 a 20. abran lathatod
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meggyozd eredmények lattan, ezért marad inkabb az ellenkezd lehetdség. A tulreprezentalas
elkeriilésére valoban alkalmas lehet a biralo altal emlitett Power ARCH tipusti modell, melyet
a késdbbi esetleges nemlinedris idésor modellezési gyakorlatomba be is kivanok épiteni. Lehet
azonban, hogy mégsem errdl van szd, ugyanis a DO eseményekkel kapcsolatos 1470 év tisztan
az elmult 15000 év és 60000 év kozotti idészakban jelentkezik, a megelzd periddusban a 5°0
adatok egyre kevésbé intenziv ingadozdsokat mutatnak. Tehat ez az altalam, az egyszeriiség
kedvéért, tulreprezentalasnak nevezett helyzet valdsziniileg csak az iddsor elején 1éphet fel.
Osszességében gy latom, hogy az altalam l1étrehozott AR-GJR-ARCH modell nem optimalis,
de célkitlizésemnek, nevezetesen a DO események idésor modell alapu értelmezésének €s ezen

események detektalasanak egyértelmiien megfelel.
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1. abra A (4.27)-(4.29) modellhez tartozo négyzetes innovdcio becsiilt autokorreldcioi

Erdekes lenne tudni valamit a jelolt altal felhasznalt szoftverekrdl. A Tézisekben
sz6lok errdl: ,,Elemzéseink mindegyike sajat fejlesztésii szamitogépes programmal késziilt, az
Origin 6 grafikus programon kiviil egyéb szoftvert nem vettiink igénybe.”

Ismét megkdszondm a birdlod alapos munkajat, és remélem, hogy a szamos nem éppen

egyszerl észrevételére adott valaszomat kielégitonek talalja.
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