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0. Eloszo

A véges testekkel koordinatazott terek tobb okbdl is figyelemre méltoak.
Csoportelméleti szempontbol, mert tobb olyan fontos csoport van, mely
természetes modon szépen hat egy véges geometrian, vagy annak vala-
mely részhalmazan. Kombinatorikus szempontbdl, mert tobb extremalis
problémara szolgédltatnak megoldast. Kédelméleti szempontbol, mert beldlitk
nagyon jo paraméterekkel biré hibajavité kodok nyerhetok. Kriptografiai
szempontbdl, mert tobb titkosité modszer is épiil véges terekben definialt
strukturakra. Végiil geometriai szempontbdl, mert szamos klasszikus geo-
metriai kérdés keriil 0j megvilagitasba, amikor véges test feletti analogonjat
vizsgaljuk.

Dolgozatomban véges testekkel koordinatézott (vektor-, affin- és pro-
jektiv) terek kombinatorikusan definidlt részstrukturaival foglalkoztam. Ezen
a teriileten a tipikus gondolatmenet/munkaterv a kovetkezd. Definidlunk
egy struktura-osztalyt, mely leggyakrabban bizonyos metszési tulajdonsagu
ponthalmazokbdl all. Példaul ilyenek a lefogé ponthalmazok (melyeket min-
den egyenes legalabb 1 pontban metsz), vagy altaldban a k-lefogéhalmazok
(melyeket minden &k kodimenzids altér metsz), vagy a sikbeli fvek (melyeket
minden egyenes legfeljebb 2 pontban metsz). Ezutan megnézziik, hogy az
adott osztdlyba tartozé struktirdk (ponthalmazok) mérete milyen értékeket
vehet fel, ezen beliill mi a legkisebb, ill. legnagyobb érték. A kovetkezo
1épésben klasszifikaljuk az ilyen széls6 értékekhez tartozé példak szerkezetét:
ezek az extrém konstrukcidk gyakran ,szépek”. Végezetil belatjuk, hogy ,.a
szépség maganyos” | azaz hogy az extrém /szép példak ,stabilak”: ha taldlunk
egy hozzé ,kozeli” masik példéat (itt a kozelség altalaban méretet, ritkdbban
a struktirat leiré tulajdonsig ,majdnem teljesitését” jelenti), akkor az a
masik példa valdjaban kis valtoztatasokkal ,kijavithatd”, azaz pl. kevés pont
torlésével /hozzdadédséval a szép/extremalis példéhoz jutunk.

A dolgozat témédja a fenti problématipus talan legerésebb moédszerének,
a polinomos mddszernek a bemutatasa. A moddszer kezdetei a hetvenes évek
elejére nyulnak vissza, Rédei, Jamison, Lovasz, Schrijver, Bruen voltak az
els6 alkalmazdi. A gondolat természetes: rendeljink hozza a specidlis kom-
binatorikus/geometriai tulajdonsdggal biré struktirahoz/ponthalmazhoz egy
(tipikusan tobbvaltozds, véges test felett definidlt) polinomot. Vizsgaljuk
meg, hogy az eredeti specidlis tulajdonsdg milyen polinom-tulajdonsagot
eredményez. Ezutdn jellemezziik az ilyen tulajdonsdgu polinomokat. (Ez
szokott nehéz lenni.) Végiil a kapott polinomos eredményt ,forditsuk vissza”
az eredeti, kombinatorikus/geometriai nyelvre.

A moédszer kezdeti alkalmazéi a polinomok egyiitthatéit vizsgaltak, ennek
egyik iranyzata volt a Rédei konyvébol kinovo ,,hézagos polinomos” maodszer.
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Ez a 90-es évek végére érte el cstucspontjat, egyszersmind a hatérait is. Ek-
kor kezdédott a kovetkezo korszak, Szonyi Tamasnak koszonhetéen, aki a
sikbeli probléméakbdl nyert polinomokat mint algebrai sikgorbéket kezdte
hasznalni. Ebben az 6s-Otlet még az Otvenes évekbdl, Segre-t6l vald, de
Segre gorbéi masok, nem algebrai, hanem geometriai definiciébdl jonnek, és
nehezebben kezelhetéek. A téma mai alldsa: a mddszer haromfelé agazott,
Szényi és Weiner egy rezultansokra épiild technikéval, Ball a Segre-mddszer
ujraértelmezésével ért el a kozelmiltban szép eredményeket. Egy harmadik
utrol szol a dolgozat 14. szakasza, errdl kicsit lejjebb irok.

Az elOszd végén a konnyebb olvashatosag kedvéért megadok par definicidt,
jelolést. GF(q) mindig egy ¢ elemszamu véges test, ¢ = p* primhatvany, p a
karakterisztika. E test felett definidlt projektiv n-dimenziés teret PG(n, q)-
val, az affin teret AG(n, q)-val jeloljiikk. PG(n,q)-nak ¢" +¢" ' + ... + ¢+ 1,
AG(n,q)-nak ¢" pontja van. A projektiv teret ugy képzeljik, mint az af-
fin térnek és egy ,idedlis hipersiknak” az unidjat, ez utébbit H.-vel jeloljiik,
pontjait pedig idealis pontoknak vagy irdnyoknak hivjuk. Az affin tér pontjait
vektortér-koordinatédkkal, a projektiv tér pontjait homogén koordinatdkkal
irjuk le, azaz (ay, as, ..., a,) € AG(n, q) ill. (ai,as, ..., an+1) € PG(n,q). A pro-
jektiv tér hipersikjaira szintén homogén, szogletes zarodjelbe irt koordinakat
hasznélunk: [x1,2s, ..., T, 41], és egy pont illeszkedik egy hipersikra, ha a ko-
ordindta-vektoraik skaldrszorzata > a;x; = 0.

Az affin AG(n, q) tér egy U ponthalmaza altal meghatdrozott irdnyok: az
U-bol vett pontparok altal meghatarozott egyenesek idealis pontjai.

A PG(n,q) projektiv tér k-lefogohalmazdnak neveziink egy olyan pont-
halmazt, mely minden k-kodimenzids alteret metsz.

Az aldbbiakban igyekeztem a dolgozat tétel- (és egyéb) sorszamait, elne-
vezéseit hasznalni.

1. A hattér

A dolgozat elsé néhany (4-8) szakaszdban a témakorhéz sziikséges
hattérismereteket gytijtottem Ossze. Ez a rész is tartalmaz kisebb-nagyobb 1j
eredményeket, valamint nehezen elérhetd, esetenként ,folklér” eredményeket.
Mindebbdl kiemelném az 5. szakaszt.

A dolgozat (és a témakor) legfontosabb fogalma a Rédei-polinom.
Legyen S egy ponthalmaz PG(n,q)-ban. Ennek Rédei-polinomja
RY(X1, X2, ..o, Xpp1) =

R(X1, Xy, .., Xpp1) i= H (a1 X1+ asXo+ ... 4+ ap1 Xni1).

(at,...ant1)€S
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Ez tehat egy teljesen reducibilis polinom, amelybe behelyettesiteni a tér
(1, X9, ..., Tny1] hipersikjait szoktuk. R(xy,zs,...,2,11) pontosan akkor lesz
0, ha a behelyettesitett hipersik metszi S-et, s6t, mivel R mint algebrai hiper-
felillet (a dudlis n-dimenziés projektiv térben) éppen a linearis faktorainak
megfeleld hipersikok unidja, ezért a (dudlis) tér (xq,xs, ..., Tny1) pontjanak
multiplicitdsa R-en nyilvédn annyi, ahdny pontban az [x1, s, ..., £,,41] hipersik
metszi S-et. Specidlisan pl. ha S lefogohalmaz a hipersikokra nézve, akkor R
minden helyettesitésre eltlinik, az ilyen polinomok pedig konnyen jellemez-
hetéek (lasd kés6bb).
Egy érdekes példa az alabbi:

Result 5.7. (SzP) Legyen S az X* — Y Z egyenleti kupszelet PG(2, q)-ban.
Ekkor S Rédei-polinomja

RIX,Y,2)=Y [] (X+Y +2)=Y(Z'+Y"'Z - O%Y%Z%—
teGF(q)
_CLBXQY%Z% _ OBXZLY%Z% — Cqu—3Y22 N C()Xq_IZ),
ahol Cy, = k%l(zkk) a hires Catalan-szamok.

Szintén az 5. szakaszban taldlhaté a Rédei-polinom derivaltjairdl és
Hasse-derivéltjairdl egy részletes elemzés.

A dolgozat stiriibb része a 9. szakaszban kezdddik. Itt elGszor egy
altalanos sémat vazolunk fel, és izelitét adunk a klasszikus gorbés stabilitasi
eredmények stilusabol. Ime kéziiliik néhany példa:

Result 9.1. (Szényi) Legyen B C PG(2,q) egy olyan lefogohalmaz, amely
,,majdnem Rédei tipusi”, azaz |B N AG(2,q)| = q+ ¢ affin pontja van, ¢ <
Va/2. (A ,Rédei tipusi” azt jelentené, hogy € = 0.) Ekkor B-bdl ki lehet
tordlni e affin pontot gy, hogy a maradék még mindig lefogohalmaz (és persze
mar Rédei-féle) legyen.

Result 9.2. (SzP) Legyenek f;(T), i =1, ...,q — ¢ legfeljebb d-edfoki polino-
mok, és tegyik fel, hogy {(t, fi(t)) : t € GF(q)} grafikonjaik pdronként disz-
gunktak. Ekkor ha € < c\/q akkor taldlhatunk tovabbi fo_cq1(T), ..., fo(T),
szintén legfeljebb d-edfokiu polinomokat gy, hogy ezen q polinomgrafikon
particiondlja az AG(2,q) affin sikot.

Megjegyezziik, hogy itt, kis modositassal a fokszamfeltétel helyett
kikothetjiik azt is, hogy a polinomok egy elére rogzitett polinom-altérbol
valok legyenek.

Ide kapcsolddik, mint klasszikus jellegii stabilitasi eredmény, a 13. szakasz
anyaga.

Adott PG(3, g)-ban egy kip (azaz egy sikban ¢ 4+ 1 pont, a kip alapja, a
sikon kiviil egy V' pont, a kip csticsa, ekkor a kip az alap pontjait a csticcsal
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Osszekotd egyenesek uniéja, ¢(q + 1) + 1 pont). Ha az alap egy méasodrendi
sikgorbe, kvadratikus kipnak hivjuk. Egy kiup flockja: a csicstél kiilonb6zo
pontok particidéja ¢ diszjunkt sikmetszetre, azaz a kup paldstjat ¢ darab,
az alappal hasonlé sikidomra particiondljuk. FErre egy lehetoség: egy fix, a
kiptol diszjunkt egyenesen atmend sikokkal felszeletelni a kipot (in. linedris
flock). A kérdések: van-e mds, illetve ha mar taldltunk ¢ — e diszjunkt
sikmetszetet (parcidlis flock), akkor az mindig kiegészithet6-e flock-ka, ha
e elég kicsi (stabilitds, kiegészithet6ség). A kérdés nem Onmagéért vald,
szamtalan geometriai probléma ekvivalens vagy visszavezetheto a flock-os
kérdésekre (mar a kapcsolddasi viszonyoknak is kiilon irodalma van): ide kap-
csolédnak PG(3,q) bizonyos egyenes-particiéi (spread), transzldcidsikok, g-
klanok, eldcids dltalanositott négyszogek, PG(2, ¢) ovélis-seregei (herd), stb.

Kvadratikus kipra a specidlis ¢ = 2" esetben Storme és Thas (m4s tételek
alkalmazdsaval) bebizonyitottdk a fent leirt kiegészithetéséget ¢ < /g ill.
e < /2q esetén, attdl fliggben, hogy ¢ négyzetszam vagy sem, de dltaldnos
g-ra semmit sem tudtunk. Kvadratikus kupra sikeriilt altalanos egyértelmi
kiegészithetOséget bizonyitanom, ha ¢ < i\/@ illetve ¢ = p prim esetén ha
e < %p + 1. Majd ezt altalanositottam arra az esetre, ha a kip alapja
az {(1,t,t%) : t € GF(q) U {oco}} homogén sikgérbe. Ekkor az analdg
korldt e < [45./q) lesz. A bizonyitésaim teljesen killonboznek a Storme-
Thas-féle , geometriai” uttol, elemi szimmetrikus polinomokra és algebrai
gorbékre épiilnek, lényegében a fentebb, ill. a 9. szakaszban leirt klasszikus
értelemben. A kapott eredmények tobb esetben direkt médon atfordithaték
a fent emlitett kapcsolodé struktirak stabilitdasi eredményeivé.

2. Iranyok és lefogéhalmazok

A dolgozat nagyobbik része iranyokkal és lefogohalmazokkal foglalkozik. Az
affin AG(n,q) tér egy U ponthalmaza &ltal meghatdrozott iranyok: az U-
bdl vett pontparok altal meghatarozott egyenesek idedlis pontjai. A klasszi-
kus, Rédeitdl szarmaz6 kérdés az volt, hogy hany irdnyt hatdroz meg egy
f : GF(q) — GF(q) fuggvény grafikonja, azaz a ¢ elemil {(z, f(z)) :
r € GF(q)} C AG(2,q) ponthalmaz. Itt az irdnyok nyilvan az %ﬁ(y}
kiilonbségi hanyadosoknak felelnek meg. Az eredeti irdnyproblémat Rédei
Abel-csoportok (Pdlya-féle) faktorizacios kérdéseihez kapcesolédva kezdte
vizsgalni, de rengeteg az alkalmazds, pl. a lefogohalmazokat, permutacios
polinomokat, Paley-grafok automorfizmusait vizsgalok is kotottek itt ki.

Ha AG(2,q) egy g-elemii ponthalmazdhoz hozzavesszilk az altala meg-
hatarozott D C H,, irdnyhalmazt, akkor a kapott ponthalmaz a stk minden

egyenesét lefogja. Az ilyen lefogéhalmazokat nevezziik Rédei tipustaknak.
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Ezek extremadlisak abban az értelemben, hogy PG(2,q) tetszbleges B le-
fogohalmaza legalabb ¢ affin pontot kell tartalmazzon, és egyenléség esetén
a BNAG(2, q) altal meghatarozott irdnyoknak is B-ben kell lenniiik (azaz ha
minimalis lefogé volt, akkor Rédei-féle).

2.1. Iranyok és kis lefogéhalmazok

A PG(n, q) projektiv tér k-lefogéhalmazanak neveztiink egy olyan ponthal-
mazt, mely minden k-kodimenzids alteret metsz. Konnyl latni, hogy a
legkisebb ilyen egy k-dimenziés projektiv altér ponthalmaza, mely tehat
¢"+¢" '+ ...+ q+1 elemii. Kis k-lefogéhalmaznak a legfeljebb kb. mésfélszer
ekkora, %(qk + 1)-nél kisebb lefog6halmazokat szokds hivni, és vilagos, hogy
csak a (tartalmazdsra nézve) minimélisak érdekesek. Az 1970-es évek o6ta
kérdés, és a mai napig megoldatlan ezek teljes leirasa, még a PG(2,q), k = 1,
azaz sikbeli egyeneslefogdk esetén is. Rédei Laszlé konstrudlt olyan (Rédei
tipusi) lefogéhalmazokat a sikban, melyek egy kevés iranyt (kiilonbségi
hényadost) meghatarozé GF(q) — GF(q) fiiggvénygrafikon pontjaibdl és az
altaluk meghatarozott egyenesek meredekségeibol, mint idedlis egyenesen
1évé ponthalmazbdl alltak. Hosszi ideig tartotta magat az a Blokhuis-tol
szarmazdé sejtés, hogy minden sikbeli kis lefogéhalmaz Rédei-féle. A Rédei-
féléket Ball, Blokhuis, Brouwer, Storme és Szényi (BBBSS) egy rafinélt poli-
nomos modszer segitségével lényegében teljesen le is irta a kovetkezo modon.
Vegyiink GF(q)-ban, ¢ = p", egy GF(p°) résztestet. Valasszunk ki az affin
stkon h/e darab, a résztest felett fliggetlen vektort, és legyen U ezek ge-
neratuma a résztest felett, igy ¢ affin pontot kapunk. Vegyiik hozzajuk a
meghatarozott irdanyokat. Pontosan ilyen alaki lesz minden kis minimalis
Rédei-féle lefogéhalmaz (azaz egy ‘rg—S—nél kevesebb irdanyt meghatarozé affin
g-elemii ponthalmaz, iranyostul) BBBSS szerint.

Ezt a tételt sikeriilt kiterjeszteniink minden dimenziora a kovetkezo
modon (lasd a 12. szakaszt):

Theorem 12.10.  (SzP, Storme) Legyen U C AG(n,q), |U| = ¢, mely
legfeljebb %‘%qkfl + ¢ 2 + ...+ ¢® + q irdnyt hatdroz meg. Ekkor U egy
alkalmas résztest felett linedris ponthalmaz (azaz résztest feletti linedris altér
eltoltja).

Fentebb mér esett sz6 sikbeli Rédei tipusu lefogéhalmazokrdl, és (résztest
felett) linedris ponthalmazokrdl.  Storme-val kiterjesztettiik a definiciét:
PG(n, q)-ban Rédei tipusi k-lefogéhalmaznak neveziink egy U U D ponthal-
mazt, ahol U C AG(n,q), |U| = ¢*, D C Hy, és D éppen az U &ltal meg-
hatarozott iranyokbdl all. Megmutattuk, hogy igy valoban a k-kodimenzids
projektiv altereket lefogd ponthalmazt kapunk, melynek rdadasul a leheto
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legkevesebb affin pontja van. Tehat a legutébbi tétel valoban a kis Rédei-féle
k-lefogok leirdasat adja. A dolgozat 12. szakaszaban azt is belattuk, hogy
D-nek mindig nagyon specialis struktirdja van, aminek egy kévetkezménye
a k = n — 1 speciélis esetben (egyeneslefogas), hogy D az idedlis hipersik
néhany hipersikjanak ((n — 2)-dimenzids alterének) unidja. Ez kés6bb rop-
pant fontos eredménnyé valt: Alderson és Gacs gyonyorl tételének (mely
szerint ha egy linedris kod kiterjeszthets, akkor linedrisan is kiterjeszthetd)
egyik kulcslépése lett.

Az affin terekben 1év0, résztest felett linearis ponthalmazok tehat fon-
tossa valtak szamunkra. A k-lefogohalmazok kozil azok az érdekesek, me-
lyek nem kipok (mert kénnyti &ttérni a kip ,alapjdnak” vizsgdlatéra, és
igy alacsonyabb dimenzidssa egyszertisodik a helyzet). A paraméterek ked-
vezotlen Osszjatéka viszont esetleg kikényszeritheti, hogy egy résztest felett
linearis ponthalmaz kip legyen. Tehat meg kellett nézni, mikor érdekesek, ill.
érdektelenek a linearis ponthalmazok. Erre bizonyitottunk egy éles korlatot:
AG(n,q)-ban, ¢ = p", ha egy GF(p)-linedris U ponthalmazra |U| > p"h=1),
akkor kup (és adtunk egy Descartes-szorzat konstrukciot, az élességet bi-
zonyitandd).

Lunardon, Polito és Polverino konstrualtak Rédei- és nem-Rédei-féle
tovabbi, &ltalanosabb, szintén ,résztest felett linedris”-nak hivott le-
fogohalmazokat, ezek magas dimenzids, résztest feletti részgeometriak
vetiiletei a sikba (vagy a vizsgalt PG(n,q)-ba); az el6bbi Rédei tipusi
konstrukci6 is kozéjik tartozik (az a specidlis eset, amikor a vetitendd
részgeometria ,affin része” injektiven vetil az affin sikba/térbe, az idedlis
rész pedig — valahogy, mint meghatdrozott irdnyok — az idealisba).

Egyszerti ,dimenziététel”-lel latszik, hogy PG(n,q)-ban az alkal-
masan véalasztott paraméterit PG(n’,q’) tartalmazott részgeometridk k-
lefogohalmazok; illetve kontrollalhatd, hogy vetités sordan ez a k hogy
valtozik, tehat arra jutottam, hogy nemcsak arrél van szo, hogy ez egy tijabb
konstrukcié, hanem hogy valamilyen értelemben ez ,a” természetes konst-
rukcid. Ezért és az alabbiak miatt fogalmaztam meg a kovetkezo sejtést:

Conjecture 11.1. Linearitasi sejtés (SzP) PG(n,q)-ban minden mi-
nimdlis kis k-lefogo eqy alkalmas résztest felett linedris halmaz.

S6t, tobb jel mutat arra, hogy ennek tobbszoros lefogéhalmazokra vonat-
kozé analogonja is igaz lehet. Kordbban ismert volt méar Szoényi eredménye,
hogy egy minimaélis kis lefogé minden egyenesmetszete 1 mod p méretii, ahol
p a test karakterisztikaja. Az volt a célom, hogy bebizonyitsam a Linea-
ritdsi sejtés ,minél nagyobb részét”. Legyen PG(2,q)-ban (¢ = p"), B egy
kis minimalis lefogéhalmaz, melyet minden egyenes 1 mod p® pontban metsz,
és e maximadlis erre a tulajdonsdgra nézve (ezt hivjdk B exponensének). A
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kovetkezoket sikertilt belatnom.

Theorem 11.33. B szelo egyenesei kozil majdnem mind pontosan p® + 1
pontban metszi B-t. (A tébbi persze legaldbb 2p° + 1 pontban.) Ezen rovid
szel6k mindegyike izomorf eqy PG(1, p°®) egydimenzios részegyenessel, mely a
GF(p°) test felett van definidlva. Tehdt GF(p®) résztest GF(q)-ban, azaz elh.

Ez éppen az, amit egy linearis ponthalmaztél varunk, az kombinatoriku-
san éppen igy néz ki, és algebrailag is majdnem teljesen igy.

Ezt a sikbeli eredményt sikeriilt kiterjesztenem nagyon altalanos
formaban (részben felhasznalva Szényi és Weiner egy spektrum-eredményét):

Jelolje S(g) a kis minimalis lefogéhalmazok PG(2,q)-beli lehetséges
méreteit tartalmazé halmazt.

Corollary 11.38. (SzP) Legyen B egy kis minimdlis, k-lefogé ponthalmaz
PG(n, q)-ban, ¢ = p", melyre |B| < %(qk + 1), idlletve |B| < v/2¢" ha p = 2.
Ekkor

o |B| € S(¢");
e hap>2 akkor ((|B| —1)(¢*)" 2+ 1) € S((¢")" ).

Ha p > 2 akkor létezik egy egész e szam, B exponense, 1 < e|h, melyre
az 1gaz, hogy ha eqy tetszoleges altér metszi B-t, akkor 1 modulo p® pontban
metszi. |B| értéke egy bizonyos €' -héz tartozd intervallumba kell essen, ahol
¢ <, €l|h. Tekintsik azon (n — k)-dimenzids altereket, melyek B-t egynél
tobb pontban metszik: az ilyen szeld alterek dontd tébbsége pontosan (p©+ 1)
pontban metszi B-t, és ezen (p® + 1) ponti metszetek mindegyike eqy-egy
kollinedris ponthalmaz, mely izomorf a PG(1, p®) részegyenessel.

A fenti Theorem 11.33 kovetkezményeként kapunk egy . tizsoros”
bizonyitast Ball, Blokhuis, Brouwer, Storme és Szényi fent emlitett
,,tizoldalas” | hires tételére (Corollary 11.36), illetve pontositani lehetett a
minimalis kis lefogéhalmazok lehetséges méreteire vonatkozo becsléseket.

A bizonyitasban a Rédeitol eredd polinomos maddszert hasznéljuk. A
modszer kordbbi | csicsdban” Szonyi az egyik polinomot mint algebrai
sikgorbét tekintette, ebbdl jott ki a fent idézett ,1 mod p” eredménye. A
Theorem 11.33 itt k6zolt bizonyitasa hasznositja az algebrai helyzet szimmet-
riatulajdonsédgait, és nem egy, hanem hérom algebrai gorbét vizsgal egyszerre.
A masik tovabblépés harom 1ij gorbe bevezetése, melyek egészen varatlan (és
maéig nem teljesen feltart) tulajdonsdgokkal birnak, pl. a lefogéhalmaz érintéi
kozott egy fixpontmentes leképezést definidlnak, tehat kicsit gy viselkednek,
mintha a sik egy automorfizmuséat definidlnak (kanonikus Baer-részsik esetén
példdul pontosan ezt teszik, az (z,y,z) — (zV4,yv4, 2v7) leképezést adjak).
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2.2. Stabilitas

Az iranyprobléma stabilitasi verzidja is régdta targya vizsgalatoknak, sok al-
kalmazassal. Adott PG(n,q)-ban ¢"~'-nél kicsit kevesebb vagy kicsit tobb
pont, az els6 esetben az a kérdés, hogy kiegészitheté-e ¢"~! pontiva a hal-
maz gy, hogy ne keletkezzen tijabb meghatarozott irany. A masodik esetben
pedig azt kérdezziik, hogy kidobhato-e a ,folosleg”, azaz annyi pont, hogy
éppen ¢" ! maradjon, és azok maradjanak a ,nem meghatdrozott irdnyok”
(azon idedlis pontok, melyeken dtmend parhuzamos egyenessereg mind a
q" ! egyenesén volt pontja a ponthalmaznak), akik a ponttorlés elétt voltak.
Mindkét kérdésre voltak korabbi eredmények, tipikusan (i) sikban és (ii) erés
feltétel mellett a meghatarozott irdnyok szamaéra (Szényi et al). A dolgozat
14. fejezete az also stabilitassal foglalkozik, egy irdanyhalmazokra vonatkozo,
nagyon altalanos eredményt, de még inkabb a hozza vezetdé modszert irja
le. Adott AG(n,q)-ban egy ¢"~' — ¢ ponti U ponthalmaz, mely 4ltal meg-
hatérozott irdnyok halmaza D C H,. Azt igazoljuk, hogy (nagyon idézéjelbe
téve) ,tipikusan” van kiegésziilés, azaz ha nincs, akkor a nem meghatarozott
irdnyok H.,-ben egy (persze e-tdl fiiggben) nagyon erés struktirat kell al-
kossanak. A moddszer tjdonsdga, hogy a geometriai problémat algebraizalas
utan a dudlis térben definialt hiperfeliiletet ,teljesen reducibilisen metsz6”
hipersikok nyelvére forditja le: a ponthalmaz geometriai ,hianyanak” a duélis
térben definialt algebrai hiperfeliilet felel meg. Ha errol kideriil, hogy tar-
talmaz linearis faktort, akkor az egy ,hozzavehetd” pontot jelent az eredeti
geometriai nyelven (és indukciéval készen vagyunk), ez a cél. Ugyanakkor
azt is tudjuk, hogy minden egyes nem-meghatarozott iranynak e hiperfeliilet
olyan specidlis hipersik-metszete felel meg, mely teljesen reducibilis (azaz
(n — 2)-dimenzids linedris alterekre bomlik a hipersikban). Ebbél pedig, ha
a feliilet maga nem teljesen reducibilis, a nem-meghatarozott iranyok hal-
mazanak nagyon erds jellemzése adodik. A dolgozatban kifejtett konkrét
eredmények a kovetkezok:

Theorem 14.12. (De Beule, SzP, Takéts) Legyen n > 3, U C AG(n,q) C
PG(n,q), |U| = ¢" ' — 2, és D C Hy az U dltal meghatdrozott irdnyok
halmaza, N = Hy \ D pedig a nem-meghatdrozott iranyoké. Ekkor U-t
ki lehet egésziteni eqy U D U, |U| = ¢! ponti halmazzd gy, hogy az
ugyanazokat az irdnyokat hatdrozza csak meg, vagy N pontjai kollinedrisak
és |N| < L#J, vagy N pontjai eqy sikbeli kipszeleten vannak.

Theorem 14.13. (De Beule, SzP, Takats) Legyen U C AG(3,q) C PG(3,q),
Ul = ¢* — ¢, ahol e < p és D C Hy az U dltal meghatdrozott irdnyok
halmaza, N = Hy, \ D pedig a nem-meghatdrozott iranyoké. Ekkor N egy
et — 263 + ¢ fokii sikgorbén helyezkedik el, vagy U kiegészithetd eqy U D U,
|U| = ¢® pontii halmazzd.
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Ezek specialis eredményeknek tiinnek, de arrél van sz, hogy ez két olyan
eset volt, amikor konnyti volt kiolvasni a hiperfeliilet nem-faktorizalédasabol
a nem-meghatarozott iranyok jellemzését. A kapott leirasbdl altalaban is
latszik a nem-meghatarozott iranyok specidlis szerkezete. Masrészt a kapott
algebrai geometriai probléma — jellemezziik azokat a hiperfelilleteket, me-
lyekhez sok, teljesen reducibilisen metsz6 hipersik taldlhatéo — onmagaban is
érdekes, klasszikus izii kérdés, és egyelére megoldatlan.

2.3. Egy altalanositas

A 15. szakaszban a klasszikus, Rédeitol szarmazéd irdanyprobléma egy
altaldnositasat adjuk, a [SzP2func] cikk alapjan. Az alapkérdés: adott
AG(n,q)-ban egy U ponthalmaz, mit mondhatunk D-r6l, az altaluk meg-
hatérozott idedlis pontok (irdnyok) halmazérdl. Sikban, ha |U| = ¢ és nincs
minden irdny meghatarozva, akkor szokas U-ra mint egy fliggvény grafi-
konjéra gondolni, U = {(z, f(z)) : * € GF(q)} és D = {% cx #
y € GF(q)}. Ekkor egy ¢ elem pontosan akkor van benne D = GF(q)\ D-ben,
ha az x — f(x) — cx leképezés permutacié GF(q) — GF(q), azaz ha a ¢ me-
redekségli ¢ darab parhuzamos affin egyenes egy-egy pontban metszi U-t. A
disszertaciéban feldolgozott cikkben a ¢ = p prim esettel foglalkoztunk. Gacs
korabban igazolta, hogy AG(2,p)-ben, ha M(f) := |D| > 2[21] + 1 akkor f
grafikonja lefedhet két egyenes unidjaval (és az ilyenek mar korabban klasszi-
fikalva voltak (Szényi), amibdl az kovetkezett, hogy vagy M(f) < 2(’%1 ,

. . . p+1 ...
vagy [ linedris, vagy f ,ekvivalens” az x"z fiiggvénnyel).

El6szor lehelletnyit megjavitjuk a Gacs-féle eredményt, egy hatvanyossze-
ges feltétel segitségével. A bizonyitas, hol nyiltan, hol rejtve, bizonyos poli-
nomok altal feszitett vektorterek komplikalt dimenziébecslésére, és az ezzel
parhuzamos fokszambecslésekre épiil. A modszer tudomasunk szerint teljesen
1j a polinomos technikak kozott.

Ezutan tekintiink két GF(p) — GF(p) fliggvényt, f-et és g-t, és a fenti
M(f) analogonjaként azt mondjuk, hogy 6k nem hatdroznak meg bizo-
nyos ,,iranyokat”, valdjaban a 3-dimenzids tér bizonyos idedlis egyeneseit,
mégpedig azon (c, d) parokhoz ,tartozékat”, melyekre az x — f(x)+cg(x)+
dx leképezés permutacié GF(p) — GF(p). Itt tehdt, a sikbelihez hasonld
értelemben, a ponthalmazunk U = {(z, f(z),g(z)) : = € GF(p)} C AG(3,p),
tovabbra is ¢ = p pontunk van, és egy, az ,irdny” szerepét jatszo idealis
egyenes akkor nincs meghatérozva, ha a rajta atmend p affin (parhuzamos)
sik mindegyike 1-1 pontot tartalmaz U-bdl. A kérdés, megint, M(f,g): az
ilyen (c,d) parok szama. A & eredményiink (Ball-Gacs-SzP), hogy ha kb.
2p?-nél tobb ilyen (¢, d) par van, akkor az U ponthalmaz sikbeli (ekkor per-
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sze a kérdés rogton egyszeriivé valik). Végil megmutatjuk, hogy a becslés
aszimptotikusan éles, ha p = 1 mod 3 prim.

3. Konstans (mod p) metszetii halmazok

A dolgozat 10. szakasza olyan PG(2, ¢)-beli ponthalmazokkal foglalkozik, me-
lyeket a sik egyenesei valamilyen rogzitett konstans szamu pontban metszik,
modulo p szamolva. Altalanossagban a kovetkezot mondhatjuk:

Theorem 10.3. Legyen adott egy ponthalmaz, S = {(a;,bi,¢;) @ i =
L.,sh={(ai,b,1):i=1,...,51}U{(a;,0;,0) : j = s1+1,...,s} CPG(2,q)-
ban, ekkor az alabbiak ekvivalensek:

(i) S minden egyenest t mod p pontban metsz, valamilyen fix t értékre;
(i) G(X,Y,Z) = ¥ (0, X + b, +¢,2)7 = 0;

(iii) minden 0 < k+1 < q—1, (/') # 0 mod p esetén Z‘i‘l al”' b =
0 (itt 0° =1).
(v) minden 0 < k+1<q—2, (kzl) # 0 mod p esetén > :1, akbl = 0

i=1"1"1
és minden 0 <m < q—1 esetén S0 al 7" = 0.
Ahogy lathaté, egy ilyen halmaz koordinatdinak rengeteg hatvanyosszege
nulla, ezért adtuk nekik az dltaldnositott Vandermonde-halmaz nevet (a ma-
gyarazatot lasd lentebb).

3.1. Ponthalmazok 0 mod r metszetekkel

Ennek a szakasznak a legerdsebb eredménye az alabbi:

Theorem 10.15. (Ball, Blokhuis, Gacs, SzP, Weiner) Legyen 1 < r < q¢ =
p". Egy olyan S C PG(2,q) ponthalmaznak, mely minden egyenest 0 mod r
pontban metsz, legaldbb |S| > (r — 1)q + (p — 1)r pontja van, tovdbbd r-nek
osztania kell g-t.

Megjegyezziik, hogy az eredeti cikkben e tétel magas dimenziés analo-
gonjat is igazoltuk. A tétel erésségét az alabbi két kovetkezmény mutatja.

Corollary 10.16. Ha egy 3 dimenzios kod sulyainak és hosszinak kozos
osztojar, és dudlis minimadlis tavolsdga legaldbb 3, akkor a kéd hossza legaldbb
(r—1)q+(p—1r.

Mazimalis 7vnek nevezik a projektiv sik egy olyan S ponthalmazat, melyet
minden egyenes pontosan 0 vagy r pontban metsz. Persze trividlis példak az
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tires halmaz, egy pont, az affin sik és az egész sik (r = 0, 1, ¢ ill. ¢+ 1).
Tovabbi példak ismertek (Denniston) minden paros g esetén, ¢ minden r
osztojara. Ball, Blokhuis és Mazzocca alabbi hires és nehéz eredménye a
fenti Theorem 10.15 egyszerii, egysoros kovetkezményévé valt:

Corollary 10.17. Paratlan q esetén nem léteznek nem-trividlis mazximdlis

ek PG(2, q)-ban.

3.2. Vandermonde- és szuper-Vandermonde halmazok

Fentebb lattuk, hogy geometriailag érdekes halmazokbdél GF(gq) olyan
részhalmazai adddnak, melyeknek sok hatvanyosszege eltiinik.  Ezért
értelmes kérdésnek tiint az ilyen elemhalmazok vizsgalata. Legyen 1 <t < gq.
Vandermonde-halmaznak neveziink egy T' = {y1, ..., y: } € GF(¢) halmazt, ha
T =, y¥ =0 minden 1 < k <t — 2 esetén. Azt mondjuk, hogy T szuper-
Vandermonde halmaz, ha 7, = >, y¥ = 0 minden 1 < k < ¢t — 1 esetén.
Kénnyt latni (Vandermonde-determinans segitségével, innen az elnevezés),
hogy pl|t esetén a Vandermonde-, kiilonben meg a szuper-Vandermonde hal-
mazok extremadlisak abban az értelemben, hogy ennél tobb hatvanyosszeg
nem tlinhet el. (A Vandermonde-halmazt p|t esetére Gacs és Weiner de-
finidlta.) Néhany példa:

e GF(q) tetszileges additiv részcsoportja Vandermonde-halmaz;

o GF(q) tetsz6leges multiplikativ részcsoportja szuper-Vandermonde hal-
maz;

e ha azonositjuk AG(2, q)-t GF(¢?)-tel, akkor ha vesziink egy olyan hiper-
ovalist, melynek 2 idealis pontja van, akkor az affin rész Vandermonde-

halmaz GF(g?)-ben;

e ha azonositjuk AG(2,q)-t GF(¢?)-tel, akkor egy kis Rédei-féle le-
fogéhalmaz affin része Vandermonde-halmaz GF(g?)-ben.

Sok nagyon nehezen klasszifikalhato, geometriailag definialt halmaz is
Vandermonde-féle, mint példdul a hiperovélisok (azaz (¢ + 2)-pontd olyan
halmazok, melyeket minden egyenes 0 vagy 2 pontban metsz), melyek klasszi-
fikdlasa reménytelen feladatnak tiinik, ezért altalaban az sem varhato, hogy
a (szuper-) Vandermonde-halmazokat teljesen leirjuk. Amit a 10. szakasz-
ban bemutatunk, az a kicsi és a nagy szuper-Vandermonde halmazok teljes
leirasa.

Theorem 10.12. (SzP, Takats) Legyen T" C GF(q) egy szuper-Vandermonde
halmaz. Ha |T| < p vagy |T| > q/p, akkor T egy multiplikativ részcsoport
(vagy annak mellékosztdlya).
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4. Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani tarsszerzéimnek, koziliik is kiemelném azokat,
akikkel a téméban tobb kozos cikket is frtunk: Aart Blokhuis, Simeon Ball,
Jorg Eisfeld, Fancsali Szabolcs, Sandy Ferret, Gacs Andréds, Leo Storme,
Szonyi Tamas, Takats Marcella, Weiner Zsuzsa.

Haélas vagyok csalddom, szeretteim kitarté tamogatasaért, segitségéért.

Végiil, de nem utolsésorban annak szeretnék koszonetet mondani, aki-
nek talan legnagyobb része volt a jelen dolgozat megsziiletésében: Szényi
Tamasnak, akitél mar didkként eltanulhattam a szép véges strukturdk
iranti lelkesedést, és aki azdéta is szamtalan modon — tandrként, as-
pirdnsvezetoként, tarsszerzoként — segitette, segiti munkamat tandacsaival.
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