Sziklai Péter
,Applications of polinomials over finite fields”
cimui értekezésének biralata

Geometriai kérdések algebraizaldsa Descartes XVII. szdzadi munkajdig és
Felix Klein 1872-ben bemutatott Erlangeni programjaig nyulik vissza. A vé-
ges geometridk egyik els6 komoly eredménye, Segre tétele is egy ilyen al-
gebraizalas eredménye, mely a masodfoka polinomok és az ovalisok kozt
létesit kapcsolatot. A véges geometriai kutatasok egyik f6 4ga a 60-as 70-
es években az Erlangeni program szellemében inkabb a véges csoportok el-
mélete felSl kozelitett a problémédkhoz. Mara ez az irdny részben kimeriilt,
részben a csoportelmélet felé cstiszva annak részévé valt.

A 70-es években 1j erére kapott a véges sikok ponthalmazainak az azokat
leir6 egyenletekkel val6 vizsgédlata. Személyes emlékeimben — szamomra
— Blokhuis és Wilbrink egy egyoldalas frappéns cikke villantotta fel a po-
linomos megkozelitésben rejls Gj lehetSséget. Az akkor még Gtletszertinek
tdnd megoldasok lassan szervesen Osszekapcsol6dé elméletté dlltak ossze,
és mara a polinomos technika sok, rég 6ta nyitott kérdés megoldasanak el-
s6 szamu eszk6zévé vilt. E technika elemei kozé keriiltek algebrai kutatasi
eredmények, mint pl. Rédei véges testek f616tti hézagos polinomokra vonat-
koz6 elmélete, vagy az algebrai geometria bizonyos klasszikus és friss ered-
ményei.

Ebben a folyamatban fontos szerepet jatszik a Szényi Tamads vezette véges
geometriai iskola, mely a tébbségében belga, holland és olasz kutatécsopor-
tokkal szorosan egytittmikodve meghataroz6 eredményeket ért el, és amely
hosszu ideje e téma kutatdsanak élvonaldban van. Sziklai Péter ennek a ku-
tatécsoportnak egyik tevékeny tagja.

Az algebrai médszerek véges geometridkban valé itt vazolt alkalmazasa par-
huzamba allithato, és tobb szalon kapcsolddik is a kombinatorika mas terti-
letein zajl6 és Gj utakat nyit6é hasonlé folyamatokkal — elég, ha csak a Babai
Laszl6 és Frankl Péter befejezetlen konyvében 6sszefoglalt lineéris algebrai
technikakra, vagy Alon ,,Combinatorial Nullstellensatz”-ara gondolunk.

Sziklai Péter doktori disszertacidjanak formadja értekezés, mely teljes egészé-
ben a cim megszerzése céljabol késziilt. FS témaja nagyon tomoren fogal-
mazva: véges geometridk adott metszési tulajdonsigii ponthalmazai lehetséges mé-
retének meghatdrozdsa foként — a halmazt jellemzd — valamely polinom vizsgdlati-
val. Adott metszési tulajdonsagon itt egészen egyszertien megfogalmazha-
t6 feltételeket kell érteni, melyek kombinatorikai és geometriai feltételnek
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egyarant tekinthetdk, pl. a ponthalmazt minden egyenes vagy minden k-
dimenzids altér messe, minden egyenes legftljebb 2 pontban messe, min-
den egyenes egy pontban messe mod p vagy 0 pontban mod r, stb. A méret
meghatdrozdsaban f6ként az extremadlis értékek érdekesek. Ez maga utdn
vonja az extremalis mérett konstrukciok megkeresését, jellemzését, és azok
stabilitdsdnak vizsgdlatat, azaz annak eldontését, hogy az extremédlishoz va-
lamilyen evidens médon koézeli konstrukciok mindegyike szdrmaztathato-e
az extremalisbdl pl. néhdny pont el- vagy hozza vételével.

A disszertaci6 rovid bevezetd fejezetekkel kezdSdik, mely tomoren attekinti
az alapfogalmakat, igy a témdaban kevéssé jartas olvasé szdmaéra is lehet6vé
teszi a dolgozat eredményeinek kovetését! Az 5. és 6. fejezet a felhasznalt
legfontosabb polinomfajtakat és azok alaptulajdonségait veszi sorra (Rédei-
polinom, hatvany6sszeg polinom, gyokpolinom, irdnypolinom), mig a 8. fe-
jezet az algebrai geometria néhany klasszikus eredményét, és az tjabbak
koziil az 1986-bodl szarmazo és a véges test feletti irreducibilis algebrai gor-
bék raciondlis pontjainak szaméat becsl Stohr-Voloch-tételt. A fejezet Szényi
egy korabbi lemmadjanak fontos altaldnositasdval zarul (8.9). Eszerint ha egy
GF(q) folotti C,, gorbének nincs d-edfokd komponense, és a olyan konstans,

hogyn < /g — 2+ 1ésa > 5 + %, akkor a gorbe PG(2, ¢)-beli

pontjainak szama legfoljebb n(q + 1)cv.

A 9. fejezet vezet 4t az elGkészits részbdl a tematikus, valamely probléma-
kort attekint$ nagyobb fejezetekhez. Ebben az extremadlishoz kozeli esetek
vizsgalatanak egyik polinomos technikdja van dsszefoglalva. Az itt emlitett
példak koziil azt az eredményt emeljiik ki (9.2), amely szerint ¢ — ¢, /g darab,
paronként diszjunkt grafikona legfoljebb d-edfokt polinomok rendszere ki-
egészithets g-elemtivé a diszjunktsdg megtartdsa mellett.

A 10. fejezet olyan ponthalmazokkal foglalkozik, melyeket minden egyenes
valamely modulus szerint konstans sok pontban metsz. E kérdés érdekes
és fontos voltat két eredménnyel szemléltetjiik: az egyik a maximalis ivek
metszetszdmaira ad6do oszthatdsagi feltétel, és paratlan ¢ esetére a nemlé-
tezésiikrdl sz616 Ball-Blokhuis—-Mazzocca-tétel, a masik Szényi Tamasnak az
az eredménye, hogy minimalis kis lefog6halmazt minden egyenes egy pont-
ban metsz mod p. A Galois-sikok mod p konstans metszetszdmot adé pont-
halmazaira vonatkoz6 eredmény e halmazokra 0-értékd hatvanyosszegekkel
kifejezhet$ ekvivalens algebrai feltételt ad. Ez igy egy 6nmagéban is érdekes
végestest-elméleti kérdésre vezet: melyek azok a t-elemd halmazok egy vé-
ges testben, melyek minden ¢ — 1-nél (illetve ¢-nél) kisebb kitevsjd hatvany-
Osszegei nulldk. ElSbbieket Vandermonde-, utébbiakat szuper-Vandermonde-
halmazoknak nevezik. E kérdés megvélaszoldsa egyelSre reménytelennek td-



nik. E fejezetbdl kiemelem a jel6lt Takacs Marcellaval kozos cikkében publi-
kalt eredményét (10.12, 10.13), mely szerint a p-nél kisebb és ¢/p-nél nagyobb
szuper-Vandermonde-halmaz csak egy multiplikativ részcsoport mellékosz-
talya lehet.

A 11. fejezet lefogé ponthalmazokrdl szo6l. E tobb évtizede vizsgalt kérdés-
ben épp a polinomos technikdk hoztak 4ttorést. Igy e disszertéciénak is ez
egyik legfontosabb része. A téma szépségét meggySzGen bizonyitja a szerzé
linearitdsi sejtése. Ez azt mondja, hogy PG(n, q)-ban minden minimdlis kis k-
lefogd ponthalmaz ey alkalmas résztest felett linedris részhalmaz. Ez egy egyszert
illeszkedési feltétel és egy egyszert algebrai feltétel lehetséges ekvivalenci-
4jat allija. Erdemes ott kutakodni, ahol sok évtizedes vizsgalat utdn még
ilyen egyszertien megfogalmazhat6 elegdns eredmény elérésének esélye sej-
lik fel. E sejtés bizonyitdsa felé a szerzd a kovetkez§ 1épést tette: bizonyitot-
ta (11.33-35), hogy ha PG(2, p")-ban egy lefogé halmazt minden egyenes 1
pontban metsz mod p®, akkor a szel6k nagy része pontosan p® + 1 pontban
metszi, ezek a szel6k izomorfak a PG(1, p°) egyenessel, és e | h. A kovetke-
zG6 1épés a PG(n, ¢)-beli kisméretti, minimdlis, a k-dimenzids altereket lefogd
ponthalmazokra egy hasonl6 tétel igazolasa (11.38). Raadasként egy rovid
bizonyitast kapunk a Ball-Blokhuis-Brouwer-Storme-Szényi-tételre (tovéab-
biakban B*S?), mely szerint kis Rédei-tipust lefogé halmaz lineéris. A bizo-
nyitdasokban fontos szerepet kap a Rédei-polinom iigyes hdrom tagra oszta-
sdbol szarmaz6 harom algebrai gérbének és egymashoz valé viszonyuknak
vizsgalata.

A 12. fejezet PG(n, q) Rédei-tipusu k-lefogé halmazait vizsgalja. Bar e feje-
zet nem a polinomos technikat alkalmazza, az itteni eredmények sok szallal
kapcsolédnak a disszertacié tobbi részéhez. Egyik fontos eredménye a sik-
beli Rédei-féle lefogohalmazokra vonatkozé B*S*-tétel magasabb dimenzi-
6s éltaldnositasa, mely szerint egy ¢" affin ponttal rendelkezé és szel6i 4ltal
legfoljebb “2¢*1 + ¢F=2 + ... + ¢® + ¢ idedlis pontot lefogé AG(n, ¢)-beli
ponthalmaz egy alkalmas résztest folotti altér eltoltja.

A 13. fejezet a , Stabilitds” cimet viseli. Bar e téma a disszertacié kordbbi
és késdbbi fejezeteiben is megjelenik, itt keriil a vizsgalat f6kuszpontjaba.
El6szor a korlatok kozé szoritott szamu irdnyt meghatdrozo és ¢g-hoz koze-
li pontszdmu halmazok stabilitdsdra vonatkoz6 Szényit6l szarmazé 1996-os
eredmény altalanositasait sorolja fel a szerz8. Ezek azt allitjdk, hogy adott
korlatok mellett a ¢g-nal kisebb méretti halmazok kiegészithetSk, a nagyob-
bak pontok elhagyaséaval lecsokkenthetSk g-elemtivé, hogy az igy kapott hal-
maz is ugyanazokat az iranyokat hatdrozza meg, mint az eredeti. Ezutin
egy szertedgazé alkalmazdsokkal rendelkezd témét vizsgél alaposabban a



jelolt, a parcialis flokkokét. A kérdés az, hogy ha egy C* kvadratikus ktpot,
vagy még éltalanosabban egy (1,7, T%) alakt pontokbdl 4116 gorbére épitett
hengert, ¢ — ¢ sik diszjunkt irreducibilis gorbékben metsz, akkor taldlhato-
e tovédbbi ¢ sik, melyek irreducibilis metszetgorbéit az el6z6khoz véve azok
particionéljdk C*-ot. A szerzs e kérdésre a2 < d < {/q, € < | z,/q] esetben
az egyértelmtd bévithetéséget bizonyitja. A bizonyitds egy olyan algebrai
gorbe megkonstrualasdn mulik, melybdl kiolvashat6 a hidnyzoé elemek egy-
értelmi létezése.

A 14. fejezet az el6z8ben is targyalt, ponthalmaz altal lefogott irdnyok halma-
zat vizsgalja, de itt épp a le nem fogott irdnyok struktirajara koncentralva.
A szerzé6tarsakkal (De Beule és Takdcs) irt cikk egy szép eredménye, hogy
ha AG(n, q) egy ¢"~! — 2 pontt halmazahoz nem vehetd 2 pont tgy, hogy a
szelGik altal lefogott iranyok halmaza ne névekedjen, akkor a le nem fogott
idedlis pontok vagy egy egyenes legfoliebb | 22| pontjat alkotjdk vagy egy
sikbeli ktipszeleten vannak. A 3-dimenzids esetben nagyobb eltérést is sike-
riilt jellemezni: ha az AG(3, ¢) tér egy ¢* — ¢ halmaza nem bévithets e ponttal
a lefogott idedlis pontok névekedése nélkiil, ahol ¢ < p, akkor a le nem fogott
idealis pontok egy ¢* — 2¢® + e-foku sikgorbén helyezkednek el.

Az utolsé fejezet a dolgozaton végigvonul6 Rédei-féle problémakor egy 4al-
talanositasat targyalja. Az f : GF(q) — GF(¢) fiiggvény grafikonja szeldi-
nek irdnytangensei kozt egy c testelem pontosan akkor nem szerepel, ha az
z +— f(z) — cx leképezés permutacids polinom. Az altaldnositds otlete az,
hogy egy (f, g) fliggvénypar (z, f(z), g(x)) pontokbdl all6 grafikonjanak sze-
16sikjai pontosan akkor nem fognak le egy (c, d) szampdrral jellemzett iranyt,
azaz idedlis egyenest, ha az idedlis egyenesen dtmend sikok mindegyikén
egyetlen pontja van a grafikonnak, azazhaaz z — f(z)+cg(z)+dz figgvény
permutécids polinom. E problémara szép valaszt ad Ball-Gacs-Sziklai egy
cikkének eredménye, mely szerint ha p = 65—k alaka prim, ahol -1 < k < 4,
és a le nem fogott irdnyok szdma nagyobb, mint 8s* + (4 — k)s — k/2, akkor
a pontok egy sikba esnek!

Kritikai megjegyzéseim: az értekezés egyes részein (pl. a 12. fejezetben) az
eredmények mellSl elmaradtak a hivatkozdsok, ami pedig egy ilyen 6ssze-
foglal6é dolgozatnal fontos lenne. Bar a md felépitése, szerkezete vildgos, a
fejezetek nagy szama miatt kissé szétesének ttinik. Ennek oka, hogy az elsé
kilenc fejezet 1ényegében elSkészits jellegdi, dontSen az alkalmazott techni-
kéak elemeit foglalja 0ssze, koziiliik tobb 6sszesen csak 2-3 oldalas, némelyi-
kiikben csak egyetlen alfejezet van, vagy épp egy sincs. Megitélésem szerint
ezeket egyetlen fejezet ald téve nagyobb hangsulyt kapott volna az ezt kbvetd
6 fejezet, mely egyébként mar vildgosan — tartalmilag jol elkiiloniilS részek-



re — van felosztva. Igy talan a fejezetek vilagosabb szerkezetet, aranyosabb,
egyenletesebb beosztést, attekinthetSbb struktarat adtak volna az értekezés-
nek.

A disszertacié megjelenése megfelel a formai kivanalmaknak, legfeljebb csak
néhany tipografiai hiba sztr szemet (pl. a hibasan irt oszthat6sagi jelek, az-
az a | b helyett a|b, \mid helyett |, a sziikségtelen spdrolas a hosszt képletek
eltorésével, az itt-ott rosszul méretezett zardjelek, a harmaspontok nagyon
gyakori harom ponttal helyettesitése, ... helyett ...). A dolgozatban értelem-
zavar6 kovetkezetlenségeket vagy tartalmi hibdkat nem talaltam.

Kérdésem: Mit lehet tudni az értekezésben hasznalt tj, és a véges geometriai
kérdésekre kihegyezett polinomos technikdknak a matematika egyéb terii-
letein val6 alkalmazhat6sagarol?

Osszefoglalva: A szerz6 a polinomos technika elemeinek tovibbfejlesztésében és al-
kalmazdsiban szdmos — a legfrissebb nemzetkizi kutatdsok élvonaldba tartozo — ered-
ményt ért el. Az ezeket Osszefoglalé értekezést alkalmasnak tartom a nyilvdnos vé-
désre, a benne Osszefoglalt eredményeket elegendének tartom az MTA doktori cim
megszerzéséhez.

Budapest, 2014-02-26
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