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cimiit MTA-doktori értekezésérol

A Galois geometridk, azaz a véges testek feletti projektiv sikok és terek
geometridja, a matematika igen fontos és napjainkban is erGteljesen
vizsgalt 4ga annak koszonhetden, hogy ilyen terekbe bedgyazhaté alakza-
tok és konfiguraciok gyakran jelentos kombinatorikai, szamelméleti,
csoportelméleti és algebrai geometriai fogalmakkal és tételekkel allnak
szoros kapcsolatban. Ez egyrészt jelentésen hozzajarul a mondott szak-
teriiletek bizonyos témakoreinek kidolgozasdhoz, mésrészt lehetoséget
nyuijt szélesebb eszkoztar és mély eredmények alkalmazasara a Galois-
geometriak tanulmanyozasaban. Ennek megfeleloen, a Galois-geometri-
ak (altalanosabban a véges geometridk) kutatasa tobb irdnyban folyik,
és jellege folytan fontos gyakorlati, elsosorban kédelméleti és kriptogra-
fiai alkalmazésai is vannak.

A magyar kombinatorikai iskola szellemében, Sziklai Péter tudoma-
nyos munkaja a Galois-geometriak olyan érdekes alakzataira iranyul,
melyek bizonyos tulajdonsdgra nézve extremalisak. Ilyenek példaul a
legkisebb méretii k-lefogé ponthalmazok (k-blocking sets), melyek min-
den k-kodimenzids alteret metszenek, a minden egyenest legfeljebb n
pontban metszé sikbeli ponthalmazok (ivek), vagy olyanok amelyeknél
az egyenesekkel valé metszésszam csak néhany eléirt értéket vehet fel,
tovdabba a kevés iranyt lefogd affin ponthalmazok, valamint a Galois-
sik legtobb pontot tartalmazoé adott foku irreducibilis sikgorbéi. Jol is-
mert, hogy a Galois geometridk mélyebbnek bizonyult tételei majdnem
mindig érvényiiket vesztik dltaldnos (nem test feletti) véges projektiv
sikokon és magasabb dimenziés projektiv tereknél alig gyengébb véges
geometriakban. Mddszertani szempontbdl ez azzal a kovetkezménnyel
jar, hogy a Galois geometridk kutatasdban a leszamlalasi eljardsok
onmagukban nem elégségesek, hiszen az ilyen tisztan kombinatorikus
bizonyitdsok minden tovabbi nélkiil d4tvihetok lennének az altaldnosabb
esetekre, de ott az eredmények méar nem érvényesek. Erre vilagit ra Be-
niamino Segre 1955-ben publikélt hires tétele és annak bizonyitasa. Ga-
lois sikon, nagyfoki szabalyosaggal rendelkez6 ponthalmazok létezése
véges testek specidlis tulajdonsagainak a fliggvénye, és a Segre modszert
ilyen, gyakran a test karakterisztikajatol erdsen fiiggd, tulajdonsagok
felkutatasara lehet alkalmazni.



Tobb mint hisz évvel ezelott, a véges geometriak két kivéald tudosa,
Aart Blokhuis és Szonyi Tamaés észrevették, hogy a leszamlatasi médszer
Galois-geometridkbeli “fogyatékossagat” ki lehet kiiszobolni a Galois
sik lefogé ponthalmazainak a vizsgdlataban egy alapvetden 1j algebrai
mobdszer alkalmazasaval. A mddszer 1ényege abban &ll, hogy Galois
sikon, adott ponthalmaz egyenesekkel valé metszési viselkedése egy al-
kalmas véges test feletti kétvaltozds polinommal jol leirhatd. Ezt a
kétvaltozos polinomot Rédei polinomnak szokas hivni, mert tobb lefogd
ponthalmazra és irdanyokra vonatkozé idevagd eredményt Rédei Lészlo
hézagos polinomokrél szélé konyve inspirdlta. Ez a tn. polinomos
mabdszer Galois terekben is nagyon hasznosnak bizonyul, amikor tobb-
valtozds Rédei polinomok segitségével az egyenesekre vonatkozo ered-
ményeket hipersikokra altalanositjuk.

A Rédei polinomok elméletet Szényi Tamas és tanitvanyai dolgoztak
ki az elmult két évtizedben a targykor mas jelentos nemzetkozi ku-
tatéival (Simeon Ball, Aart Blokhuis, Leo Storme) szorosan egyiittmii-
kodve. Ebben a kozos kutatémunkéaban, Sziklai Péter alapveto eredmé-
nyeivel fGszerepet jatszott. Disszertacidja e témakorrol késziilé monog-
rafidjanak részletes osszefoglaldja.

A szokott médon, a disszertacié els6 fejezeteiben a szerzo a témakor-
re vonatkozé alapismereteket 6sszegzi és idézi, foképpen a véges testek
felett definialt polinomok és algebrai sikgorbék elméletébol. Sajatos
egyéni stilusdban bevezeti a Rédei polinomokat, targyalja ezek elemi
tulajdonsagait. Kiemeli, hogy p > 0 karakterisztikaju test felett, egy
nem-konstans polinom p-edik (parcidlis) derivaltja eltiinhet, ami mi-
att fontos informacidk elveszhetnek. Helyesen ramutat arra, hogy ez
a veszély a Hasse-féle derivalt hasznalataval megsziintethetd, és ezt a
véges testek feletti algebrai gorbék egyik alapveto eredményén, a Stohr-
Voloch tételen illusztralja. Mar a disszertacio e részében is taldlunk
a szerzotol szarmazd érdekesebb eredményeket, melyek a késébbi fe-
jezetekben tovabbi eredményekkel kombinalva jelentOs szerephez jut-
nak. Ez kiilonosen a 9. fejezet eredményeire igaz, ahol tulajdonképpen
egy a késobbiekben gyakran el6forduld bizonyitasi 6tletet bocsat elore
a szerzo.

Sziklai Péter tudomanyos munkajanak sokoldalusagét jol bizonyitja
a 8. fejezetben szerepld becslése és az ebbol adédo Sziklai-sejtés néven
ismert probléma tudomanyos viszhangja. Szellemes leszamolasi mod-
szerrel a g-adrendili véges test felett definialt algebrai sik gorbék pont-



jainak szamat feliilr6l megbecstilte. Ha a gorbe n-ed foku és nem tar-
talmaz a test felett linedris komponeneseket, ez a korldt (n —1)g+n =
(n—1)g+ 1+ (n — 2)/2. Sziklai sejtése ennél valamivel tébbet &llit,
mégpedig azt, hogy (n — 2)/2 elhagyhaté. E sejtést nemrégen Homma
és Kim bebizonyitottak, és az idevagd extremalis gorbéket is megadtak.
Sziklai kétségtelen érdeme annak megmutatasa, hogy kombinatorikus
okoskodassal érdemes prébalkozni még olyan témakorben is, melyben
mélyebb eredményeket eddigiekben csak az algebrai szamelmélet (zéta
fliggvény), a fliggvénytestek elmélete, és a pozitiv karakterisztikdji
test feletti algebrai geometria legsilyosabb eszkozeivel értek el. Ezek
az eszkozok jol lathatok a disszertacidoban is idézett hires Hasse-Weil
tétel (ami a véges test feletti Riemann sejtés) André Weiltél és Enrico
Bombierit6l szarmazé bizonyitasaban.

A 10. fejezet Vandermonde- és szuper-Vandermonde-halmazokkal
foglalkozik (1d. 10.4 definicié). Szemléletesen ezek véges test olyan T
részhalmazai, melyeknek Osszege, négyzetosszege, ... k-adik hatvany-
osszege 0. Vandermonde-hamazokra ez a k (|1 —2)-ig, szuper-Vander-
monde-halmazokra (|7| —1)-ig mehet. A dolgozatban ilyen halmazokra
nevezetes példakat talalunk, melyek additiv és multiplikativ részcsopor-
tokbodl, ovélisokbdl és hiperovalisokbdl kaphatok. Meglepd és szép
eredmény, hogy mind a kicsi (< p elemii), mind a nagy (> ¢/p elemii)
szuper-Vandermonde-hamazok pontosan leirhaték: ezek multiplikativ
részcsoportok transzformaltjai. Ugyancsak kiemelem, hogy a 10.4 sza-
kasz PG(2,q) olyan részhalmazainak méretére ad alsé becslést, ame-
lyeket minden egyenes 0 modulo r pontban metsz. A szerzék megmu-
tatjak, hogy egy ilyen hamaznak legaldbb (r — 1)q + (p — 1)r pontja
van, ahol p az alaptest karakterisztikaja. Fontos megjegyezni, hogy
Barlotti klasszikus eredménye szerint egy tun. (k,r)-ivnek legfeljebb
k < (r —1)qg + r pontja van, és egyenl6ség esetén a halmazt min-
den egyenes 0 vagy r pontban metszi (ezeket szoktdak maximalis fvnek
nevezni). fgy a fenti also becslésbdl paratlan rend Galois-sikokra azon-
nal kovetkezik Ball-Blokhuis-Mazzocca hires eredménye maximaélis ivek
nemlétezésérél. A fejezet mindkét részében véges testek feletti poli-
nomok mesteri alkalmazasa kellett a tételek belatasahoz.

A 11. fejezet lefogd ponthalmazokrol szél, tulajdonképpen az itt
targyalt eredmények motivaljak a szerzotol szarmazo linearitdsi sejtést,
mely szerint minden minimalis, kis lefogd ponthalmaz linedris GF(q) al-
kalmas részteste felett. A sejtés igazoldsaban a szerz6 jutott legmesszeb-



bre, a fejezetben részletesen lathatunk a megoldasra tett tobb kiseérletet
is. Ezekkel vagy korabbi eredményeket lehet rovidebben belatni, vagy
még teljesen fel nem tart 1j tulajdonsdgait mutatjak a kis lefogé pon-
thalmazoknak és a hozzajuk rendelt gorbéknek. A Rédei-polinom ho-
mogén koordinatakkal felirt valtozatanak vizsgalataval harom olyan
gorbét lehet hozzarendelni a ponthalmazhoz, amelyeknek nagyjabdl
azonosak a GF(q)-raciondlis pontjaik, pedig nincs kézos komponensiik
(s6t, trividlis eseteket leszdmitva, semelyik kettének sincs, 1d. 11.19
Lemma). Ezen gorbéket vizsgdlva Sziklai Péter lényegesen tovabbfej-
leszti Szényi 1 modulo p-s tételét. Megmutatja, hogy minden egyenes 1
modulo p® pontban metszi a minimalis lefogd ponthalmazt, méghozza
olyan e-re, amelyre e osztja h-t, ahol ¢ = p". Réaddsul az is adédik
a szellemes bizonyitasbol, hogy ha egy egyenes pontosan p® + 1 pont-
ban metszi a minimalis lefogd ponthalmazt, akkor ezek a pontok egy
PG(1, p°) részegyenest alkotnak. Ez a fontos eredmény valos esélyt ad
arra, hogy a linearitasi sejtést be lehessen latni.

A 12. fejezet magasabb dimenzids terek linearis ponthalmazaival
és az (n — k)-dimenzids altereket lefogd Rédei tipusu lefogd ponthal-
mazokkal foglalkozik. Ebben a fejezetben az algebrai modszer helyett
a geometriai, kombinatorikai érvelések kifinomult alkalmazasan van a
hangsily. Szemléletesen a fejezet 6 kérdése az, hogy egy kevés iranyt
meghatarozé ponthalmaz mikor all el6 alacsonyabb dimenzids hasonld
tulajdonsagi halmazra emelt kipként. (A forditott irdny a kevés iranyt
meghatérozé halmazok ”trividlis” konstrukcidja.) A 12.15 Tétel erre a
kérdésre ad lényegében éles valaszt, az élességet a 12.16. Allftds mu-
tatja. Ha a dimenzié elég nagy (itt a nagy k-tél és a ¢ = p"-beli h-t6l
fiiggd értéket jelent), akkor minden kevés iranyt meghatdrozé ¢* ponti
ponthalmaz kup. Azt is kiemelhetjiik, hogy a ponthalmaz méretére
adott korlat jobb, mint a kis k-lefogé ponthalmazok vizsgalatanal altala-
ban szokésos korl4t. )

A 13. fejezetben stabilitési jellegii eredményeket talalunk. Izelit6iil
a harom dimenziés tér méasodrendii kiupjanak diszjunkt kipszeletekkel
valé befedését (az angol nyelvii szakirodalomban ezeket flock néven
szoktak emliteni). Egy ilyen kip (cstcspontjat kivéve) nagyon egyszeriien
lefedhetd diszjunkt kupszeletekkel, elég az egy a kiuphoz kitérd egye-
nesen atmend sikokra altal kimetszett kupszeletekre gondoljunk (ezt
a nagyon egyszer(i példat linedrisnak szokds nevezni). Léteznek nem
linearis flock-ok is, ezekbol nem-desarguesiani tranzlaciés sikokat lehet



szerkeszteni. Tanulmanyozasuk ma is a véges geometridk fontos és
sokat vizsgdlt témakore. Segre ivekre vonatkozé bedgyazasi kérdésé-
nek megfelel6je flock-okra az, hogy ha ¢-nal kicsivel kevesebb diszjunkt
kipszelet van adva (ezt partial flock-nak szoktédk hivni), akkor va-
jon ki tudjuk-e egésziteni ezt befedéssé (flock-kd) tovabbi kipszeletek
hozzavételével. A 13.4 Tétel ezt igazolja, ha a "hidnyzd” kupszeletek
szdma kisebb, mint kb. ,/g/4. Kiilénésen szép az eredményben (ill. a
bizonyitdsban) az, hogy Segre eredeti (ivek bedgyazhat$agardl szolo)
bizonyitasahoz hasonléan itt is az algebrai gorbék jelentik a f6 fe-
gyvert. Ugyanakkor az a mod, ahogy a gorbéket hozzarendeli a sz-
erz6 a részleges befedéshez, 1ényegesen kiilonbozik Segre mddszerétdl.
Korabban Storme és Thas a g paros esetben sikbeli iveket tudott a par-
tial flock-okhoz hozzarendelni, igy kozvetleniil tudtdk Segre beagyazasi
tételét alkalmazni. A fejezet késobbi részeiben az eredményt masodren-
dii kupokrol bizonyos magasabb rendd sikgorbékre emelt kipokra is
sikerrel kiterjeszti Sziklai Péter, szamos technikai nehézséget lekiizdve.

A 14. fejezet irdnyok szamérdl szdélo stabilitdsi kérdéseket vizsgal.
Tobbek kozott a 12. fejezet, valamint Ball és Lavrauw munkai alapjan
viszonylag sokat tudunk n dimenzids tér ¢" ! elemii ponthalmaza 4ltal
meghatédrozott irdnyokrol. A fejezet {6 kérdése az, hogy hogy ha (az
egyszeriiség kedvéért a hdrom dimenzids esetre fogalmazva meg) ¢ — ¢
pont nem hataroz meg majdnem minden irdnyt, akkor vajon kiegészit-
het6-e ugyanezen irdnyokat meghatdrozé ¢ pontti halmazzd. Szik-
lai Péter Rédei-polinomok és algebrai geometriai modszerek eredeti
és mély alkalmazasaval belatja az aldbbi 14.13. Tételt: Ha ¢ < p,
q = p", és az U halmaz, melyre |U| = ¢®> — &, nem egészithetd ki ¢
pontid, ugyanezen iranyokat meghatarozé ponthalmazza, akkor a nem-
meghatarozott irdnyok egy (e* — &3+ ¢)-rendii sikgorbében vannak. Ha
tehat e tényleg kicsi (mondjuk < loggq), akkor a nem-meghatarozott
iranyok szama legfeljebb ¢(log ¢)?, azaz sokkal kevesebb, mint az 6sszes
iranyok szdma (ami kb. ¢?). Természetesen, magasabb dimenziéban
kevésbé lehet az U méretét csokkenteni, mindazonaltal a konklizid
er6sebb: ha U nem bovithetd ugyanezen irdnyokat meghatérozé hal-
mazza, akkor a nem-meghatirozott iranyokat egy egyenes vagy egy
kipszelet tartalmazza (a részletekért 1d. a 14.12 Tételt). Ezek az
eredmények bizonyos T3 (K) tipusi parcidlis geometridk ovoidjaira vo-
natkozé bedgyazdsi eredményeket is adnak, amikor K hiperovalis vagy
maximalis 1v.



A 15. fejezet az irdnyprobléma egy jol ismert, Ball - Gécs - Sziklai
szerzOharmastdl szarmazdé altalanositasaval foglalkozik. A korabbi tech-
nikakat jelentésen tovabbfejlesztve, az idevagd ismert eredményeket a
szerzOnek sikertil megjavitania.

Osszefoglalva: A 10-14. fejezet a szerz6 szamos, nemzetkozileg is
elismert és kivalonak tartott, alapvetoen 1j tudomanyos eredményeit
tartalmazzak: Ezek az ererdmények a kovetkezok:

e nagy szuper-Vandermonde halmazok osztalyozasa,

e minimadlis kis lefogé halmazok linearitasi tulajdonsagok utjan valé
jellemzése,

e kevés iranyt meghatarozé affin ponthalmazok stabilitdsa,

e hipersiknal kisebb méretii affin ponthalmazoktol fiiggetlen iranyok
geometriajank a leirasa.

A kovetkez6 kérdést fogalmazom meg:

A disszertdcioban bevezett és sikerrel haszndlt algebrai eszkozoket,
majdnem teljes egészében, a véges geométerek dolgoztak ki, Réder Ldszlo
vizsgadlait folytatva. Vajon mi annak az oka, hogy a disszerticio tobb
témakorében a véges test feletti algebrai gorbékre vonatkozo mélyebb
eredmények, a Hasse-Weil tétel, a Stohr-Voloch korlat és a zéta fiiggvény,
csak kevés szerephez jutottak?

Sziklai Péter akadémiai doktori disszertacidja a véges geometridk
kombinatorikajanak legfontosabb és legmélyebb kérdéseiben, a poli-
nomos modszerrel elért eredményeit foglalja 6ssze. Ezek az eredmények
igen jelentOsek, a nemzetkozi szakmai tudoméanyos kozvélemény altal
jol ismertek és igen magasra értékeltek. Ennek alapjan megéllapithatoé,
hogy Sziklai Péter a véges geometridk nemzetkozi szinten is kiemelked6
szakembere. Javaslom az akadémiai doktori fokozat megszerzésére vo-
natkozé nyilvanos vita kitlizését és Sziklai Péter szaméra az MTA dok-
tora fokozat megadésat.
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