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A folytonos geometridk axidématizalasa soran fontos feladat volt a kiilonbozds véges alak-
zatoknak, vagy konfiguracioknak a vizsgéalata, melyeknek a tartalmazo geometriaktol filig-
getlen leirdsa vezetett az elmult évszéazadban a véges modellek, majd pedig a véges geo-
metridk tanulmanyozésahoz. A szézad kozepére ismertté valt, hogy bizonyos konfiguracios
axioméak szoros kapcsolatban allnak a koordinatazoé strukturak algebrai tulajdonségaival,
a véges konfiguraciok tanulmanyozasa pedig elvezetett a geometriai alakzatok kombina-
torikus struktirajanak vizsgalatahoz. A sok szimmetriaval rendelkezd véges geometriai
struktirak elmélete pedig hamarosan fontos alkalmazéasokra irdnyitotta a figyelmet, els6-
sorban kodelméleti és kriptografiai problémékkal kapcsolatban.

A disszertacio a véges geometridk kombinatorikusan definialt, nagyfoku szabélyossaggal
vagy extrémaélis tulajdonsaggal rendelkez6 ponthalmazaival foglalkozik. Ilyenek pédaul a
k-lefog6 ponthalmazok, melyek minden k-kodimenziés alteret metszenek, vagy a sikbeli
k-ivek, melyeket minden egyenes legfeljebb 2 pontban metsz, stb. Az elvégzett kutatés
alapvetd modszere a ¢ = p* elemt GF(q) véges test feletti projektiv terek ponthalmazaihoz
természetes titon rendelhets polinomok algebrai vizsgalata. Ez a modszer a Rédei Laszlo
altal kezdeményezett hézagos polinomok elméletéhez kapcsolodik. Ennek az algebrai és
kombinatorikus elméletnek a rendszeres véges geometriai alkalmazéasat Szényi Tamés és
munkatarsai fejlesztették ki az elmilt 2 évtizedben, egyiittmiikdodve a témakor jelentGs
nemzetkozi kutatoival.

A polinomos modszer alkalmazéasaiban Sziklai Péter alapveté eredményeket ért el, melye-
ket egy monografidban tervez Osszefoglalni. A disszertacié ennek a késziils miinek egy
tomoritett valtozata.

Az értekezés els6 8 szakasza véges testekkel, algebrai gorbékkel kapcsolatos alapvets isme-
reteket foglal Ossze, kiilonos tekintettel a Rédei polinomokra, azok valtozataira, valamint
viselkedésiikre a derivalasra vonatkozoan. Mér ebben a részben talalunk olyan megfigye-
léseket, amelyek a szerzd dolgozataiban jottek els, és a késébbiekben jelentGs szerepet
jatszanak, (a teljesség igénye nélkiil: Lemma 8.9, Result 7.4, 7.5, Theorem 5.8).

A 9. fejezet mar egyértelmtien olyan eszkézoket mutat be, amelyeknek a késébbiekben
fontos szerepiik lesz. Nagyjabol arrol van szo, hogy ha egy halmaz a GF(q) test eleme-
inek esetleg tobbszorosen elsforduld példanyaibol all és kb. tgy viselkedik, mint GF(q)
plusz/minusz néhany elem, akkor ezeket az elemeket hogyan lehet konnyen megtalalni. A
fejezetben ezt terjeszti ki a szerzg linearis ill. alacsony fokt polinomokra. Ebbdl a feje-
zetbdl kissé hianyzik valamilyen jol megfogalmazott allitas, a targyalt ayag inkabb csak
érzékelteti a felhasznalt modszereket.

A 10. fejezet olyan ponthalmazokkal foglalkozik, amelyeknél az egyenesekkel valo metszési
szamok elsirtak (pl. 10.1-ben ez konstans, 10.4-ben 0, modulo p). A sikbeli esetben az
ilyen halmazoknak megfeleltethets a koordinatazo GF(q) test olyan részhalmaza, amely
elemeinek elég sok hatvanydsszege eltiinik. Ez a tulajdonsag vezet el az u.n. Vandermonde
a q/p-nél nagyobb szuper-Vandermonde halmazok leirasat megado 10.13. Tételt, amely-
ben megmutatja, hogy ezek a halmazok a multiplikativ részcsoportok transzformaltjai.
Ugyancsak fontos és szép eredmény a 10.15. Tétel is, amely egy 0 modulo r metszési



szamokkal bir6 halmaz méretére ad alsé becslést. Kiemeljiik, hogy ebbdl a tételbsl a pa-
ratlan rendd Galois-sikok nem-trivialis maximalis {veinek nemlétezésére vonatkozo Ball-
Blokhuis-Mazzocca eredmény is kévetkezik.

A szerz$ talan legjobban ismert és legerésebb eredményei a lefogd ponthalmazokra vo-
natkoznak, amelyek a 11. fejezetben kaptak helyet. A szerzé az algebrai gorbék lefogd
ponthalmazokra vald alkalmazésat mutatja be, a torténeti hiiségnek megfelelGen az egy,
két illetve harom gorbét hasznalé eredményeken keresztiil, részletesen targyalva a szer-
76661 szarmazd, leghatékonyabb harom gorbés esetet. A fejezet kiemelkedd eredménye a
11. 33. Tétel, (amely a 11.32. Korollarium kovetkezménye). Ez lényegében azt mondja,
hogy kis blokkolé ponthalmaz exponense osztja h-t, ahol ¢ = p". Itt az exponens az az
e kitevs, amelyre a kis minimélis lefog6 halmazt minden egyenes 1 modulo p¢ pontban
metszi. Ezen feliil azt is megmutatja a szerz6, hogy ha egy egyenes p ¢+ 1 pontban metszi
a lefogd6 ponthalmazt, akkor ezen pontok a GF(p€) résztest feletti projektiv részegye-
nest alkotnak. A kilencvenes években sokaig csak an. Rédei-tipust kis minimalis lefogd
ponthalmazok voltak ismertek, majd Lunardon és tanitvanyai (elsGsorban Polverino, és
részben Polito) konstrualtak nem Rédei-tipust, hanem linearis kis lefogé ponthalmazokat.
Sziklai linearitasi sejtése szerint minden kis minimalis lefogdé ponthalmaz linearis. A fenti
részegyenesekrdl szolo eredmény mutatja, hogy a sejtéshez mennyire kozel sikeriilt keriil-
nie. Ezek az eredmények reményt adnak a kis lefog6 ponthalmazok leirdsara. A fejezet
néhény magasabb dimenzios lefogé ponthalmazokra vonatkozo kovetkezménnyel zarul.

A 12. fejezet f6 eredménye a 12.15. Tétel, amelyben kevés irdnyt meghatarozé ¢* elemt,
n-dimenziés affin térbeli ponthalmazokat vizsgél a szerzé. Azt tudja megmutatni, hogy ha
q=p"hésn—12> (n—k)h, akkor az U halmaz egy alkalmas kiip (igazabol szemléletesen
henger) kell legyen.

A 13. fejezet Segre-tipusu (méas szoval stabilitési jellegii) eredményeket tartalmaz kiupok
sikmetszeteikkel vald befedéseivel kapcsolatban. A legérdekesebbek a 13.4. és a 13.7.
Tételek, melyekben mésodrendi illetve bizonyos magasabbrendi kipok részleges befedé-
seinek befedéssé valo kiegészitésére ad meg csupén a ,hianyzo” sikok szaméra vonatkozo
feltételt. Ez a fejezet hasznalja alapvets eszkozként a 9. fejezet eredményeit. Erdemes
megjegyezni, hogy kupok részleges befedéseire vonatkozoan ez volt az els6 Segre-tipusi
eredmény, és mind a mai napig ez a legjobb becslés a hidnyzo6 sikok szamara.

A 14. fejezet egy kiilonosen érdekes probléméval foglalkozik. Ha U olyan affin ponthal-
maz, amely 0 < e-nal kevesebb pontot tartalmaz, mint egy hipersik, és U nem hatéaroz
meg tul sok irdnyt, akkor lehet-e valamit mondani az U altal meg nem hatarozott irdnyok
szamarol. Haromdimenzios térben a 14.13. Tétel azt adja, hogy U vagy kiegészithetd
olyan ¢ elemd ponthalmazzéi, amely ugyanazokat az iranyokat hatarozza meg, mint U
(és ekkor t6bb dolgot tudunk az U halmazrol, pl. bizonyos esetekben a 12. fejezet ered-
ményeit lehet alkalmazni), vagy pedig a nemmeghatéarozott iranyok benne vannak egy
legfeljebb et — 2¢2 + ¢ foku algebrai stkgérbében (specidlisan, ha e kicsi, akkor kevés nem-
meghatarozott irdny van). Ez egy nagyon erds eredmény, amely lényeges informaciot ad
a nemmeghatéarozott irdnyok strukturajarol, nem csak a szamukrol. A bizonyitas algebrai
geometriai modszerek eredeti, szellemes alkalmazasan alapul. Ennek a (friss) eredmény-
nek varhatéan nagy hatasa lesz, néhany alkalmazasat lathatjuk a 14.3 szakaszban.

A 15. fejezet az irdnyprobléma altalanositéasaval kapcsolatos tovabbi érdekes eredménye-
ket tartalmaz.

A dolgozat a szerzd késziils konyve alapjan irodott. Ennek elényei mellett hatranyai is
vannak. Els6sorban a sajat eredmények esetén tobbszoér nem vilagos, hogy pontosan ki-



t6l, kiktsl szarmazik egy-egy erdemény, csak a furcsa [SzP...| hivatkozasokat adja meg a
dolgozat. A konyvjellegii felépitésnek egy tovabbi nem kivant mellékhatasa, hogy a dol-
gozat elején nagyon sok technikai jellegti allitason kell atragja magat az olvaso (ami kicsit
unalmas). Valoszintleg ezen részek roviditése okozta, hogy pl. a Hasse-derivaltak az 5.3
szakaszban jonnek el6, amely 4.3-ra hivatkozik, de ott csak egy-két mondatot és az 5.3-ra
valé visszahivatkozast taldlunk. A nem disszertacio jellegi felépitést a tézisfiizet érdekes
szerkezete is mutatja, amelyben a 14. és 15. fejezetben targyalt eredmények ismertetése
megel6zi a 10. fejezet eredményeit.

A dolgozatban felvonultatott eszkoztar igen széles, a kombinatorikus, véges geometriai és
algebrai modszereken kiviil a polinomok, algebrai gérbék és feliiletek vizsgalati modszerei
egyarant fontos szerepet jatszanak. A disszertacio elsé 8 fejezete részben ismert, részben
pedig modszertani tjdonsaggal rendelkezd elGkésziileteket tartalmaz, amelyek ismerete
sziikséges a disszertéacio 9-15. fejezetekben targyalt f6bb eredményeinek targyalasdhoz. A
legértékesebb, alapvetGen 1j tudoményos eredményeket a 10-14. fejezetek tartalmazzak:

a nagy elemszamu szuper-Vandermonde halmazok leirasa,

a minimalis kis lefogd halmazok linearitasara vonatkozo eredmények,

a kavés irdnyt meghatarozo affin ponthalmazok vizsgélata,

stabilitasi eredmények,

a hipersiknél kisebb affin ponthalmazok altal nemmeghatarozott irdnyok leirasa.

Ezek koziil is kiemelem a kis blokkol6 halmazok szerkezetét leiré 11. 33. Tételt, az algeb-
rai gorbékre épitett hengerek sikmetszetekkel valo particionalédsara vonatkozo 13.7. Tételt
és a nemmeghatarozott irdnyok strukturajat meghatarozo 14.13. Tételt.

A kovetkezd kérdést fogalmazom meg:

Az algebrai gorbékre épitett hengerek sikmetszetekkel valo particiondldsdra és a nemmeg-
hatdrozott iranyok struktirdjdira vonatkozo eredményeket lehet-e dltalanositani végtelen
testek feletti geometridkra?

Osszefoglalva: Sziklai Péter akadémiai doktori disszertacioja igen jelentds, a szakmai
tudomanyos kozvélemény altal magasra értékelt kutatasi eredményekrdl ad sszefoglald
képet. Ennek alapjan megallapithato, hogy Sziklai Péter a véges geometridk algebrai és
kombinatorikus elméletének nemzetkozi szempontbol kiemelkedd szakembere.

Javaslom az akadémiai doktori fokozat megszerzésére vonatkozé nyilvanos vita kittizését
és Sziklai Péter szamara az MTA doktora fokozat megadasat.

Budapest, 2014. januar 2.
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