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ALGEBRAI GEOMETRIA ’ALKAI:MAZASA A
KOMBINATORIKABAN ES A
CSOPORTELMELETBEN

SZABO ENDRE

Doktori Ertekezés Tézisei

Bevezet6

A Disszertacié hdrom fontos, egyméssal 6sszefondédé témardl, és az alkal-
mazésaikrol szol. Ime, a harom téma (a tételek sorszama erre a Tézis—flizetre
vonatkozik):

1. Incidencia becslések.
Itt az alap—probléma, hogy felsé becslést adjunk az illeszkedések
szdmara p pont és ¢ geometriai alakzat kozott. A Disszertdcié 6
eredménye ebben a témédban a[ll Tétel, ami dltaldnositja (tobbek
kozott) a nevezetes Szemerédi-Trotter tételt.

2. Hogyan taldljunk csoportokat?
Itt azt vizsgaljuk, hogyan fordulhat el6, hogy hdromszor n geomet-
riai alakzat kozott kozel Cn?-szer fordul el bizonyos harom alak-
zatbdl all6 geometriai konfiguracié. Tipikusan egy nagy szimmetria—
csoport a felelés a tul sok specialis rész—konfigurdciéért. A Disszer-
tacié 6 eredményi ebben a témédban a[l4l és a Tételeket. Ezek
szorosan kotédnek (tobbek kozott) Hrushovski [36] Csoport konfi-
gurécios tételéhez, és Terence Tao [56] cikkéhez.

3. Nowvekedés csoportokban.
Legyen « véges részhalmaz egy csoportban! Azt vizsgaljuk, hogyan
no az " hatvanyok mérete az n fiiggvényében. Kiilénosen az olyan
részhalmazok struktirdja érdekel minket, melyekre o™ csak lassan
né. A Disszertacié f6 eredményei ebben a témaban a [I6l, 17 és
I8 Tételek. Ezek szorosan kapcsolédnak (sok més dolog mellett) a
Freiman—Ruzsa tételhez, valamint Helfgott [33], Breuillard—Green—
Tao [13] és Bourgain- Gamburd [4] eredményeihez.

Az els6 két téma kombinatorikus jellegli, a harmadik pedig csoportelmé-
leti. Noha nem jelenik meg 6nall6 fejezetként, mindharom témaban kulcs-
fontossagu szerepet kap az algebrai geometria.

A Disszertaciéban sok érdekes alkalmazdsa van a fenti eredményeknek.

Date: 2013. marcius 5..
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1. Alkalmazdsok a kombinatorikdban.

o A Kovetkezmény jelentésen megjavitja az legjobb ismert ki-
tevét Hirzebruch [35] problémajaban.

o A Tétel megvélaszolja Erdés, Lovasz, Vesztergombi [24] kér-
dését.

o A 24l Kovetkezmény megoldja Székely Laszlé sejtését (lasd [I8,
Conjecture 3.41]). Tovébba, a 23] Tétel messzemendkig altala-
nositja ezt a sejtést.

o A Tétel egy fontos esetben megoldja az tgynevezett ,,Orchard
problem” (lasd [37, 54]) egy valtozatét.

2. Alkalmazasok a csoportelméletben.

e A Ko6vetkezmény korldtos rangi egyszert csoportokra bebi-
zonyitja Babai [2] sejtését.

o A Tétel korlatos rangt egyszerti csoportokra bebizonyitja Li-
ebeck, Nikolov és Shalev [39] sejtését. A Tétel egy variacié
ugyanerre a témara.

o A B3 Tétel kimondja, hogy Weiss [61] sejtése igaz a BCP(r)
csoportok osztalyaban.

A Disszertacidé helye a matematikaban. A kovetkez6 néhany bekezdés-
ben megprébalom elhelyezni ezeket az eredményeket a tdgabb matematikai
kornyezetiikben.

Els6 témank kiilonféle incidencia—szamok becslése. Kiindulépontunk Szemerédi—
Trotter [55] tétele: a sikban elhelyezett p pont és g egyenes kozott legfeljebb

(’)(pz/ 323 4 p+ q) illeszkedés fordulhat el6. Ennek szamos altalanositasa

sziiletett, melyek fels6 becslést adnak p pont és g geometriai alakzat kozotti
illeszkedések szdméra. Tme egy kis fzelit: Pach-Sharir [43] (I4sd az [0l Té-
telt) munkdjdban az alakzatok sikgorbék, Chazelle-Edelsbrunner—Guibas—
Sharir [14] és Solymosi-Tao [53] magasabb dimenziés hipersikokkal foglal-
koznak, Téth [59] komplex egyenesekkel C2-ben, Bourgain—Katz—Tao [6] és
Bourgain [3] pedig a p elemti test feletti projektiv tér egyeneseire, illetve bizo-
nyos hiperboldira vonatkozd becslést bizonyitanak, ahol p tetszéleges prim.
A Disszertacidoban szerepld [0l Tétel egy magasabb dimenzids, tetszdleges
valés- illetve komplex varietdsokra érvényes dltalanosités. Erdekes volna ki-
terjeszteni véges testekre is, de ez még teljesen nyitott kérdés. A6l Tétel az
egyik legfontosabb 6sszekotd kapocs az els6 és a méasodik témank kozott: a
csoportok konstrukcidjdban a [l Tétel segitségével tudunk kizdrni bizonyos
fajta degeneraciokat.

Masodik témank egy nagyon altalanos matematikai jelenség: Ha egy geo-
metriai szitudcioban sok varatlan egybeeséssel talalkozunk, akkor arra sza-
mithatunk, hogy a hattérben egy nagy szimmetria—csoport rejtézik. Erre a
témara végtelen sok varidcié van, most csak két eredményt emlitek. Hru-
shovski Csoport konfiguracids tétele [36] (1asd még [44]-ot is) modell-elméleti
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eszkozokkel konstrudl (nagyon nagy éltaldnossdgban) szimmetria csoporto-
kat. Nagy vonalakban a kovetkezordl van szd. Tekintstink egy T stabill]
matematikai elmélet valamelyik modelljében két, ,fiiggvényszeri” kétval-
tozés relacickboll &6 d-dimenzids] csalddotll A két indexhalmaz direkt
szorzata 2d-dimenziés, igy arra szamitunk, hogy ha a két csalad reldcié-
it paronként kompondljukl] eredményiil egy 2d-dimenziés csalddot kapunk.
Ha a kompoziciék ehelyett csak egy d-dimenziés csaladot alkotnakﬁ akkor
a relacié—csalddok egy csoportbdl szarmaztathaték az aldbbi értelemben:
A T elméletben definidlhaté egy X halmaz, amin hat egy d-dimenziés G
szimmetria—csoport, és mindharom relécié csaldd ,lényegében gy néz ki”,
mint az X halmazon az Ry = {(z,y) |y = gz} (g9 végigfut G elemein)
relacié—csaldd. A Csoport konfiguracios tételnek az a specidlis esete, amikor
T az algebrailag zart testek elmélete, Lemmaként szerepel a Disszer-
tdcidban, és fontos szerepet kap a[l4l és Tételek bizonyitasaban.

Mig Hrushovski eredménye inkabb ,folytonos jellegli”, addig a [[4l és
Tételek egy kombinatorikai szituacioban jutnak hasonld kévetkeztetés-
re. E két tétel el6zménye Elekes-Rényai [20] dolgozata (ahol a szimmetria
csoport még nem jelenik meg expliciten). Erdekes tj fejlemény Tao [56]
dolgozata: & azt a jelenséget vizsgalja, hogy ha A, B ,nagyon nagy” rész-
halmazok egy véges testben, és P egy kétvaltozos polinom, akkor a P(A, B)
halmaz ,,tipikusan” betolti majdnem az egész testet. A kivételes polinomok,
a[ldl és Tételiinkhez hasonldéan, vagy az osszeaddsbdl, vagy a szorzasbdl
(tehat vagy a test additiv-, vagy pedig a multiplikativ csoportjabol) szar-
maztathatok dtparaméterezéssel. Tao meg is emliti a blogjdban (lasd [57]),
hogy az ,,Elekes—Szabd theory” komoly szerepet kaphat a probléma tovabbi
vizsgalataban.

Itt érdemes megjegyezni, hogy a [[4l és Tételekben szerepld véges
pont—konfiguraciok megjelennek a kapott csoportban is, és konnyen lathatd,
hogy ott egy nem—ndvd részhalmazt alkotnak: tehdt olyan o véges részhal-
mazt, melynek harmadik hatvdnyaﬂ legfeljebb K |ar| méreti.

Ezzel eljutottunk a harmadik téménkhoz: csoportok nem—névé részhal-
mazainak vizsgalatdhoz. A téma érdekes mind a kommutativ, mind pedig
a nem—kommutativ csoportok vilagaban, és mindkét valtozatnak sok—sok
alkalmazésa van a csoportelméleten kiviil is (ldsd kés6bb). Figyelemreméltd

L A stabilitds lényegében azt jelenti, hogy az elmélet modelljeiben nem fordul elé tul
sokféle , tipusi” elem.

2 Ez azt jelenti, hogy majdnem minden x csak korldatos sok y-nal &all relaciéban.

3 Modell-elméletben, alkalmas feltételek mellett, definidlhaté egy nagyon altaldnos, az
algebrabdl ismert Krull-dimenziéra hajazé dimenzié fogalom.

4 Egy csaldd tagjait egy indexhalmazzal paraméterezziik. A csaldd dimenzidja ennek
az indexhalmaznak a dimenzidja.

5 Az R és S relaciok kompozicidja az {(z,2) | Iy : (x,y) € R és (y,2) € S} relacié.

6 Tipikusan a kompoziciék mind kiilonbozoek, 2d-dimenziés csalddot alkotnak. Néha
vannak egybeesések, és kisebb dimenzidt kapunk. A mi esetiink a ,,maximalis degeneraci6”.

Tan jeloli az a elemeibdl alkotott n-tényezds szorzatok halmazat.
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a kommutativ és a nem—-kommutativ vilag Osszefondédasa, egymdsra haté-
sa: noha latszdlag teljesen kiilonboz6 jelenségeket vizsgalnak, mégis sok—sok
Otletet, mdédszert kolesonoznek egymastol.

Kezdjiink a kommutativ csoportokkal. Az additiv kombinatorika egyik
meghatérozé eredménye a Freiman-Ruzsa tétel [26] (lasd még Ruzsa [51]
bizonyitasat): Ha a C Z egy véges szamhalmaz amelyre ‘oz + oz’ < Ko
teljesiilE akkor «v lefedhetd egy d(K) dimenzids, f(K)|a| méretli dltalano-
sitott szamtani sorozattal. Késébb Green és Ruzsa [30] altaldnositottak a
tételt tetszéleges Abel csoportra: ilyenkor az « halmaz egy &ltaldnositott
szamtani sorozat és egy részcsoport Osszegével fedhetd le. (Az ilyen hal-
mazokat hivjuk mellékosztdly—sorozatnak). A legfontosabb nyitott kérdés
ebben az iranyban, hogy létezik-e a nem—ndévé halmazoknak olyan leirdsa,
melyben a paraméterek (mint f(K) az elébb) a K polinomjai. Példaul,
igaz-e, hogy minden a C Z§ nem-nové halmaz lefedhetd egy legfeljebb |«
méretli részcsoportnak legfeljebb C'K™ mellékosztalyéaval (ahol m egy min-
dentél fiiggetlen allandé)?

A kommutativ kitéré utdn térjliink vissza a nem—feltétleniil kommutativ
csoportokhoz! Legyen a egy nem—nové részhalmaz egy csoportban! Mit
mondhatunk az « szerkezetérol? Az elsd, és egyben legismertebb eredmény
Gromov [32] tétele: |a"| pontosan akkor becsiilhetd feliilrél az n egy poli-
nomjévalag ha az « &ltal generalt részcsoport virtudlisan nilpotens™ (Itt a
polinom fiigghet a csoporttdl.)

Nem-n6v6 halmazok vizsgalataban Helfgott [33] tétele hozta meg a ko-
vetkez6 attorést: Legyen « generdtor rendszer az SL(2,p) csoportba (p
tetszoleges prim). Ekkor vagy « exponencidlis iitemben né, azaz ‘a?" >
|a|'T¢ egy mindentdl fiiggetlen ¢ konstanssal, vagy pedig a® = G (tehat
nincs is hely tovabbi névekedésre) Helfgott egyik fontos motivacidja az
volt, hogy a tételébsl azonnal kovetkezik hogy az SL(2,p) csoportokban
igaz a Babai sejtés (1dsd a 27l Kovetkezményt). Késobb kideriilt, hogy Helf-
gott tétele jelentésen kiterjeszthetd: a Szorzattétel szerint ugyanez az allitas
tetszoleges ¢ primhatvényra érvényes az SL(n,q) csoportban i (lasd a

8A Pliinecke-Ruzsa becslésekbél kivetkezik, hogy ilyenkor |a + o + a| < K?|al, te-
hét o nem—noévd. Nem—kommutativ csoportokban ez az érvelés nem miikodik, ezért kel-
lett o® méretét korldtozni. Erdekes, hogy a magasabb hatvdnyainak mérete mar nem—
kommutativ csoportokban is becsiilhetd.

9Gromov tételében tehst az o halmaz dsszes hatvényat korldtozzuk, nem csak a3-6t.

10Egy csoport virtudlisan nilpotens, ha van véges indexi nilpotens részcsoportja.

1Egy p primre SL(n, p) jeloli az olyan 1-determindnsi nxn méretii matrixok csoportjat

(a miivelet a matrixok szorzdsa), melyeknek elemeit a modulo p maradékosztalyokbdl
vélasztjuk. Altalénosabban, ha g egy prim hatvanya, illetve F egy tetszOleges test, akkor
SL(n,q), illetve SL(n,F) jeloli az olyan 1-determindnsi n x n méretii matrixok csoportjat,
melyeknek elemeit a g elemii végest testbdl, illetve F-bol valasztjuk.

12Helfgott cikkében még o® = G helyett o = G szerepel egy alkalmas k kitevével.

13Valéjéban a Szorzattétel az SL(n,q) minden egyszerii részcsoportjara vonatkozik,
tehét az alterndlé csoportok kivételével az Osszes véges egyszerii csoportra. Az e konstans
csak n-t6l (azaz a csoport rangjatdl) figg.



dc_650 12

ALGEBRAI GEOMETRIA A KOMBINATORIKABAN ES A CSOPORTELMELETBEN 5

Tételt). A tétel fontossdgat jol mutatja, hogy egymadstdl fiiggetlentil
egyszerre két csapat is bebizonyitotta: Breuillard-Green—Tao [I1] illetve
Pyber—Szabé [50].

Az utébbi néhdny évben sok elérelépés tortént a nem-nové halmazok
strukturdjanak minél teljesebb lefrasara. Ezek koziil most csak két cik-
ket szeretnék kiemelni. Breuillard-Green-Tao [13] tetsz6leges csoport nem-—
novo részhalmazaival foglalkoznak. Tételiik kozos altalanositdsa Gromov
tételének és a Freiman—Ruzsa tételnek: Ha o nem—n&v6 részhalmaz egy cso-
portban (tehat ’oz?” < Klal), akkor taldlhaté olyan H részcsoport, amelyik

teljes egészében benne van az o) hatvanyban, és a hozzd tartozé fak-
torcsoportba a képe lefedhet6 egy alkalmas nil-sorozaf korlatos sok
(mondjuk f(K)) eltoltjaval. A leirdsuk taldn egyetlen szépséghibdja, hogy
a médszeriik nem ad becslést d(K) és f(K) nagysagrendjére. A kombinato-
rikai, illetve szdmelméleti alkalmazasokhoz viszont fontos lenne, hogy d(K
és f(K) polinomok legyenek, legaldbb egy sziikebb csoport—osztdlyban
Ezt a célt (a polinom korlatokat) tliztiik ki Pyber Lészléval a [48] cikkben.
Belattuk (l4sd a[I8 Tételt), hogy ha a egy szimmetrikus ] nem-névé rész-
halmaz az SL(n,F) csoportban (F tetszéleges test), akkor taldlhat6 olyan H
részcsoport, amelyik teljes egészében benne van az o hatvanyban, és a hoz-
z4 tartozé faktorcsoportban'® o képe lefedhets egy feloldhaté részcsoport
f(K) darab eltoltjaval, ahol f(K) egy (n-t6l fliggé) polinom.

A Szorzattétel eddigi leglatvanyosabb alkalmazésa az tigynevezett ,, Bourgain—
Gamburd expansion machine”. A mddszert Bourgain és Gamburd fejlesz-
tették ki expander gm’fok@ konstrukcidjéhoz. (Az expander grafoknak pedig
fontos alkalmazdsaik vannak példdul a szdmitds—tudoméanyban). A [4] cikk-
ben Bourgain és Gamburd beldtta, hogy az SL(2,p) csoport minden olyan
Cayley grdfja@ amelyik nem tartalmaz kis koroket, expander egy kozos e
expanziés konstanssal. Amikor [4] késziilt, még csak Helfgott tétele léte-
zett, ezért kellett az SL(2,p) csoportra szoritkozni. Késébb ugyanezzel a
modszerrel, hasznalva az Gjabb Szorzattétel teljes erejét, sok—sok 1j expan-
der csalddot konstrualtak (ldsd példdul Breuillard-Green—Tao [12] és [9],
Varju [60], Bourgain—Varju [§]), valamint Golsefidy—Varju [29] cikkét!) Az
expander grafoknak érdekes szamelméleti alkalmazasa van az ,affin szita”

14 pontosabban: H normalizatoranak H szerinti faktorcsoportjaban.

157 nil-sorozatok az &ltaldnositott szémtani sorozatok megfelel6i nilpotens csoport-
ban. Sokszor elég annyit tudni, hogy a képe a faktorcsoportban lefedhetd egy nilpotens
részcsoport kevés eltoltjaval.

167 Szorzattétel is atfogalmazhaté ilyen forméba, és az dtfogalmazasban a konstansok
polinomidlisan fiiggenek K-tél. Sok (mér 1étez8) alkalmazas ezen mulik.

17Egy csoport a részhalmaza szimmetrikus, ha minden elemével egyiitt annak inverzét
is tartalmazza, azaz o~ = «.

18Eg;y n-csticsu graf e-expander, ha barmely legfeljebb % csticsbél all6 X részhalmaza
legaldbb €| X | tovdbbi, X-en kiviili csticcsal szomszédos.

19Egy G csoport a generator—rendszeréhez tartozd Cayley grdf csucsai a G elemei, és
két csdcsot, mondjuk z-et és y-t, akkor kotiink ossze éllel, ha zy~! € a.
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modszerekben (lasd példaul a Bourgain—-Gamburd—-Sarnak [5] cikket), tulaj-
donképpen a szita-mddszerek adtak az eredeti motivaciét a [4] cikkhez.

Az additiv kombinatorika fontos fejezetét alkotjdk az Osszeg-szorzat té-
tel’ (Erd6s—Szemerédi [25]), és ennek kilonféle valtozatai (lasd példdul
Tao [58] cikkét, és az ottani hivatkozédsokat). Osszeg-szorzat tipusi téte-
lek ugyan nem bukkannak fel a Disszertaciéban, mégis, tobb témankkal is
szoros kapcsolatban allnak. Elekes [17] megmutatta, hogy az Osszeg-szorzat
tétel kovetkezik a Szemerédi-Trotter tételbdl (lasd még Solymosi [52] cik-
két). Forditva, Bourgain-Katz Tao [7] egy Osszeg szorzat tipusi tételbdl
bizonyitanak be egy Szemerédi-Trotter tipusu tételt. Helfgott [33] tételét
(az SL(2,p) csoportrél) eredetileg egy Osszegszorzat tipusi tétel segitségé-
vel bizonyitotta, és még ma is sokan ugy tekintenek a Szorzattételre, mint
egyfajta nem-kommutativ Osszeg-szorzat tétel. Az &ltaldnos Szorzattétel
bizonyitdsa mar mas uton halad, de a nem névé halmazok vizsgdlataban
tovabbra is fontos szerepiik van az ('jsszegfszorzat tételeknek (lasd példaul
Gill-Helfgott [27] cikkét). Ez a kapcsolat forditva is miikodik: (kommutativ)
Osszeg-szorzat tipust tételek bizonyithaték a (nem-kommutativ) Szorzat-
tétel segitségével (ldsd példaul: Breuillard—Green—Tao [111, 8. fejezet]).

Erdemes megemliteni még Bourgain [3] friss eredményét, ami szoros kap-
csolatban all a témainkkal. A kordbban emlegetett ,expansion—machine”
modszereit hasznalva egy véges geometriai, hiperboldkra vonatkoz6 Szemerédi—
Trotter tipusu tételt bizonyit.

A Disszertacio felépitése. A Disszertacié hét dolgozatra épiil, melyek
rendre megfelelnek a Disszertdcié egy-egy fejezetének.

o [23] és [22] kozos dolgozatok Elekes Gyorggyel, megfelelnek a Disszerta-
ci6 [l illetve Bl fejezetének.

[21] koz6s dolgozat Elekes Gyorggyel és Simonovits Mikldssal, megfelel a
Disszertdcié [ fejezetének.

[50] és [48] kozos dolgozatok Pyber Laszléval, megfelelnek a Disszertécié 2
ésBl fejezetének.

[45] k6z6s dolgozat Cheryl Praeger—rel, Pyber Laszléval és Pablo Spiga—
val, megfelel a Disszertacié [0 fejezetének.

[28] k6z6s dolgozat Nick Gill-el, Pyber Laszl6val és Tan Short—tal, megfelel
a Disszertaci6 [l fejezetének.

A Disszertacié eredményeit a Tézisekben témajuk alapjan 6t csoportba
soroltam:

1. Incidencia becslések.
A Disszertéaci6[[L2 szakasza tartozik ide, ami a [23] dolgozat része. Ebben
a téméban a dolgozat {6 eredménye a6l Tétel.

2. Hogyan taldljunk csoportokat?
A Disszertéci6 [Tl és L4l szakaszai tartoznak ide. F6 eredmények: a [14]
és a Tételek.

20Ha A egy véges valés szdémhalmaz, akkor max (|A+ Al |A- A]) > c|A]" .
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3. Nowvekedés csoportokban.
A Disszertacié 2l ésBl fejezete. Fé eredmények: a és a[I8 Tételek.
4. Alkalmazdsok a kombinatorikdban.
A Disszertacié Bl és Hl fejezetei, és az szakasza. Legfontosabb
eredmények: a 20, a3l és a26l Tételek, valamint a 24l Kovetkezmény.
5. Alkalmazdsok a csoportelméletben.
A Disszertdcié [l és[Gl fejezete. Legfontosabb eredmények: a 29, a
és a Tételek.

1. Incidencia becslések

Illeszkedési—szamokra adott korlatok kozponti szerepet toltenek be a kom-
binatorikus geometria sok teriiletén, és a geometriai algoritmusok elméleté-
ben. (A koézelmiltban szerepet kaptak az additiv kombinatorikédban is, 14sd
[17, 19, 18].) Az els6 ilyen tipusu eredmény Szemerédi-Trotter [55] tétele,
amit késObb Pach és Sharir kiterjesztettek folytonos sikgérbékre:

1. Tétel (Pach—Sharir [43]). Legyen T egyszeri (azaz nmagukat nem metszd
sikgorbék egy olyan csalddja, melyben bdrmely két gorbének legfeljebb M ko-
208 pontja van, €s minden ponton keresztil legfeljebb s I'-beli gorbe halad
dt (azaz T-nak s szabadsdgi foka van). Ekkor p pont és q T'-beli gorbe kozti
illeszkedések szama legfeljebb:

(1) C(ps/(zsq)q(gsq)/@sq) +p+q) ’

ahol a C' konstans szorzo csak s-tél és M-tol fiigg. Specidlis esetben, ha T’
a sikbeli eqyenesek csalddja, akkor s =2, M =1, és visszakapjuk az eredeti
Szemerédi—Trotter korldtot.

Sziikségiink lesz az alabbi jelolésekre:

2. Definicié. Legyen X egy tetszéleges alaphalmaz (ez lehet példdul RY,
az N-dimenzids tér), P egy részhalmaz, @) pedig az X részhalmazainak egy
rendszere. (Ugy gondolunk @) elemeire, mintha X-beli ,,geometriai alakza-
tok” lennének.)

e [(P,Q) jeldli a (P, Q) rendszer illeszkedéseinek szamdt, azaz az olyan P x
Q-beli (p, q) parok szamat, melyekre a p pont benne van a ¢ alakzatban.

o TetszOleges t € P pont esetén @y C @ jeloli az olyan @-beli alakzatok
halmazat, amelyek tartalmazzak a ¢ pontot.

Tekintsiik most azt a konfigurdciét R3-ban, amelyik p egy egyenesre esé
pontbdl, és q ezt az egyenest tartalmazé sikbdl all. Ebben a konfiguraciéban
az illeszkedések szama pq. Vildgos, hogy ha egy térbeli alakzatokra vonat-
kozé, (d)-hez hasonlé becslést keresiink, akkor sziikségiink lesz valamiféle
nem—degeneraltsagi feltételre, ami kizarja az ilyen jellegii konfiguraciokat.
Az aldbbi definicié ezt finomitja: megenged ilyen rész—konfiguracidkat, de
persze nem tdl nagyokat. A b paraméter és a k kombinatorikus dimen-
zi6 szabdlyozza, hogy mennyit. Késébb a becslésekben a konstans szorzdk



dc_650 12

8 SZABO ENDRE

fiigghetnek k-tol és b-t6l is, kitev6k azonban csak k-t6l fiiggenek majd. (Egy
onmagaban is érdekes feladat volt talalni olyan nem—degeneraltsagi feltételt,
amelyik eléggé ,, megengedd” ahhoz, hogy sok érdekes geometriai szituaciok-
ban teljesiiljon.)

3. Definicié (Kombinatorikus dimenzié rekurziv definiciéja). Rogzitiink
egy b > 0 konstanst. Legyen X egy tetszbleges alaphalmaz, P egy rész-
halmaz, Q pedig az X részhalmazainak egy rendszere. Azt mondjuk, hogy
cdimy(P,Q) = 0, ha |Q] < b. Altalaban, cdimy(P,Q) < k (ahol k > 1
egész), ha van olyan P’ C P részhalmaz, amelyre

e |P\ P'| <b, azaz P’ ,majdnem az egész” P, és

e minden t € P'-re cdim, (P \ {t},Q¢) <k — 1.

4. Megjegyzés. Konnyen ellenérizhetjitk, hogy az [Il Tételben szerepld (p
pont, g gorbe) konfiguracié kombinatorikus dimenzidja, alkalmas b vélasz-
tasa mellett, legfeljebb 2.

Az, hogy kozvetleniil a[Bl Definiciébdl hatarozzuk meg a kombinatorikus
dimenziot, elég reménytelen feladatnak tlinik. A kovetkez6 lemma mutatja,
hogy geometriai szitudciékban, elég nagy altalanossaghan, a kombinatorikus
dimenzié megegyezik a geometriai dimenziéval.

5. Lemma. Legyen A egy k-dimenzids varietds, jelolje H a legfeljebb d foki
A-beli részvarietdsok halmazdt. Vdlaszthatunk olyan csak k-tdl és d-t6l fliggd
b értéket, mellyel igaz a kovetkezd dllitds: Ha P C A egy &ltaldnos helyzet (]
véges részhalmaz, akkor cdimy(P,H) < k.

Az alabbi tétel 1ényegében a Disszertdcid [L2.5 Tételének és a Disszertacid
[1.2.61 Tételének az Gsszevondsa.

6. Tétel. Legyen P egy véges ponthalmaz az N -dimenzidos komplex projektiv

térben, V pedig algebrai varietdsok véges kollekcidja (ugyanebben a projektiv

térben). Tegyik fel, hogy a (P,V) konfigurdcid kombinatorikus dimenzidja

k = cdimy(P,V) > 2, és V minden tagja legfeljebb d foki. Ekkor léteznek

olyan, csak k-tol N-tél és d-tél fiiggs o, B pozitiv konstansok, melyekre
ka+ 8=k

és a (P,V) rendszer illeszkedéseinek szdma
1(P,V) < C(IPIIVIP + | + [V]10g(2IP)) ),

ahol a C konstans az N, b, k, d paraméterektdl fiigg. Abban a specidlis
esetben, amikor a kollekcid hipersikokbdl dll (azaz d = 1), vdlaszthatjuk az

N(k—1) (N - 1)

oo NEZD g MY
 Nk-—1 ’  Nk-—1

kitevdket, ahol 0 < e < m tetszdleges.

+ ke

21 Ttt most P dltaldnos helyzetd, ha minden legfeljebb d* foki részvarietés legfeljebb b
pontot tartalmaz P-bol.
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7. Megjegyzés. A [6l Tételt azért fogalmaztuk meg projektiv térben, hogy
beszélhessiink az algebrai halmazok fokszamarol. Természetesen analog té-
tel érvényes CN-beli algebrai halmazokra is, de mivel itt nincs standard
fokszam—fogalom, azért kortilményesebb megfogalmazni, hogy mitél fligg a
C konstans szorzé.

Erdemes sszehasonlitani Pach-Sharir tételét a[6l Tétellel. A disszertdci-
Obeli tétel altaldnositja a korabbit, amennyiben sikgorbék helyett magasabb
dimenzids alakzatokat vizsgdl, és komplex geometridban is érvényes. Az
altalanossagnak azonban ara van: Pach-Sharir tétele megenged tetszOleges
folytonos sikgorbéket, és a becslés kitevéi pontosak, mig a [6l Tétel csak
algebrai varietasokra vonatkozik, a kitevOk messze nem optimaélisak, és a
hibatagban megjelenik egy bosszanté log(2|P|) faktor. (A Disszertdciéban
explicit « és [ kitevOk szerepelnek.)

2. Hogyan talaljunk csoportokat?

Ez a rész a Disszertacio [T és L4l szakaszairdl sz6l. A hétterében egy na-
gyon altalanos elv hizodik: Ha egy geometriai szituaciéban sok varatlan egy-
beeséssel taldlkozunk, akkor arra szamithatunk, hogy egy nagy szimmetria—
csoportra bukkanunk. Egyik legismertebb eredmény ebben az iranyban Hru-
shovski [36] Csoport konfiguraciés tétele (lasd még: [44]).

Mi most egy geometriai—-kombinatorikai szitudciéval foglalkozunk. Aldbb
definialjuk, hogy mikor mondunk egy V C C? algebrai feliiletet gazdagnak
(azaz mikor van rajta til sok egybeesés). Néhény egyszerii példa bemutatésa
utan kideriil majd, hogy a gazdag feliileteknek nagyon specidlis szerkezetiik
van. Vagy a V feliilet egy sikgorbére allitott henger (ldsd a Példat),
vagy egy algebrai csoportot taldlunk a hattérben: V lényegében a csoport
szorzés—fiiggvényének a grafikonjabol szarmazik (mint a[I2l Példdban). Ab-
ban a specidlis esetben, amikor a feliilet egyenlete z = f(x,y) alakban irhato,
Elekes Gyorgy és Ronyai Lajos lattdk be ezt az éllitast a [20] cikkben. A
tetszéleges felliletekre vald kiterjesztést, és a magasabb dimenziés altalanosi-
tast pedig (ldsd a[ldl és a[lHl Tételeket) a [23] cikkben bizonyitottuk Elekes

Gyorggyel.
8. Definicié (Gazdagsdg).

(a) Egy V C C3 algebrai feliiletre azt mondjuk, hogy gazdag, ha végtelen sok
n értékre talalhaték olyan X, Y, Z C C n-elemii komplex szamhalmazok,
melyekre

VN (X xY x2)| >cn?

valamilyen n-tél fiiggetlen C > 0 konstanssal.

(b) Legyenek A, B, C m-dimenziés komplex varietdsok (m > 1). Egy
V C Ax BxC 2m-dimenzids részvarietds gazdag, ha végtelen sok n
értékre talalhatdk olyan X C A, Y C B és Z C C ,altalanos helyzetii”
(ldsd a Disszertécié Definici6jat) n-elemii részhalmazok, melyek
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kielégitik ugyanazt a becslést:
VN (X xY x 2)| >cn?
valamilyen n-t6l fliggetlen C > 0 konstanssal.

Az algebrai csoportok olyan csoportok, melyek alaphalmaza egy varietds,
és a csoportmiivelet egy polinomokkal megadhaté fliggvény. Az algebrai
csoportokat régéta intenziven vizsgaljak, szerkezetiikrol nagyon sokat lehet
tudni. Léssunk néhany példat:

9. Példa. Minden komplex egydimenzids 0sszefliggd algebrai csoport az alab-
bi harom tipus valamelyikébe tartozik. Az els§ két tipusba csak egy—egy
csoportot sorolunk, a harmadik tipusba viszont végtelen sok egymastol kii-
16nb6z6 csoport tartozik (melyek topologikus csoportként mind izomorfak
egymassal).

(a) C — a komplex szamok additiv csoportja.

(b) C* — a nem—nulla komplex szamok multiplikativ csoportja. A z — e
leképezés mutatja, hogy C* izomorf a C/Z faktorcsoporttal.

(c) Elliptikus gérbék — ezek az y? = 2 + ax + b egyenletii stkgorbék (kiter-
jesztve egy végtelen tévoli ponttal), ahol 4a® + 27b% # 0. Az elliptikus
gorbék felirhaték C/L faktorcsoportként is, ahol C az (@)-beli csoport,
L pedig egy (az origdt tartalmazo) parallelogramma racs. (Egymadssal
nem-egybevigé racsok kiilonboz6 faktor—csoportokat adnak.)

2miz

10. Példa. Tekintsiik a ,,négyzetgyok fiiggvényt”! Valdjaban ez nem is iga-
zi fiiggvény: minden zy # 0 komplex szam koriil két , folytonos dga” van.
Tovabb komplikalja a helyzetet, hogy ha egyszerre tekintjiik az 0sszes nem—
nulla szam négyzetgyokeit, akkor az agak , 0sszekeverednek”: ha x foly-
tonosan korbejarja (a komplex sikon) az origét, akkor a két négyzetgyoke
is folytonosan valtozik, de a kor végére éppen felcserélve érkeznek vissza az
eredeti poziciéjukba. A négyzetgyokhoz hasonldan viselkedd ,, fliggvényeket”
tobbértéki algebrai fliggvényeknek nevezzik.

11. Definicié. Legyenek A és B halmazok. Egy olyan F' fliggvényt, amelyik
A minden eleméhez B egy részhalmazat rendeli, A-bdl B-be vezetd tobbértéki
fiiggvénynek neveziink.

(a) Az F grafikonja az aldbbi részhalmaz:
FF:{(a,c) aeA,ceF(a)}gAxB.
(b) Minden H C A részhalmazra és minden b € B pontra legyen
F(H)=UpegF(h) CB, F'(b)={a€A|F(a)>b}.
Vildgos, hogy F~! egy tobbértékii fiiggvény B-bdl A-ba. Amennyiben
MaXge A ‘F(a)‘ és maxpep ’F‘l(b)| végesek, akkor legyen deg(F') a kettd
koziil a nagyobbik, kiilonben pedig deg(F') = oo.

(c) Legyenek A és B algebrai gorbék. Azt mondjuk, hogy F' algebrai, ha
deg(F') < o0, és a I'p grafikon egy algebrai gorbe az A x B feliileten.
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(d) Legyenek most A és B m-dimenzids varietdsok. Azt mondjuk, hogy F
algebrai, ha deg(F) < oo, és a I'p grafikon lezértja egy m-dimenzids
részvarietds a 2m-dimenziés A x B-ben.

12. Példa. Legyen G egy komplex algebrai csoport. ElGszor az egydimenzids
esettel foglalkozunk, a csoportmiivelet segitségével készitiink gazdag algebrai
feliileteket C3-ben. Utdna altalanositjuk a konstrukciét magasabb dimenziés
csoportokra.

(a) Most még G tetszbleges. Legyen n = 2k + 1 egy pératlan természetes
szam. Tekintsiik a

Gsp = {(z,y,2) € G? ‘ a G csoportban zyz =1 },

(algebrai) varietast, amit ,a G3-beli specidlis részvarietdsnak”, illetve
egydimenziés G esetén ,,a G2 specidlis feliiletének” neveziink. Valasszunk
egy a € G végtelen rendi elemet (ilyen mindig van, amennyiben dim(G) >
1), és legyen

X=Y=7:= {a_k,a_(k_l),...,a_l,l,a,...,a(k_l),ak} .

Konnyt ellendrizni, hogy Gs, valéban legalabb [k?/2] > %nQ pontot
tartalmaz X x Y x Z-bol, tehat gazdag.

(b) Tegyiik most fel, hogy G egydimenzids, és legyenek f, g, h tobbértékii al-
gebrai fiiggvények G-bol C-be. A direkt szorzatuk, F' = f x g X h, ugyan-
csak tobbérték fiiggvény G3-bdl C3-be, és deg(F) = deg(f) deg(g) deg(h).
Tekintsiik a G, specidlis feliilet képét, az F(Gs) C C3 részhalmazt,
ennek lezértja egy V' C C3 algebrai feliilet. Vildgos, hogy a V felii-

let legalabb [#;(F)] = Cn? pontot tartalmaz az F(X x Y x Z) =

F(X) x g(Y) x h(Z) Descartes—szorzatbdl, tehit gazdag.

(c) AV varietdsnak legfeljebb deg(V') irreducibilis komponense van, tehat
van olyan irreducibilis komponens, amelyik gazdag.

(d) Tekintsiik most az altalanos esetet: dim(G) = m > 1 tetsz6leges. Le-
gyenek f, g, h tobbértékii algebrai fliggvények G-bdl harom m-dimenzids
komplex varietdsba: A-ba, B-be illetve C-be. Az €el6z6 érvelés szd sze-
rint dtvihetd erre a szituaciéra. F' = f x g X h egy tobbértékii algebrai
fiiggvény G3-bél A x B x C-be (mind G3, mind pedig a szorzat vari-
etds 3m-dimenzids). Az F(Gsp) részhalmaz lezértja egy 2m-dimenzids
V részvarietds A x B x C-ben, és bizonyos esetekben (példdul, ha G
Abel csoport) lesznek olyan Vy C V irreducibilis komponensek, ame-
lyek gazdagok. Kideriil majd, hogy 6k lesznek a gazdag részvarietasok
,mintapéldanyai”.

13. Példa (Hengerek).

(a) Egy Vo C C? algebrai feliiletet hengernek mondunk, ha az egyenlete
csak két valtozdtdl figg: F(z,y) = 0, F(x,z) = 0 vagy F(y,z) = 0.
Tekintsiik példdul az F(z,y) = 0 esetet, és vélasszunk olyan X =



dc_650 12

12 SZABO ENDRE

{z1,29,..., 2}, Y = {y1,y2,...,yn} komplex szdmhalmazokat, ame-
lyekre F(z;,y;) = 0 minden i-re. Vildgos, hogy tetszéleges n elemi
Z C C szémhalmazra Vo N (X X Y x Z)| > n?, tehdt V gazdag.

(b) Legyenek A, B, C' m-dimenzids varietasok. Azt mondjuk, hogy egy
V € Ax B xC 2m-dimenziés részvarietas tartalmaz hengert, ha vagy a
V = Ax B, vagy aV — Bx (), vagy pedig a V — A x C' vetitések képe
nem 2m-dimenziés (tehat kisebb). Konnyen lathat6, hogy egy ilyen V
tényleg tartalmaz egy hengert.

Az alédbbi tétel lényegében a Disszertacié [LT.3l Tételének leegyszeriisitett
véaltozata.

14. Tétel (Gazdag feliiletek C3-ben). Legyen V. C C? egy d foki algeb-

ras felulet. Vannak olyan n és ng csak d-tdl fiiggé konstansok, melyekkel a

kovetkezd tulajdonsdgok ekvivalensek.

(a) Legaldbb egy n > ngy értékre vannak olyan X,Y,Z C C n-elemi szam-
halmazok, melyekre

VN(XxY x2Z)|>n*7".

(b) V-nek van olyan Vi irreducibilis komponense, amelyik vagy egqy hen-
ger (lasd a[13. Példdt), vagy pedig a[12. Példdban leirt konstrukcicbol
szdrmazik (valamilyen egydimenzids komplex algebrai csoportbdl). Utéb-
bi esetben a konstrukcioban haszndlt tobbértéki fuggvények fokszdama d
fuggvényében korldtozhatd.

(c) Jelolje D C C az egységkirlemezt. Vagy V' tartalmaz egy hengert (ldsd a
[Z3. Példdt), vagy pedig vannak f,g,h : D — C egy-egy—értelmi analitikus
fuggvények, amelyeknek az inverze is analitikus, és amelyekre

VQ{(f(a:),g(y),h(z)) E(Cﬂx,y,zé]])), x+y+z=0}.

(d) V-nek van olyan Vi irreducibilis komponense, amelynek minden nyilt
részhalmaza gazdag.

Szerepel a tételben egy (kicsi) pozitiv 1 konstans. Nem adunk meg explicit
értéket, mert azt gondoljuk, hogy a jelenlegi becsléseink messze nem opti-
malisak. Valéjaban még az sem kizart, hogy a tétel tetszdleges 0 < n < 1
értékkel igaz — ldsd a Disszertacié [LT.4l Problémaéjat.

Az aldbbi tétel a Disszertacid Tételének leegyszeriisitett valtoza-
ta.

15. Tétel (Gazdag részvarietdsok magasabb dimenziéban). Tetszbleges m

pozitiv egészhez taldlhato pozitiv valos n a kévetkezd tulajdonsdggal. Legyenek

A, B, C m-dimenzids projektiv varietdsok, V C Ax B x C pedig olyan 2m-

dimenzids részvarietds, amelyik nem tartalmaz hengert (lisd a[13 Példadt).

A kévetkezd tulajdonsdgok ekvivalensek:

(a) Eqy ,elég nagy” n értékre vannak olyan X C A, Y C B, Z C C n-elemi
Laltaldnos helyzetit” részhalmazok, melyekre

VN(XxY x2Z)|>n*".
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(b) V-nek van egy olyan Vy irreducibilis komponense, amelyik a[I2. Példdaban
leirt konstrukciobol szarmazik (valamilyen m-dimenzids komplex algebrai
csoportbdl).

(¢c) V-nek van olyan Vi irreducibilis komponense, amelynek minden nyilt
részhalmaza gazdag.

Az (@) pontban szerepld ,elég nagy” és ,dltalanos helyzetd” fogalmak pon-
tos definiciojat ldsd a Disszertdcid [1.4.2. Tételében illetve a Disszertdcio

[L.2.12. Definicidjdban.

3. Novekedés csoportokban

Adott n x n méretli matrixok egy véges halmaza, a. Azt vizsgdljuk,
hogy mely a halmazokra lesz ‘043‘ sokkal nagyobb, mint |a|, és mikor lesz
nagyjabdl ugyanakkora.

Mi torténik az algebrai csoportokban? A Disszerticié 2l fejezetében
az algebrai csoportok szerkezetét vizsgdljuk. Algebrai geometriai, és cso-
portelméleti moédszerek segitségével sikeriilt két, a nem—nové halmazokra
vonatkozé tételt bizonyitani. A tovabbi fejezetekben ez a két tétel alapveto
fontossaguva valik a névekedés vizsgalataban.

A Disszertacié 2141 Tétele a véges egyszerili csoportokra vonatkozd Szor-
zattétel. Fontossadgat mutatja, hogy ez egy sok—sok szerzés eredmény: Breuillard—
Green—Tao [10], és Pyber—Szabé [49].

16. Tétel (Szorzat-tétel). Legyen G egy egyszeri részcsoport az SL(n,q)
csoportban (q egy primhatviny) 1 o egy generdtor-rendszer G-ben. FEkkor
vagy o = G, vagy pedig

|a3‘ > |a|1+5
ahol € csak az n-tol figgd pozitiv konstans.

Tetszéleges (nem feltétleniil véges) linedris csoportokrodl szél a Disszertd-
ci6 2134l Kovetkezménye. Ime egy egyszertisitett valtozat:

17. Tétel. Legyen F tetszdleges test, K > 1 egy konstans, és a eqy olyan
véges részhalmaz az SL(n,F) csoportban, amelyre

‘ag‘ < Klaf .

Ekkor létezik olyan m = m(n) konstans, és olyan A virtudlisan feloldhatd®3
részcsoport, melyekre a lefedhetd legfeljebb K™ darab A-mellékosztallyal.

22\linden véges egyszerll csoport bedgyazhaté valamelyik SL(n,q) csoportba, ahol n
nagyjabdl a csoport rangja.
23Egy csoport virtudlisan feloldhatd, ha van véges indexii feloldhaté részcsoportja.
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Mit ad nekiink a Csoportelmélet? A Disszertacié Bl fejezetében a
[I7 Tételt csoportelméleti mdédszerekkel és a Tétellel kombinaljuk. Igy
joval pontosabb képet kapunk a nem-—n6vé matrix—halmazok struktirajarol.
Ime, a Disszertécié B:6.13. Tétele, ami specidlis esetként magaba foglalja a
Szorzattételt is:

18. Tétel. Legyen F tetszdleges test, K > 1 egy konstans, és a egy olyan
véges részhalmaz SL(n,F)-ben, amely minden elemével egyiitt tartalmazza
annak inverzét is (azaz a = a~'), és amelyre

la?| < Klaf .

Ekkor az « dltal generdlt részcsoportnak vannak olyan P < I' normdlosz-
toi, melyekre o tartalmazza P egy mellékosztdlydt, T'/P feloldhatd, és o
lefedhetd legfeljebb K™ T-mellékosztdllyal, ahol c(n) csak az n-tél figg.

4. Alkalmazasok a kombinatorikaban

Adott a (valés vagy komplex) sikon n nem—degeneralt kiipszelet, semelyik
harom nem érinti egymadst ugyanabban a pontban. Hirzebruch [35] kérdezte,
hogy van-e Cn?~¢ alaki felsé becslés az érintési pontok szamdra. A kérdést
Megyesi Géborral oldottuk meg a [42] cikkben. A [l Tétel segitségével a
ottani becslés jelentésen javithaté: a Disszertacid [L51l Kovetkezménye sze-
rint

19. Kovetkezmény. A fenti kupszelet konfigurdcidban az érintési pontok
139
szama legfeljebb C'n'm .

Adott a (valds) sikon hdrom kézéppont, és koriilottiik egy—egy n koncent-
rikus korbdl allo korsereg. Egy pontot akkor neveziink hdromszoros pontnak,
ha atmegy rajta mindharom korseregnek egy-egy tagja. Erdés, Lovasz és
Vesztergombi [24] megkérdezték: mely kozéppont—hdrmasok esetén lehet
végtelen sok n-re gy vélasztani a koroket, hogy legaldbb cn? haromszoros
pont legyen? Elekes Gyorgy [16] mutatott ilyen példét. Masrészt, a Disszer-
taciod Tételébdl kideriil, hogy a legtobb pont—hdrmas koriil nincsenek
ilyen korseregek:

20. Tétel. Van egy abszolit konstansn > 0 és eqy ny € Z korldt a kdvetkezd
tulajdonsdggal. Han > ny, és a fenti kérsereg konfigurdcichoz legaldbb n?="
haromszoros pont taldlhato, akkor a hirom kozéppont eqy egyenesre esik.

Ime, a bizonyités alapétlete: El8szor atfogalmazzuk a problémat. Harom
kor pontosan akkor metszi egymadst egy pontban, ha a sugaraik kielégitenek
egy bizonyos polinom—egyenletet. Tehat azt kell eldonteni, hogy az egyen-
let zérushelye, egy V C R? feliilet, gazdag-e. Egy feliilet pontosan akkor
gazdag, ha az egyenlete kielégit egy bizonyos, a[I4l Tétel segitségével konst-
rudlt parcialis differencidlegyenletet. Végiil a parcidlis differencial egyenlet
ellenérzése egy kis algebrai zsonglorkodés.
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Korok helyett vizsgalhatunk altalanosabb folytonos gorbéket. Az n tagu
koncentrikus korseregek helyett n folytonos gorbét valasztunk egy ,,folyto-
nosan paraméterezett gorbesereghdl”. Az egyszerliség kedvéért most olyan
gorbeseregekre szoritkozunk, melyek megadhatdk egy-egy polinom szintvo-
nalaival — , algebrai gorbeseregek” mindig felirhatdék ilyenek uniéjaként.

21. Definicié. Legyen G' C R? egy nyilt halmaz a sikon, G a lezértja.

(a) Egy algebrai gorbesereg G-ben folytonos sikgérbéknek olyan T' = {~{*) ¢
G : t €[0,1]} dsszessége, mely megadhaté egy haromvaltozés, legfel-
jebb d foku p polinommal:

O ={(z,y) € G | p(z,y,t) =0} .

A p polinom tobbféleképpen is vélaszthat6P] A T gorbesereg foka a
lehetséges legkisebb deg(p) érték.

(b) AT gorbesereg expliciten paraméterezett, ha G minden pontjan pontosan
egy I-beli gorbe megy 4t, és a p((z,y, f(z,y)) = 0 egyenlettel definidlt
implicit fiiggvény analitikus G-ben, és folytonos G-ben.

(c) Egy € C G folytonos gorbe a I sereg burkolé gorbéje, ha minden pontja-
ban van érintéje, nincs kozos rész—ive a I sereg egyetlen tagjaval sem, és
minden P € & ponthoz van olyan () € ', amelyik a P pontban érinti
az £ gorbét.

Legyenek o), 3(8) ~() algebrai gorbeseregek a sikban. Azon (r0, S0, t0)
szdmharmasok mértani helye, melyekre az a(m0), 3(50) ~(t0) girbéknek van
kozos pontja, egy V C R? algebrai feliilet.

22. Definicié. Vilasztunk n pontot mindharom gorbecsaladbdl. Egy P
sikbeli pont a konfigurécié tripla—pontja, ha mindharom csaladban van olyan
kivalasztott gorbe, amelyik dtmegy a P ponton.

Amennyiben a V feliilet nem gazdag (tipikusan ez a helyzet), akkor a
Tétel utani érvelés mutatja, hogy legfeljebb n?~" tripla—pontot. Teljes
altalanossagban nem tudjuk eldénteni, hogy V gazdag-e, amde a 14l Tétel
segitségével jol hasznalhaté geometriai kritériumokat kaphatunk. Az aldbbi
tétel a Disszertdcio 41l Tételének egyszertisitett valtozata.

23. Tétel. Legyenek G C H nyilt halmazok a sikban, I'1,'y expliciten pa-
raméterezett algebrai gorbeseregek H-ban, T's pedig egy expliciten paraméte-
rezett algebrai gorbesereq G-ben. Jelélje d a hdrom sereqg fokdnak a mazimu-
mat. Tegyik fel, hogy I's-nak van olyan £ burkolo gorbéje, amelyik benne van
H-ban (tehdt nem csak a lezdrtjdban), és E-nek a mdsik két sereg egyetlen
tagjdaval sincs kézos ive. Ha mindhdrom gorbesereqbdl kivdlasztunk n gorbét
(n elég nagy), akkor a konfigurdcionak legfeljebb n2=14) tripla—pontja lehet
G-ben, ahol 0 < n(d) egy csak d-tél fiiggd dllandé.

Ennek azonnali kovetkezménye a Disszertaci6 5.1l Tétele, amit kordbban
Székely Laszlé sejtett (1dsd [I8, Conjecture 3.41]):

24 pgldaul p minden hatvdnya ugyanazt a I' gérbesereget definialja.
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24. Kovetkezmény. Adott harom pont a sikban. Rajzolunk 3n olyan egy-
ségkort, melyekbdl mindhdrom ponton legaldbb n dthalad. Ha n elég nagy,
akkor a konfigurdciénak legfeljebb n®>~" tripla—pontja van. Itt n > 0 egy
abszolut konstans.

Végiil meglatogatjuk egy klasszikus probléma (Gytimolcsoskert probléma,
angolul Orchard problem, lasd [37], [54]) aldbbi véltozatat:

25. Probléma. Rogzitink egy C' > 0 konstanst. Hatarozzuk meg azokat
az n-ponti H halmazokat, melyekre a H-t legaldbb harom pontban metszo
egyenesek szama legaldbb Cn?.

Az altalanos filozéfidnk most is azt sugallja, hogy a ‘H halmazt valamifé-
le ,szimmetria csoporttal” kell leirni. Ilyen ilyen altalanossagban egyelore
nem tudunk csoportot taldlni (bar minden ismert konstrukcié elmondhaté
»csoport—nyelven” is). A Disszertacio Tétele egy specidlis, algebrai
geometridval kezelheto, esetben oldja meg a kérdést.

26. Tétel. Legyen H egy olyan véges ponthalmaz a sikban, melyhez taldlhato
legaldbb c|H|? olyan egyenes, amelyik dthalad legaldbb hdarom H-beli ponton.
Tegyiik fel, hogy eqy legfeljebb d foki irreducibilis algebrai gorbe dthalad H
minden pontjin. Ha |H| elég nagy (c és d figgvényében), akkor ebbdl kivet-
kezik, hogy a gorbe harmadfoki.

Itt érdemes megjegyezni, hogy Green—Tao [31] teljes dltaldnossdgban ér-
vényes, pontos felsé korlatot adtak a H halmaz méretére.

5. Alkalmazasok a csoportelméletben

Babai sejtés. Babai [2] sejtette, hogy minden L nem—kommutativ véges
egyszerili csoport minden Cayley—gréafjanak az dtméréje legfeljebb C' ( log |L|)C,
ahol ¢ és C abszolit konstansok. A Szorzattételbél (16 Tétel) azonnal ko-
vetkezik, hogy Babai sejtése igaz korldtos rangu egyszerii csoportokra:

27. Kovetkezmény. Ha L egy korldtos mngll nem—Abel véges egyszeri
csoport, és a egqy szimmetrikus generdtor-rendszer L-ben, akkor a T'(L, )
Cayley graf atmérdje legfeljebb C’( log |L\)C, ahol ¢ és C abszolut konstansok.

Szorzatfelbontdsok. Legyen a egy csoport részhalmaza. Az o konjugdltjai

a

g_lag = {g_lag ‘ a e a}

alaki részhalmazok, ahol g tetszéleges elem a csoportbdl. A Disszertdcio [7
fejezetének kiindulépontja Liebeck, Nikolov és Shalev [39] kovetkezé sejtése:

28. Sejtés. Legyen G egy nem—Abel véges egyszerii csoport, o C G pedig
eqy legaldbb kételemi részhalmaz. FEkkor G elddll az o halmaz legfeljebb
clog |G|/ log |a| konjugdltjanak szorzataként, ahol c egy univerzdlis konstans.

25Egy G véges egyszerl csoport rangja nagyjabol egyenld a legkisebb n amelyre G
részcsoportja lesz az SL(n, q) csoportnak valamilyen ¢ primhatvanyra.
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Megjegyezziik, hogy a becslés egy konstans szorzoé erejéig optimalis, hiszen
a-beli elemek 1 log |G|/ log |a|-tényezds szorzatainak széma nem lehet tobb
VIGlnél. A Sejtés Liebeck és Shalev egy mély (és hasznos) tételének
a kiterjesztése: [40]-ban belattdk, hogy a sejtés teljesiil abban az esetben,
amikor « egy konjugalt osztaly.

Ha a28 Sejtésben szerepld G csoport rangjit korldtozzuk, akkor a[l6l Té-
tel és egy meglep6 kombinatorikus érvelés segitségével tetszdleges o részhal-
mazt tudunk kezelni. Errél szdl a Disszertacié [[.1.3l Tétele:

29. Tétel. Legyen G eqy r rangi®® nem—Abel véges eqyszert csoport, a C G
pedig eqy legaldbb kételemi részhalmaz. Ekkor G elddll az o halmaz legfel-
jebb c(r) log |G|/ log |a| konjugdltjanak szorzataként, ahol c(r) egy r-tél fiiggd
konstans.

A Disszertacié [L14l Tétele atalakitja ezt az eredményt egy ndévekedési
tétellé:

30. Tétel. Legyen G eqy r rangi®® nem—Abel véges eqyszert csoport, a C G
pedig eqy tetszbleges részhalmaz. Vagy van az o halmaznak egy olyan o
konjugdltja, amelyre |ac!| > || ahole(r) > 0 egy r-tél fiiggd konstans,
vagy pedig o = G.

Ennek analégidjaként érdemes a Sejtést is atalakitani egy novekedési
sejtéssé. A Disszertacidé[.0l és[T4l szakaszaban a klasszikus Pliinecke—Ruzsa
tipusi egyenlStlenségeket dltaldnositjuk tetszéleges (nem feltétleniil kommu-
tativ) csoportokra, és ezek segitségével belatjuk, hogy az eredeti28 Sejtésbol
kovetkezik az alabbi, névekedésrél szdld valtozat:

31. Sejtés. Léteznek € > 0 valds és b > 0 egész konstansok az alabbi tulaj-
donsdggal. Tetszbleges G nem—Abel véges egyszeri csoport minden o rész-
halmazdnak vagy van olyan o/ konjugdltja, melyre |a!| > |a| ¢, vagy pedig
G egyenld az o halmaz b konjugdltjdnak szorzatdval.

Elképzelhetd, hogy aBIl Sejtés b = 3-mal teljesiil, b = 2-re viszont vannak
ellenpéldak.

Permutécié—csoportok. Egy T' graf G-csics—tranzitiv, ha G az Aut(T)
olyan részcsoportja, amelyik tranzitivan hat I' csicshalmazan. Azt mond-
juk, hogy egy G-cstics—tranzitiv graf lokdlisan G-primitiv, ha egy « csics G,
stabilizatora primitiv permutacié—csoportot indukal az o szomszédainak hal-
mazéan. (A tranzitivitds miatt ez vagy minden csicsra teljesiil, vagy egyikre
sem). 1978-ban Richard Weiss [61] azt sejtette, hogy egy véges, dsszefiiggd,
G-cstcs—tranzitiv, lokalisan G-primitiv graf esetében a G, cstics—stabilizator
mérete feliilr6l korldtozhatd az o csics fokszaménak fliggvényében. (A tran-
zitivitas miatt minden cstcs foka ugyanakkora, és a stabilizatorok is mind
izomorfak).



dc_650 12

18 SZABO ENDRE

A Disszertaci6 [0l fejezetében a Weiss sejtéssel foglalkozunk. A [47] [46]-
beli redukcids tételek mutatjik, hogy elég korlatozni bizonyos H-cstics—
tranzitiv grafok stabilizatoranak meéretét, ahol H a G csoport egy kom-
poziciéfaktora. Mivel H egyszerli csoport, a H-cstics—tranzitiv grafokat a
Szorzattétel (lasd a Tételt) segitségével vizsgalhatjuk. Ezzel a mdd-
szerrel belatjuk a Weiss sejtést abban a specidlis esetben, ha a G csoport
kompoziciéfaktorainak rangja korlatos.

32. Definicié. Jelolje BCP(r) azon véges csoportok osztalyét, melyeknek
nincs olyan H/K szelése (itt K < H < G és K normaloszté H-ban), amelyik
izomorf az Alt(r + 1) alternalé csoporttal 2

A BCP(r)-csoportok osztalyét elészor Babai, Cameron és Pélfy [1] vizs-
galtéak. Belattak, hogy egy n-ed foku primitiv BCP(r)-csoportnak legfeljebb
nf(") eleme van. Az eredményiik fontos épit8kd lett szdmos permutdcio-
csoportos algoritmusban [38]. A BCP(r)-csoportok nagyon fontos szerepet
kapnak a részcsoport névekedés vizsgdlatdban is (lasd [41]).

A Disszertacié Tétel azt mondja ki, hogy a Weiss sejtés igaz a
BCP(r)-csoportok osztalydra. A teljes Weiss sejtés tehdt azt kérdezi, hogy
megvalaszthaté-e az alabbi g fliggvény ugy, hogy ne fliggjon r-tol.

33. Tétel. Létezik eqy g : N x N — N filiggvény az aldbbi tulajdonsdggal.
Ha G egy BCP(r)-csoport, akkor minden olyan G-csics—tranzitiv, lokdlisan
G-primitiv grdfban, ahol a csicsok fokszdma d, a csucs—stabilizator mérete

legfeljebb g(d,r).

26 Kénnyen lathaté, hogy egy BCP(r)-csoport minden kompoziciéfaktora vagy egy
sporadikus egyszerii csoport, vagy pedig egy legfeljebb r rangi véges egyszerii csoport.
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Az eredmények rovid osszefoglalasa, alkalmazasok

Incidencia becslések. Vizsgédlatunk kiindulépontja Szemerédi-Trotter [55]
tétele, illetve Pach—Sharir [43] tétele volt.
A Disszertdciéban elért eredmények:

e Bevezettiik a kombinatorikus dimenzié fogalmat.

e Altaldnositottuk a Szemerédi-Trotter tételt magasabb dimenziéba.
Az egyenesek szerepét a hipersikok veszik at.

e Altaldnositottuk a Pach-Sharir tételt magasabb dimenziéba. A sik-
gorbék szerepét tetszoleges algebrai varietdasok jatsszdk.

e Az altalanositott incidencia tételeink érvényesek nem csak valds, ha-
nem komplex hipersikokra, illetve komplex varietasokra is.

Az irodalomban sokan foglalkoznak incidencia tételekkel, jelenleg is igen
aktiv kutatési teriilet. Lasd példaul: Chazelle-Edelsbrunner-Guibas—Sharir [14],
Solymosi-Tao [53], Téth [59], Bourgain—-Katz—Tao [6], Bourgain [3].

Mind a Szemerédi—Trotter tételnek, mind pedig a Pach-Sharir tételnek
szamos alkalmazdsa van a kombinatorikdban Most csak egy témakort emli-
tek: az Osszeg—szorzat tételeket gyakran incidencia—tételek segitségével bi-
zonyitjak (lasd példaul Elekes [17], és Solymosi [52] cikkét). A Disszertacié
tovabbi részében is nagyon lényeges szerepe van az altaldnositott incidencia
tételnek: ennek segitségével taldlunk szimmetria csoportokat.

Hogyan taldljunk csoportokat? Vizsgédlatunk kiindulépontja Elekes—Rényai [20]
tétele a kétvaltozds raciondlis fiiggvényekrdl.
A Disszertdciéban elért eredmények:

o Kiterjesztettiik az Elekes—Roényai tételt valds fliggvényekrol komplex
fiiggvényekre.

o Eszrevettiik, hogy az Elekes—Ronyai tételben szereplé specialis alaki
fliggvények valéjaban az egydimenzids affin algebrai csoportoknak
felelnek meg. Ez nyitotta meg az utat a kiilonféle altalanositasok
felé.

e Vannak olyan egydimenziés algebrai csoportok, amelyek nem sze-
repelnek az Elekes—Ronyai tételben: az elliptikus goérbék. Keres-
tink olyan geometriai-kombinatorikai konfiguraciokat, melyek ép-
pen ezekkel a csoportokkal hozhatok kapcsolatba.

o Kiterjesztettik a tételt ,, tobbértéki fliggvényekre”, vagy masképpen
feltiletekre. Ez a kiterjesztés mar figyelembe veszi az Gsszes egydi-
menzids algebrai csoportot.

o Kiterjesztettiik az Elekes—Roényai tételt magasabb dimenziéba. Ez a
kiterjesztés szamot ad a magasabb dimenzids algebrai csoportokrol.

A [20] dolgozatban az Elekes—Roényai tétel segitségével oldottdk meg a
Prudy problémat. A kiterjesztett tételnek még tovabbi szép kombinatorikai
alkalmazasai szerepelnek a Disszertacioban, ezekrdl a késébbiekben részle-
tesen irok.
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Novekedés csoportokban. Munkank kiindulé pontja Helfgott [33] téte-
le és annak altaldnositasai (lasd Dinai [I5] és Helfgott [34] cikkét) voltak,
de a késébbi fejleményekben nagy szerepe volt Freiman [20] illetve Green—
Ruzsa [30] tételének is.

A Disszertdciéban elért eredmények:

o Kiterjesztettiik Helfgott tételét tetszéleges korlatos rangu véges egy-
szerli csoportra. (Ezt a tételt télink fiiggetleniil Breuillard, Green
és Tao [11] is belatték).

o Tetszbleges linedris csoportok nem—névé halmazait vizsgaltuk. Be-
lattuk, hogy ezek megértéséhez elegendé a virtudlisan feloldhaté cso-
portokkal foglalkozni.

e Részletes leirdast adtunk a linedris csoportok nem—no6v6 halmazainak
strukturdjara.

A fenti eredmények kozeli rokona Breuillard—Green—Tao [13]. A Szor-
zattételeknek sok alkalmazasa van a csoportelméletben és a szamelmélet-
ben, lasd példaul Bourgain-Gamburd [4], Breuillard—Green—Tao [12] és [9],
Varju [60], Bourgain—Varji [§], Golsefidy, Varju [29], valamint Bourgain—
Gamburd—Sarnak [5]. A Disszertaciéban szerepld csoportelméleti alkalma-
zasokrdl a késdbbiekben részletesen irok.

Alkalmazisok a kombinatorikdban. Els6 két (kombinatorikai) témank-
nak szamos kombinatorikai alkalmazasa szerepel a Disszertdciéban:

e A korabban ismertnél sokkal pontosabb vélaszt adtunk Hirzebruch [35]
kérdésére: maximum hany érintési pont lehet n kupszelet kozott?

e Megvilaszoltuk Erdés, Lovasz és Vesztergombi [24] kérdését: mely
kozéppont—harmasok esetén lehet végtelen sok n-re tigy valasztani a
koroket, hogy legaldbb en? haromszoros pont legyen?

e A burkol6gorbék segitségével altalanos kritériumot adtunk arra, mi-
kor van szub—kvadratikus becslés egy gorbe—csaldd haromszoros pont-
jainak szamara.

e Az altaldnos kritérium segitségével megoldottuk Székely egy sejtését
(lasd [I8, Conjecture 3.41]): hédrom ponton keresztiil nem lehet n-n-n
egységkort rajzolni tigy, hogy Cn? haromszoros pontot kapjunk.

e Megoldottuk a ,,Gyiimolcsoskert probléma” (angolul Orchard prob-
lem, 14asd [37], [54]) egy valtozatat.

Alkalmazdsok a csoportelméletben. A harmadik (csoportelméleti) té-
manknak tobb csoportelméleti alkalmazasa is bekeriilt a Disszertacidéba:

e Beldttuk, hogy korlatos rangi egyszerli csoportokra igaz Babai [2]
sejtése.

e Belattuk, hogy korlatos rangi egyszerii csoportokra igaz Liebeck—
Nikolov—Shalev [39] sejtése.

e Megtalaltuk Liebeck—Nikolov—Shalev [39] sejtésének egy 1j, a Szor-
zattételre hajazo valtozatat. Belattuk, hogy ez a valtozat is igaz a
korlatos rangi egyszeri csoportokban.
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e Beldttuk, hogy Weiss [61] sejtése igaz egy fontos csoport—osztalyban

(a Babai-Cameron—Palfy [1] cikkben bevezetett BCP(r)-csoportokban).
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