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SZABO ENDRE

Nagyon szépen koszoném a birdld alapos munkajat. Igyekszem a bira-
lat minden kérdésre, felvetésére reagdlni. Van, ahol ez csak par szé: igen
teljesen igaza van. Es van, ahol hoszabb vélaszra, magyarazatokra, kiilso
hivatkozdsokra van sziikség. Remélem, a vélaszaim hasznosak lesznek! A
biralé csoportositotta a megjegyzéseit — itt ugyanezt a csortositast kove-
tem.

Formai megjegyzések:

A 31. oldalon a reducibilitas—irreducibilitas fogalma fel lett cserélve, vald-
szintileg a t6bbszoros tagadasnak estek aldozatul.

Valéban.

A 41. oldalon, amikor k el6szor jelenik meg a 7. sorban, semmi magyara-
zat nincs rd; késébb megtudjuk, hogy dim(G)-t jeldli; de aztan az alulrdl
10. sorban k atvaltozik egy kombinatorikus dimenziéva, melynek értéke
= 2. (Ugyanebben a bizonyitdsban, néhany sorral lejjebb, k még egy tjabb
szerepet kap, futé index lesz, de ez mar senkit se zavarhat meg.)

Igen, igaza van.

A 2.12.3 Allitésban k definiciéjabdl kimaradt, hogy “nem trividlis” repre-
zentaciokrdl van szd. Az ugyan vildgos volt, hogy a trividlis reprezentaciot
ki kell zarni, de elképzelhet6 lett volna, hogy csak hiiséges reprezentacidkra
szoritkozva kell kiszamitani a minimumot.

Igen, k itt a legkisebb nem-trividlis reprezentéci6 foka. Valéban, a hiiséges
reprezenticidk vizsgalata is érdekes, vannak mér arra vonatkozd eredmények
is.

A 2.12.12 Allitdsban ¢—10l ki kell k6tni, hogy monomorfizmus.

Igen, igaza van.

Date: 2015. februdr 18..
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A 4.3.1 Definiciéban, ha G' C R?, nem kell megkévetelni, hogy f valés értéki
legyen?

Jogos észrevétel.

A 4.4.1 Tételben jé lett volna megemliteni, hogy a G; tartomanyok R%-ben
vannak (vagy C2-ben?).

Valéban pontatlan a Tétel megfogalmazasa. Az allitds egyardnt érvényes
R2-ben és C?-ben is. A bizonyitést tigy fogalmaztuk, hogy mindkét esetben
érvényes legyen, és ahol sziikséges volt, meg is jelent ez a kettdsség — de
sajnos a Tétel kimondasabdl kimaradt.

A fentebbiektol eltérGen, az alabbi észrevételnek talan még hasznat tudja
venni a jelolt: angolul szokasosabb a fixpontot “fixed point”—nak nevezni,
még ha a Wikipedia el is ismeri az értekezésben preferalt “fixpoint” valto-
zatot is.

Igen, elfogadom.

c sz

riibben lehetett volna megadni a kévetkez6képpen: cdimy(S,T) < k, ha T-
b6l elhagyhat6 b cstics ugy, hogy a maradé (S,T”) paros graf ne tartalmazza
a K111 teljes paros grafot. Ez ugyan nem pontosan azt adja, mint az érte-
kezésbeli fogalom, de ha b-t megnovelhetjiik kb-re (és az értekezésben ez nem
véaltoztat a lényegen), akkor ez a fogalom ekvivalens lesz az értekezésbelivel.

Igen, ez igy van. Erdekes észrevétel, valéban leegyszeriisiti a fogalmat.
Ko6szonom szépen!

Az 1.2.5 es 1.2.6 Tételekben az allitas foloslegesen bonyolultan van megfo-
galmazva. Folosleges e—t es D—t bevezetni, egyszeriien azt lehet irni, hogy
létezik egy ag > (k — 1)/k, hogy

k—1< <d(k—1) 1 k‘—l< <
—<a<— ill. —<a<a

k dk —1 k 0

és B = k(1 — «) vélasztédssal ez és ez a becslés all. Az igy megadott

egyenlétlenségeket aztan egyszeriibb lenne felhasznalni a 41. oldal vége felé.

Valéban, igy egyszeriibb.
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A 4.4.1 Tétel attekinthetébb lenne, ha a “parcidlis burkolé” fogalma nem
jelenne meg; végiil is arrdl van szé, hogy egy € C G1 N G2 Nbd(G3) gorbére
van sziikségiink, aminek minden pontja szinguldris pontja f3 —nak. Ez egy
elég természetes fogalom, még ha nem is annyira geometriai, mint a parcialis
burkold.

Igen, elfogadom.

(A) kérdések:

A 86. oldal kozepén ez all: “But G is non-nilpotent, hence GG has several
maximal tori.” Ez miért igaz? Vagyis abbdl, hogy G—nek csak egy maximalis
torusza van, miért kovetkezik, hogy nilpotens?

A szébanforgé G egy Osszefiiggd linearis algebrai csoport. Tegytik fel, hogy
T az egyetlen maximalis térusz G-ben. Vilagos, hogy T < G normaélosztd,
hiszen ha volnanak T-nek konjugéltjai, azok is maximalis téruszok lennének.

Legyen R<G a (félig-egyszerii) radikdl — tehat a legnagyobb Osszefiiggd
feloldhat6 normaloszté. Ismert, hogy a G/R faktorcsoport minden maxima-
lis torusza egy G-beli maximalis térusz képe. Ezért G/ R-nek is csak egyetlen
maximadlis térusza van. Jeloljiik ezt T'-vel. A fenti érvelést elismételve 1at-
juk, hogy T" norméloszté G/R-ben. De G/R félig egyszerii csoport, nincs
nem-trivialis Abel normdlosztéja. Ezért T' = {1}, és igy G/R = {1}.

Ezzel belattuk, hogy G = R, azaz G feloldhat6. Legyen U<G az unipotens
radikdl — azaz a legnagyobb unipotens normaloszté. Ismert, hogy minden
Osszefliggs feloldhaté linedris algebrai csoport az unipotens radikal és egy
maximalis térusz szemidirekt szorzata: G = U x T. A mi esetiinkben T
és U is normélosztok, tehat a kommutdtoruk [T,U] < TNU = {1}, és igy
G =U xT. Mivel T és U is nilpotensek, azért G is az.

Honnan tudjuk, hogy a 93. oldal elsé mondataban felsorolt tulajdonsagu
algebrai csoport létezik?

A Lie tipust véges egyszerli csoportoknak ez a leirdsa Steinbergtél szar-
mazik (lasd [9]), ajdnlok még egy jol olvashaté Osszefoglalét: [5, Sections
1.17 — 1.19]. Itt most Steinberg [9] cikkét kovetjiik.

Legyen G egy egyszerti linedris algebrai csoport egy tetszoleges algebrailag
zart test felett. Steinberg azt vizsgélta, hogy mi lehet egy o : G — G endo-
morfizmus G, fixponthalmaza (Steinberg alsé indexet hasznélt, a Disszer-
tacidéban viszont a G7 jelolés szerepel). A 11.6. szakaszban klasszifikalja az
Osszes lehetséges endomorfizmus-tipust, melyekre G, véges. Ezen G, cso-
portok nem mind egyszertiek, de a kompoziciéfaktoraik kozott legfeljebb egy
nem-kommutativ egyszerii csoport van, és minden Lie tipusi véges egyszeri
csoport szerepel a listan.
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Tegytlik most fel, hogy G ,,adjoint”-csoport, azaz centrum-mentes, jelolje
G az univerzélis fed8jét. A G csoport minden fed8csoportjan ugyanolyan
tipust endomorfizmusok hatnak, jelolje 6 az univerzalis fed6 o-val azonos
tipusti endomorfizmusat. A 12.8. szakaszban Steinberg azt diszkutalja, hogy
Gy-ban és Gz-ban ugyanaz az L egyszerti csoport fordul el§ kompoziciéfak-
torként, de amig ez G,-ban részcsoport, addig Gs-nak (néhény kivételtdl
eltekintve) a centrum szerinti faktorcsoportja.

Nekiink tehat L indexét kell megbecsiilniink G,-ban. A 11.16 szakaszban
Steinberg &ltaldanos képlelet ad a fixpont-csoport méretére. Ebbol azon-
nal latszik, hogy |G,| = |G|, s6t, G minden fed8csoportjabél ugyanekkora
fixpont-csoportot kapunk. Tehét L indexe G,-ban megegyezik (a fenti egyet-
len kivételtsl eltekintve) G5 centrumanak méretével. Ez feliilrél becsiilhetd
L Schur-multiplikdtor csoportjaval (valdéjdban megegyezik vele, s6t, a 71 (G)
fundamentalis csoporttal is). A Schur multiplikdtorok jél ismertek, a mére-
tiik korlatozhaté a Lie rang fiiggvényében (lasd példdul [8, Theorem 5.1.4]).

Essen még pér sz6 a kivételekrsl. A G csoport centrum szerinti faktora
néhany (kis elemszami) esetben nem egyszerii. Ezek mind vagy feloldhat6
csoportok, vagy pedig a kommutéator részcsoportjuk egyszert. (Ilyen példa-
ul a Tits csoport, az 2F;(2) kommutdtora). A kommutator indexe minden
esetben legfeljebb harom, tehat az index-becslésiinkben a Schur multipli-
katorok szamat még meg kell szoroznunk hiarommal, hogy a kivételekre is
miikoédjon.

Mit értiink “monomial” matrixon (2.14.1 Példa)?

,Monomiélis matrixnak”, vagy masképpen ,,altalanositott permutacié mat-
rixnak” hivjdk az olyan négyzetes matrixokat, melyeknek minden sordban
és minden oszlopaban pontosan egy nem-nulla elem van.

116. oldal. A 3.1.2 Tételbdl hogyan kovetkezik a Szorzat—tétel?

Legyen L < GL(n,FF) a Lie tipusu egyszerii csoportot definidlé matrix-
reprezentacié (lasd [8, §5.4]), itt n egy csak r-tdl fiiggd (r? nagységrendii)
egész. Tegyiik fel, hogy A = S egy szimmetrikus generatorrendszer L-ben. A
3.1.2 Tételt a K = |A|® paraméterrel fogjuk alkalmazni, az ¢ értékét kés6bb
adjuk meg. Ha A ellenpélda a Szorzat-tételre, akkor ’A?” < |A]M*E = KA,
tehat alkalmazhat6 a 3.1.2 Tétel. A kapott P < T részcsoportokat kicserél-
jik az L-lel vett metszetiikre, a 3.1.2 Tétel feltételei érvényesek maradnak.
Mivel A normalizdlja P-t és I'-t, azért az egész L normalizalja 6ket. Mi-
vel L-ben nincs nem-trividlis normalosztd, azért mindkét részcsoport vagy
{1}-gyel, vagy L-lel egyenlé.

Két esetet kiilonboztetiink meg. Ha P = L, akkor A3 = L, tehat L-re
mégis teljestil a Szorzat-tétel. Ha pedig P = {1}, akkot I' egy feloldhaté
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norméloszté L-ben, tehat I' = {1}. Tudjuk a 3.1.2 Tételbél, hogy A lefed-
heté T legfeljebb K™ mellékosztélyaval, tehat |A| < KM = |A|*("), Eg
lehetetlen, ha e-t kisebbre vélasztjuk ﬁ—nél.

A 3.2.2 Allitdsnak és a 3.2.5 Lemménak mi a bizonyitasa (vagy mi egy
meggy6z6 hivatkozas ezekre az eredményekre)?

A 3.2.2 Propoziciét magaba foglalja a korabbi 2.12.19 Propozicié. A 3.2.5
Lemma els6 fele megegyezik a korabbi 2.7.1 Lemmaval, a masodik fele azon-
nal kovetkezik az elsé felébdl és a 3.2.4 Propoziciébdl. A cikkek 6sszefésiilé-
sekor egy sajnalatos hiba folytan ezek a hivatkozasok kimaradtak.

A 4.3.7 Definicié (ii) pontja “sub-arc”-1dl beszél. Ez mintha arra utalna,
hogy most a valés test f6lott dolgozunk. Jél latom ezt? Ha nem, akkor mit
is értiink egy komplex analitikus gorbe “rész—ivén”?

Ez a Definicid, sot, az egész 4.3 szakasz, egyszerre foglalkozik a valés- illet-
ve a komplex sik gorbéivel. Szerencsétlen valasztas volt a ,,sub-arc” kifejezés,
amit csak valds gorbékre hasznalnak. Jobb lett volna igy fogalmazni:

,1n0 (non-empty) open subset of £ is contained in any 7® ey

(B) kérdések:

Mi ismert a kovetkezd kérdésrél: Ha A, B, C, F olyanok, mint azt az 1.4.2
Tétel konkluzidja allitja, kovetkezik—e, hogy altalanos helyzetii X, Y, Z—vel
a tétel feltétele is teljestil? Vagy ellenkezoleg, lehet—e azt varni, hogy a
tétel gy erdsitheto, hogy a feltételekbdl még az is kovetkezik, hogy a tétel
hétterében szereplé G csoport nilpotens lesz?

Az 1.4.1 Definicié és az 1.4.2 Tétel jeloléseit haszndlom. A kérdésben
emlitett két lehetdséget kiilon-kilon vizsgdlom.

1. Mit mondhatunk az X, Y, Z halmazok struktirdjdrol?
Tekintsiik a G csoportban az H = a~!(X) részhalmaz Hy eltoltjait, ahol
y € B7HY). A feltétel szerint ezek kozott legaldbb n!=" olyan van, ame-
lyik legaldbb n!'~" pontban metszi a v~!(Z) halmaz inverzét. Masrészt, ha
X elég altalanos helyzetii, akkor a Hy eltoltak koziil barmely kettd csak
korlatos sok pontban metszi egymast, ami ellentmond az el6bbinek. Tehét
csak nagyon specidlis helyzetli X halmazokhoz tudunk olyan Y és Z hal-
mazt taldlni, ami kielégiti az 1.4.2 Tétel feltételeit. (Ez nem mond ellent az
yaltalanos helyzet” feltételnek, hiszen ott pontosan meghatiroztuk, milyen
konfiguracidkat zarunk ki, ettél még X lehet ,nagyon specialis” ebben a
mostani értelemben). Nem tudok olyan eredményrél, ami pontosan a fenti
tulajdonsagi H részhalmazokkal foglalkozik. De van két ennél valamivel
er6sebb megszoritas, amit sokan vizsgaltak.
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Azt mondjuk, hogy H-nak kicsi a ,,doubling”-ja, ha ]H2|/|H| kicsi. Egy
friss attekinté cikk: [2]. Ebbél kideril (4.2 Tétel), hogy minden ilyen H
halmaz lefedheté egy ,,approximate subgroup” korlatos sok eltoltjaval, te-
héat a kis ,doubling” vizsgalata ,lényegében” ekvivalens az ,approximate
subgroup”-ok vizsgalataval.

Azt mondjuk, hogy H egy ,, K-approximate group”, ha H?> = HY egy leg-
feljebb K elem(1 Y C H részhalmazra. Az ilyen halmazokrdl szél a Disszerté-
ci6 2. és 3. fejezete (egy masik, lényegében ekvivalens definiciéval). Kideriil,
hogy H lefedhetd egy virtudlisan feloldhaté csoport korlatos sok eltoltjaval
(2.13.4. Corollary, pontosabb leirds: 3.1.2 Polynomial Inverse Theorem).
Breuillard, Green és Tao [3] pedig belatték, hogy virtudlisan feloldhaté he-
lyett itt (azaz komplex algebrai csoportokban) H egy nilpotens részcsoport
mellékosztédlyaival is lefedhet6. Késébb a [4] cikkben pedig beléttédk, hogy
H lefedhet$ egy nila nem sokkal nagyobb ,coset nilprogression”-nal. (A
,,coset nil progression” a mellékosztalyok és a szamtani sorozatok kozos alta-
lanositasa. Késébb, a Helfgott-Lindenstrauss sejtés kapcsan majd pontosan
definidlom.) A fent emlitett [2] attekintés ezeket az eredményeket is taglalja.

Elképzelhetonek tartom, hogy hasonld struktiralis leirds adhaté a mi ere-
deti H halmazunkra is, bar az a priori nem ,,small doubling”.

2. lgaz-e, hogy a G csoport mindig nilpotens?

A korébbiak fényében remélhetjiik (bar bizonyitani nem tudjuk), hogy H
lefedhet6 egy N nilpotens részcsoport korlatos sok mellékosztajaval. N-nek
van egy korlatos indexii részcsoportja, ami benne van G egy korlatos foku
Osszefliggd nilpotens részcsoportjaban (ilyeneket centralizdtorokkal tudunk
gyértani), tehdt feltehetjiik, hogy maga az N egy korlatos foku Gsszefiiggd
nilpotens részcsoport.

Legyenek Hy, ..., Hy a H eltoltjainak N-nel vett metszetei, és X;, Y;, Z;
az eredeti X, Y és Z azon részhalmazai, amelyeket H helyett H;-bdl kapunk.
Ha N # G volna, akkor mindegyik X;, Y; és Z; benne volna egy korlatos
foku részvarietdsban, ami ellene mond az ,dltalanos helyzet” hipotézisnek.
Fz alatdamasztja azt a sejtést, hogy G nilpotens.

Az Gsszes ismert példa (Example 1.4.3 a Disszertacidban, és annak varid-
ci6i) nipotens G-bél szarmazik. Hrushovski egy levélben felhivta ra a figyel-
memet, hogy a nem-kommutativ példdkban X, Y és Z nem lehet dltalanos
helyzetli. Itt ugyanis a H halmaz képe a G / Z(@G) faktorcsoportban leg-
feljebb O(nl_l/dim(c)) méretli, tehat H-nak legalabb Q(nl/dim(c)) pontja
van a Z(G) centrum bizonyos mellékosztalyaiban. Hrushovski szerint ér-
dekes volna Ugy gyengiteni az ,,altalanos helyzet” felételt, hogy a nilpotens
példék is beleférjenek.

Van—e az 1.4.2 Tételnek olyan tartalmas valtozata, ami nem harom, hanem
tobb varietds direkt szorzatdban tekint egy F' részvarietast, és azt vizsgalja,
hany pontot tud F' tartalmazni a varietasok n pontu részhalmazainak direkt
szorzatabol? Egy ilyen kérdésnek van—e olyan geometriai kapcsolata, mint
az 1.4.2 Tételnek?
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To6bbszor prébaltam egy ilyen szitudciét visszavezetni a haromtényezos
esetre, masokkal is beszéltem errdl a kérdésrol: ugy tinik, hogy ez a fajta
redukcids érvelés nem miikodik. Viszont az eredeti bizonyitas jo eséllyel
atviheté a tobbtényezos konfiguracidkra is — bér ezt a gondolatot eddig
még senki sem vitte végig.

Az vildgos, hogy egy soktényezdre vonatkozo, az 1.4.2 Tételre hajazd alli-
tashoz konnyedén lehet gyartani szamtalan szép kombinatorikai-geometriai
malkalmazast”. A {6 kérdés persze az, hogy van-e ,meggy6z6” alkalmazds,
azaz olyan probléma, amit mar masok is megkérdeztek, sok embert érdekel,
és mas eszkozokkel nem tudjuk megtamadni. Ilyet egyenlére nem ismerek,
taldn éppen ez az oka annak, hogy az 1.4.2 Tételnek még nincsenek ilyen
tipusu altalanositdsai.

’A 3. Fejezet cimében szereplo Helfgott—sejtés mit is mond ki? ‘

Ez a sejtés sokdig inkabb csak a folklérban élt, nehéz pontos hivatkozast
taldlni az eredetére, még az elnevezése sem teljesen egységes. Egy friss (és
alapos) attekintés: [I]. Ebben a Conjecture 1.15 igy szdl:

Sejtés (Helfgott-Lindenstrauss). Legyen G egy tetszdleges csoport! Le-
gyen A egqy K -approzimate subgroup” G-ben (azaz A2 = AY egy legfeljebb
K elemi@ Y C A részhalmazra). Ekkor vannak olyan P, X C G véges rész-
halmazok, melyekre:

(1) AC PX.

(2) |X| < O (1).

(3) |P| < O (D]A].

(4) P egy ,coset nilprogression”; azaz P = HL, ahol H egy véges rész-
csoport G-ben és L eqy olyan véges részhalmaz a H csoport G-beli
normalizdtordban, N (H)-ban, amelyre HL /H egy O (1)-komplewitdsi
nilpotens részcsoportot generdl Ng(H)/H -ban (azaz a generdtorok
szama, €s a nilpotencia osztalya Ok (1)).

A 163. oldalon a 6.1.6 Kérdés utani diszkusszi6 a kovetkez6 kérdést veti fel:
Mi a helyzet a Szorzat—tétellel az alterndlé csoportok esetén?

A Szorzat-tételben az ¢ konstans a véges egyszerli csoport Lie rangjatol
fiigg. Ugyanez a rangtol valo fliggés jellemz6 a Disszertacio tobbi eredményé-
re is. Az A, alternal6 csoport a kortilbelil n rangu Lie tipust csoportokkal
all rokonsagban: az ennél kisebb rangu Lie tipusi csoportoknak nincs is A,
részcsoportjuk. A Szorzat tétel — az eredeti formajaban — nem is érvényes
rang-fliggetlen € konstanssal (lasd a Disszertaci6 2.14 szakaszat). A legjobb,
amire szamithatunk, egy ¢ = (9(%) becslés lenne, és ugyanilyen nagysagren-
dit becslés érvényes lehet az alterndlé csoportokban is. Egyenlére semmilyen
explicit felsé becslés nem ismert arra, hogyan fligeg € a rangtol.
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Rokon téma a Babai sejtés (Conjecture 2.1.1 a Disszertaciéban), itt szin-
tén rang-fuggetlen becslésekre volna sziikség. Alternalé csoportok esetén
Helfgott és Seress [7] jelentds attorést értek el a kozelmultban.

(C) kérdés:

Az értekezés beadédsakor a 2. fejezet alapjdul szolgdld [10]-es cikk még nem
jelent meg. Tortént azota valtozas a cikk statuszaban? Legaldbb be van
mar nyujtva kozlésre?

A cikket 2010. decemberében nytujtottuk be kozlésre. Hosszu elbirdlas
utdn, a birdlék kérésére, a cikket alaposan at kellett dolgoznunk. Az 1j
(lényegesen olvashatobb) valtozat 2014. oktéber 31-én jelent meg elektroni-
kusan a Journal of the AMS-ben.
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