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Szabo Endre doktori ertekezesenek biralata

I. Altalanos megjegyzesek

Elso megjegyzesem magara a biralatra vonatkozik: elnezest kerek a lema-
radt ekezetekert.—A tovabbiakban az ertekezesrol fogok szolni.

A disszertaciot kivalonak talaltam. A jelolt olyan temakban produkalt el-
sorangu eredmenyeket, amikrol nemcsak azt mondhatjuk el, hogy hosszu ido
ota rendkivul nepszeruek, de azt is, hogy e temakon Fields– es Abel–dijasok
kozul is tobben dolgoznak vagy dolgoztak. Szabo idonkent ezekkel es mas
nagyagyukkal versenyben erte el eredmenyeit, idonkent pedig alaposan kiter-
jesztette azok korabbi teteleinek ervenyesseget. Az ertekezes meggyozoen bi-
zonyitja Szabo matematikai kvalitasait: rendkivul szeleskoru tudasat es erdek-
lodeset, kepesseget nagyivu bizonyitasok felfedezesere es vegigvitelere, de azt a
kepesseget is, hogy frappans otleteivel rovid es elegans bizonyitasokat adjon.

Ahogy a cime is jelzi, a disszertacio foleg azzal foglalkozik, hogyan lehet alge-
brai geometriat csoportelmeleti es kombinatorikai (“Erdos–geometriai”) celokra
felhasznalni. Az algebrai geometriabol eloszor is olyan alapfogalmak es –eredme-
nyek kerulnek felhasznalasra, mint varietasok, dimenzio, fokszam, algebrai hal-
mazok varietasokra bontasa; masodszor az algebrai csoportok elmelete, amire
kis egyszerusitessel a Lie–csoportok elmeletenek tetszoleges alaptestre ervenyes
kiterjesztesekent lehet gondolni; harmadszor pedig Hrushovsky modellelmeleti
indittatasu eredmenyei. Az alant kovetkezo reszletesebb ertekelesben ket tema-
val foglalkozom, ezeket latom a disszertacio legsulyosabb reszenek. A ket temat
az elso ket fejezet tartalmazza, a tovabbiak az itteni eredmenyeket fejlesztik
tovabb vagy alkalmazzak kulonbozo problemakra. Termeszetesen itt nem holmi
trivialis alkalmazasokra kell gondolni, a kesobbi fejezetek is telis–tele vannak jo
gondolatokkal.

A biralatomban a hivatkozasi szamok a disszertacio irodalomjegyzekenek
felelnek meg.

II. Direkt szorzatok es fuggvenygrafok

Az elso fejezet Elekes Gyorggyel kozos munka, Elekes es Ronyai egy ered-
menyet fejleszti tovabb oriasi mertekben. A kovetkezo problemat vizsgalja.
Legyenek A,B es C azonos, d dimenzioju projektiv varietasok, mondjuk a kom-
plex szamok felett. Peldaul lehetnek a k dimenzios komplex projektiv ter osz-
szefuggo reszsokasagai; az eredmeny akkor is erdekes, ha A = B = C egyszeruen
az 1–dimenzios projektiv ter, vagyis a Riemann gomb. Tekintsunk egy 2d dimen-
zios F ⊂ A×B×C reszvarietast, amire ugy gondolhatunk, mint egy A×B → C
fuggveny grafjara, csak eppen megengedjuk, hogy ez a fuggveny tobberteku
legyen. F–rol csak annyit kovetelunk meg, hogy A×B–re, B×C–re es A×C-re
vett vetulete szurjektiv legyen. Tekintsunk tovabba n altalanos helyzetu pont-
bol allo X ⊂ A, Y ⊂ B es Z ⊂ C reszhalmazokat, es tegyuk fel, hogy F az
X × Y × Z direkt szorzatbol kis hijan n2 pontot tartalmaz. A 1.4.2 Tetel ilyen
korulmenyek kozt azt allitja, hogy ha n kelloen nagy, akkor A,B,C, F -nek egy
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G algebrai csoportbol kell szarmaznia. A legegyszerubb esetben ez azt jelenti,
hogy A,B,C izomorf G–vel es az izomorfizmusnal F a

Gsp = {(a, b, c) ∈ G3 : abc = 1}

reszsokasagnak felel meg. Altalaban ennel csak egy gyengebb kapcsolatot lehet
garantalni a varietasaink es egy algebrai csoport kozott: a G → A stb. izomorfiz-
musok helyett csak tobberteku rakepezesek leteznek. Az Elekes–Ronyai tetelnek
hasonlo volt a konkluzioja, de Elekes es Ronyai csak azt az esetet vizsgaltak,
amikor A = B = C = R a valos egyenes es F egy polinomnak (tehat egyerteku
fuggvenynek) a grafja. Az o ertelmezesukben a “kis hijan n2” kitetel is erosebb
megkotes volt, mint most.

A bizonyitas ket pilleren nyugszik. Az egyik az 1.2.6 Tetel. Ez a projektiv
ter algebrai halmazainak egy d dimenzios V csaladjabol tekint v darab algebrai
halmazt es azt vizsgalja, hogy ez a v darab halmaz a projektiv ter adott p pont-
javal hany illeszkedest (tartalmazasi relaciot) tud produkalni. Szemeredi es Trot-
ter oldottak meg eloszor ezt a problemat abban a specialis esetben, amikor az
algebrai halmazok sikbeli egyenesek. A tovabbiakban sokan foglalkoztak ezzel a
kerdessel, szamos alkalmazasaval es altalanositasaval. Elekes es Szabo bevezetik
a pontokbol es halmazokbol allo rendszer kombinatorikai dimenziojanak a fogal-
mat, es ha ez a dimenzio k ≥ 2, az illeszkedesek I szamara a kovetkezo becslest
adjak:

I ≤ C
(

pαvk(1−α) + p+ v log(2p)
)

.

Itt α korulbelul 1− 1/k (annal egy picit nagyobb), C pedig egy olyan konstans,
ami megint csak a rendszer kombinatorikai komplexitasatol, α–tol es a V csalad
nehany alapveto algebrai geometriai karakterisztikajatol fugg. (A Szemeredi–
Trotter tetel a specialis esetben lenyegeben ugyanezt a becslest adja, k = 2 es
α = 2/3 parameterekkel, ami az altalanos Elekes–Szabo tetelben eppen nincs
megengedve; a specialis esetben a log(2p) tenyezo is elhagyhato. Hasonlo becs-
lest adott Solymosi es Tao valos algebrai halmazok es pontok illeszkedesere. Ez
utobbi mu, [145], valoszinuleg fuggetlenul szuletett Elekes–Szabo [48]–as cikke-
tol, mindenesetre egyik se hivatkozik a masikra. [48] eloszor 2008-ban lett be-
nyujtva kozlesre, a vegleges valtozat 2011 szeptember 20-an; [145] eloszor 2011
marcius 21-en lett benyujtva, akkoriban jelent meg elso valtozata is az arxivon,
a vegleges valtozat pedig 2012 januar 27-en lett benyujtva.)

A bizonyitas masik pillere Hrushovski egy nagyon altalanos tetele. Ennek
az alabbi jellegu specialis esetere van szuksege az ertekezesnek. Tegyuk fel, hogy
adottak P,Q,R, S es T projektiv algebrai varietasok, tovabba P → Q ill. Q → R
tobberteku Ft ill. Gs fuggvenyeknek T–vel ill. S–sel parameterezett csaladjai.
Tegyuk fel, hogy dimS = dimT = d es a Gs ◦ Ft csaladot szinten lehet egy
d dimenzios varietassal parameterezni. (A csalad termeszetes modon S × T -
vel, tehat egy 2d dimenzios varietassal parameterezheto; a feltetel azt koveteli
meg, hogy a kompoziciok kozt rendkivul sok egybeeses legyen.) Akkor a vari-
etasaink es Ft, Gs fuggvenyeink egy d dimenzios Γ algebrai csoport valamilyen
V varietason valo hatasabol szarmaztathatoak egy egyszeru recept szerint. Az
ertekezes ennek a specialis esetnek (1.3.6 Lemma) megadja a bizonyitasat, abbol
a megfontolasbol, hogy az altalanos tetelnek es bizonyitasanak modell–elmeleti
nyelvezete es eszkozei az ertekezes atlagolvasoja szamara valoszinuleg nehezen
emeszthetoek lennenek.

Ebbol a ket eredmenybol az 1.4.2 Tetel a kovetkezokeppen vezetheto le.
Apro redukcio utan felteheto, hogy minden s ∈ C–re az

{(a, b) ∈ A×B : (a, b, s) ∈ F}
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halmaz egy Fs : A → B tobberteku fuggveny grafja. Tekintsuk az {F−1
s ◦ Ft :

s, t ∈ C} csaladot. Az 1.2.6 (Illeszkedesi) Tetel alapjan Elekes es Szabo belatjak,
hogy ez a csalad d dimenzios varietassal parameterezheto. Kovetkezeskeppen
Hrushovsky tetele alkalmazhato, amibol a kivant allitas egyszeruen kovetkezik.

A fejezet ket alkalmazassal zarul. Az egyik megjavitja Megyesi es Szabo ko-
rabbi eredmenyet, ami Hirzebruchnak kupszeletek kozti erintkezesek maximalis
szamara vonatkozo kerdeset valaszolta meg. A masik korsorok haromszoros
metszespontjait vizsgalja, es egy Erdos–Lovasz–Vesztergombi cikkben felvetett
problemanak adja teljes megoldasat.

Az, hogy ebben a temaban illeszkedesi becslesek fontos szerepet jatszanak,
mar az Elekes–Ronyai cikkbol is kiderult. Amennyire meg tudom allapitani, az
a gondolat, hogy Hrushovsky tetele is szerepet jatszhat, az ennek a fejezetnek
az alapjaul szolgalo cikkben merult fel eloszor.

III. Novekedes csoportokban

Az ertekezes masodik, legterjedelmesebb fejezete Pyber Laszloval kozos
munka [132,133]. Tekintsuk egy veges G csoportnak egy α reszhalmazat. A
fejezet azt vizsgalja, hany elemet kapunk, ha α–bol kepzett parokat, harma-
sokat, stb. osszeszorzunk. Jeloljuk az α–bol kepezheto m tenyezos szorzatok
halmazat αm–nel. Az varhato, hogy m–mel αm szamossaga novekedni fog, de
persze, mivel veges csoportban vagyunk, ez a novekedes nem tarthat a vegte-
lensegig. Pontosabban legfeljebb addig tarthat, amig αm nem lesz egy csoport.
A kerdes az, milyen utemu ez a novekedes, amig αm nem valik csoportta, vagy
egy csoportra sok tekintetben hasonlito komplexussa.

Az mar korabban is ismert volt, hogy elsosorban szimmetrikus α-val (vagyis
amikor α−1 = α ∋ 1) es az m = 3 ertekkel kell elsosorban foglalkozni. Mig
kommutativ csoportban mar α2 elemszamat is jol meg lehet becsulni alulrol
(ld. Freiman–Ruzsa tetelt es tovabbfejleszteseit), addig altalanos csoportokban
peldak mutatjak, hogy α2 nem nagyon becsulheto. Masfelol αm merete m >

3–ra szoros kapcsolatban van α3 es a szimmetrizalt
(

α ∪ α−1 ∪ {1}
)3

halmaz
meretevel (ezt az eszrevetelt az ertekezes Ruzsanak tulajdonitja). A fejezet
foeredmenyeinek a kovetkezo kettot (es altalanositasaikat) tartom:

A 2.1.4 Szorzat–tetel szerint, ha q egy primhatvany, n = 2, 3 . . . es Γ ⊂
SL (n, q) egy egyszeru reszcsoport, akkor letezik egy n–tol fuggo ǫ > 0 a kovetke-
zo tulajdonsaggal: Γ–nak tetszoleges α generator–rendszerere

vagy α3 = Γ vagy |α3| ≥ |α|1+ǫ.

A 2.13.4 Kovetkezmeny szerint pedig, ha F egy test, α ⊂ SL (n,F) egy
veges halmaz es K = |α3|/|α|, akkor letezik egy ∆ ⊂ SL (n,F) virtualisan
feloldhato reszcsoport, aminek ≤ Km mellekosztalya lefedi α–t. Itt m egy n–tol
fuggo egesz, es ∆ virtualis feloldhatosagan azt ertjuk, hogy tartalmaz egy veges
indexu feloldhato reszcsoportot.

Abban az esetben, amikor n = 2 vagy 3 es q primszam, a Szorzat–tetellel
rokon eredmenyt bizonyitott Helfgott 2008-ban es 2011–ben. E ket eredmeny
es Helfgott otletei nagyban befolyasoltak a kesobbi kutatasokat. Az altalanos
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Szorzat–tetelhez nagyon kozeli eredmenyeket bizonyitott Breuillard, Green es
(megint!) Tao. Ez utobbiak ugyanakkor jelentettek be eredmenyuket 2010–ben,
mint Pyber es Szabo.

A bizonyitas a fentebb kimondottaknal altalanosabb korulmenyek kozt vizs-
galja bizonyos G algebrai csoportok veges α reszhalmazainak a novekedeset. Az
mar korabban vilagos volt Gowers es Nikolov–Pyber munkaja alapjan, hogy tet-
szoleges veges Γ csoportban α3 = Γ, ha az |α|/|Γ| arany nagyobb, mint egy
bizonyos kuszob, amit Γ nemtrivialis reprezentacioinak minimalis dimenzioja
hataroz meg. Az meg egeszen vilagos, hogy ha |α| egy fix korlat alatt van, akkor
mindket fentebbi tetel all. A kerdes tehat csak az, mit lehet mondani, ha az
arany kisebb a kuszobnel, de |α| nagyobb egy esetleg oriasi de fix szamnal. Mint
mondtuk, felteheto, hogy α szimmetrikus. Ennek az esetnek a kivizsgalasa az
algebrai geometria eszkozeivel a fejezet foerdeme.

Mivel algebrai geometria algebrailag zart testek felett a leghatekonyabb, Py-
ber es Szabo—peldaul az Szorzat–tetel bizonyitasa soran— algebrailag lezarja a
Fq testet. Az Fq folott definialt algebrai csoportoknak a F̄q lezart folotti pontjain
hat egy σ Frobenius automorfizmus, aminek fixpontjai a csoport Fq–beli pont-
jai. Egyebek kozt Hrushovski egy tetelenek segitsegevel kapcsolat teremtheto a
fixpontok Gσ ⊃ α csoportjanak szamossaga es Γ ⊂ Gσ reprezentacioinak mini-
malis dimenzioja kozott. Ha most a G ⊃ Γ algebrai csoportot ugyesen valasztjuk
Γ–hoz (ehhez kapcsolodoan majd lesz egy kerdesem a biralat V. szakaszaban),
akkor |Gσ : Γ| es G egyeb karakterisztikai korlatozottak lesznek. Ebben az es-
etben (sot, lenyegesen altalanosabban is) a 2.11.5 Tetel alkalmazhato, es adja
vegul is |α3|–re a Szorzat–tetel also becsleset. A kulcsfontossagu 2.11.5 Tetel
bizonyitasa bonyolult, sok segedtetelbol all ossze, itt most celtalan lenne akar
csak megprobalnom vazolni.

Osszefoglalva: a fejezet foeredmenyeinek hosszu bizonyitasa szamos otletet
felhasznal. Ezek egy reszet Helfgott ihlette, vagy egyenesen tole lettek kol-
csonozve. Azonban sok gondolat itt jelenik meg eloszor; a fejezet lenyegesen
melyebbre hatol az algebrai csoportok vizsgalataban, mint Helfgott cikkei.

Mint mondottuk, fejezet eredmenyeit bejelento [132]–es publikacio egyszerre
jelent meg Breuillard–Green–Tao [24] cikkevel, ami nagyon hasonlo eredmenye-
ket kozol, bar valamivel specialisabb korulmenyek kozott.

IV. Formai megjegyzesek

A disszertacio altalaban nagyon jol van megirva. Szabo bonyolult bizony-
itasai vilagosak, a nem egeszen standard fogalmakat, a hatteret es a motiva-
ciot gondosan es jol magyarazza el. Elirasok es foloslegesen elbonyolitottnak
tuno megfogalmazasok azert akadnak. Talan a biralo feladata, hogy ezekrol is
beszamoljon, mindenesetre itt egy lista:

A 31. oldalon a reducibilitas–irreducibilitas fogalma fel lett cserelve, va-
loszinuleg a tobbszoros tagadasnak estek aldozatul.

A 41. oldalon, amikor k eloszor jelenik meg a 7. sorban, semmi magyarazat
nincs ra; kesobb megtudjuk, hogy dimG–t jeloli; de aztan az alulrol 10. sorban
k atvaltozik egy kombinatorikus dimenziova, melynek erteke = 2. (Ugyanebben
a bizonyitasban, nehany sorral lejjebb, k meg egy ujabb szerepet kap, futo index
lesz, de ez mar senkit se zavarhat meg.)
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A 2.12.3 Allitasban k definiciojabol kimaradt, hogy “nem trivialis” repre-
zentaciokrol van szo. Az ugyan vilagos volt, hogy a trivialis reprezentaciot ki kell
zarni, de elkepzelheto lett volna, hogy csak huseges reprezentaciokra szoritkozva
kell kiszamitani a minimumot. A 2.12.12 Allitasban φ–rol ki kell kotni, hogy
monomorfizmus.

A 4.3.1 Definicioban, ha G ⊂ R2, nem kell megkovetelni, hogy f valos erteku
legyen?

A 4.4.1 Tetelben jo lett volna megemliteni, hogy a Gi tartomanyok R2–ben
vannak (vagy C2–ben?).

A fentebbiektol elteroen, az alabbi eszrevetelnek talan meg hasznat tudja
venni a jelolt: angolul szokasosabb a fixpontot “fixed point”–nak nevezni, meg
ha a Wikipedia el is ismeri az ertekezesben preferalt “fixpoint” valtozatot is.

Nekem ugy tunik, hogy a kombinatorikus dimenzio 1.2.1 Definiciojat egysze-
rubben lehetett volna megadni a kovetkezokeppen: codimb(S, T ) ≤ k, ha T -bol
elhagyhato b csucs ugy, hogy a marado (S, T ′) paros graf ne tartalmazza aKb+1,k
teljes paros grafot. Ez ugyan nem pontosan azt adja, mint az ertekezesbeli
fogalom, de ha b-t megnovelhetjuk kb-re (es az ertekezesben ez nem valtoztat a
lenyegen), akkor ez a fogalom ekvivalens lesz az ertekezesbelivel.

Az 1.2.5 es 1.2.6 Tetelekben az allitas foloslegesen bonyolultan van megfo-
galmazva. Folosleges ǫ–t es D–t bevezetni, egyszeruen azt lehet irni, hogy letezik
egy α0 > (k − 1)/k, hogy

k − 1

k
< α <

d(k − 1)

dk − 1
ill.

k − 1

k
< α < α0

es β = k(1 − α) valasztassal ez es ez a becsles all. Az igy megadott egyen-
lotlensegeket aztan egyszerubb lenne felhasznalni a 41. oldal vege fele.

A 4.4.1 Tetel attekinthetobb lenne, ha a “parcialis burkolo” fogalma nem
jelenne meg; vegul is arrol van szo, hogy egy E ⊂ G1 ∩ G2 ∩ bG3 gorbere van
szuksegunk, aminek minden pontja szingularis pontja f3–nak. Ez egy eleg ter-
meszetes fogalom, meg ha nem is annyira geometriai, mint a parcialis burkoloe.

V. Kerdesek

Kerdeseim harom osztalyba sorolom. Az elso csoportba a nem kelloen alata-
masztottnak talalt bizonyitasreszletekkel kapcsolatos kerdeseket vettem be, a
masodikba meg azokat, amiket az ertekezes felkeltette matematikai kivancsi-
sagom szult. A harmadik csoport egy kerdesbol all.

(A) A 86. oldal kozepen ez all: “But G is non-nilpotent, hence G has several
maximal tori.” Ez miert igaz? Vagyis abbol, hogy G–nek csak egy maximalis
torusza van, miert kovetkezik, hogy nilpotens?

Honnan tudjuk, hogy a 93. oldal elso mondataban felsorolt tulajdonsagu
algebrai csoport letezik?

Mit ertunk “monomial” matrixon (2.14.1 Pelda)?

116. oldal. A 3.1.2 Tetelbol hogyan kovetkezik a Szorzat–tetel?
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A 3.2.2 Allitasnak es a 3.2.5 Lemmanak mi a bizonyitasa (vagy mi egy
meggyozo hivatkozas ezekre az eredmenyekre)?

A 4.3.7 Definicio (ii) pontja “sub–arc”–rol beszel. Ez mintha arra utalna,
hogy most a valos test folott dolgozunk. Jol latom ezt? Ha nem, akkor mit is
ertunk egy komplex analitikus gorbe “resz–iven”?

(B) Mi ismert a kovetkezo kerdesrol: Ha A,B,C, F olyanok, mint azt a
1.4.2 Tetel konkluzioja allitja, kovetkezik–e, hogy altalanos helyzetu X, Y, Z–vel
a tetel feltetele is teljesul? Vagy ellenkezoleg, lehet–e azt varni, hogy a tetel ugy
erositheto, hogy a feltetelekbol meg az is kovetkezik, hogy a tetel hattereben
szereplo G csoport nilpotens lesz?

Van–e az 1.4.2 Tetelnek olyan tartalmas valtozata, ami nem harom, hanem
tobb varietas direkt szorzataban tekint egy F reszvarietast, es azt vizsgalja,
hany pontot tud F tartalmazni a varietasok n pontu reszhalmazainak direkt
szorzatabol? Egy ilyen kerdesnek van–e olyan geometriai kapcsolata, mint az
1.4.2 Tetelnek?

A 3. Fejezet cimeben szereplo Helfgott–sejtes mit is mond ki?

A 163. oldalon a 6.1.6 Kerdes utani diszkusszio a kovetkezo kerdest veti fel:
Mi a helyzet a Szorzat–tetellel az alternalo csoportok eseten?

(C) Az ertekezes beadasakor a 2. fejezet alapjaul szolgalo [133]–as cikk meg
nem jelent meg. Tortent azota valtozas a cikk statuszaban? Legalabb be van
mar nyujtva kozlesre?

VI. Vegkovetkeztetes

Az ertekezes magas szintu munka, a doktori fokozat odaitelesehez bosegesen
elegendo matematikai tartalommal. Az sajnalatos, hogy a 2. fejezet alapjaul
szolgalo cikk meg nem jelent meg (ha tenyleg nem jelent meg), annak ellenere,
hogy az eredmeny eredetileg 2010 januarjaban lett bejelentve, majd 2010 ma-
jusaban a reszletek is felkerultek az arxivra. Az a teny, hogy az erre a cikkre
epito [125] mar megjelent es [61] kozlesre van elfogadva szinvonalas nemzetkozi
folyoiratban, azert jelzi, hogy [133] eredmenyeit a szakertok elfogadjak.

Az ertekezes nyilvanos vitara tuzeset javaslom, es ha a vedes sikeres—
specialisan a jelolt a fentebbi V. szakasz (A) csoportjaban feltett kerdeseimre
kielegito valaszt ad—, javaslom az MTA doktora cim odaiteleset.

Lempert László
az MTA kulso tagja
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