A Magyar Tudomanyos Akadémia III. osztalya részére

Opponensi vélemény Szabé Endre
“Application of Algebraic Geometry in Combinatorics and in Group Theory”
cimii akadémiai doktori értekezésérol

Az értekezés. Az angol nyelven irt, kozel 200 oldal terjedelmii értekezés egy 20 oldalas
bevezetd attekintést kovetden 7 szamozott fejezetbol all, melyek a szerzo egy-egy cikkét
dolgozzak fel. Valamennyi cikk kozos munka eredménye; a tarsszerzok Elekes Gyorgy
(3 cikk esetében), Nick Gill, Cheryl Praeger, Pyber Laszlé (4 cikk esetében), Ian Short,
Simonovits Miklés, Pablo Spiga. Mivel a tarsszerzoség kérdése sokat vitatott téma, erre
az érékelés végén még visszatérek. A cikkek nagy része igen szinvonalas nemzetkozi
folydiratban jelent meg. A “Growth in finite simple groups of Lie type” c. dolgozat
példaul nemrég jelent meg online a Journal of the American Mathematical Society-nél,
ami az Annals of Mathematics és az Acta Mathematica mellett a harom legerésebb
folyoirat egyike, viszont elfogaddsara csak masfél évvel a disszertacié benyijtasa utan
keriilt sor. Az “On tripe lines and cubic curves — the orchard problem revisited” pedig
csak egy, az arXiv-ra feltett kézirat formajaban létezik, ami — legaldbbis részben —,
magyarazatul szolgdlhat a birdlat elhtuzddéaséra.

Az attekinté részben a szerzd a disszertacido eredményeit Ot csoportba osztja,
melyek két f6 cim alatt foglalhatok legjobban Gssze: csoportokban torténd novekedés,
illetve illeszkedési geometria. Mindkét téma kozponti eredményében, de sokszor az
alkalmazéasok sordan is fontos szerephez jut az algebrai geometria, ami Szab6é Endre
elvitathatatlan érdemét jelenti a szoban forgé munkakban. A két nagy témat azon-
ban ennél sokkal tobb kapcsolja Gssze, hiszen azon til, hogy szervesen illeszkednek az
Elekes Gyorgy altal megkezdett és megalmodott programhoz, torténetileg és tartalmi-
lag is érezhetd egymasra gyakorolt hatasuk.

Mindkét téma nagyon iddszer(i, intenziv nemzetkozi kutatdsok homlokterében van.
A Fields-érmes Bourgain és Tao neve mellett legyen elegendé megemliteni ezen a pon-
ton Babai, Helfgott, Hrushovski, Sarnak, valamint a legtijabb magyar matematikus
generacié kétségkiviil legerdsebb és legeredményesebb képviseldje, Varju Péter nevét.
Az értekezés igen nehéz problémakkal foglalkozik, szamos mély, régen vart eredményt
tartalmaz. Mind ezek, mind a kidolgozott mddszerek jelentos kozvetlen hatast fejtet-
tek mar ki a két teriilet fejlédésére. Az aldbbiakban a disszertdcié eredményeit a fent
megnevezett két témakor szerinti bontasban ismertetem és értékelem, az igen gazdag
anyagbol csak azokat a legfontosabbakat kiragadva, melyek viszonylag egyszeriien meg-
fogalmazhatdk.

Illeszkedési geometria. Az elsO fejezet kozponti eredménye az tn. feliilettétel,
melynek tovabbi alkalmazasai keriilnek bemutatasra a 4. és az 5. fejezetben. A Tao



altal Elekes—Szabd elméletnek titulalt megkozelités szamos Erdds-tipusi nehéz geo-
metriai probléma megtamadésara, esetenként végso elintézésére teremt lehetéséget. A
haromdimenziés tér egy feliiletét gazdagnak nevezziik, ha végtelen sok n-re talalhatd
az alaptestnek harom olyan n-elemi részhalmaza, melyek Descartes-szorzata a feliiletet
legaldbb cn? pontban metszi. Az 1.1.3 Tétel, melynek pontos kimonddsa tobb oldalt
venne igénybe, az ilyen feliiletek hathatds jellemzését adja meg. Az elsé ilyen jellegii
eredmény Elekes és Rényai nevéhez flizédik: a valds euklideszi tér azon specialis gazdag
feliileteit irja le, melyek megkaphatok valamely F' kétvaltozos polinom grafikonjaként.
Ekkor a feliilet pontosan akkor gazdag, ha F' el6allithato ugy, hogy két egyvaltozds poli-
nom 0Osszegét vagy szorzatat helyettesitjik egy egyvaltozos polinomba. Ez a tétel adott
lehet6séget Purdy kombinatorikus geometriai sejtésének igazolasara. Az 1.1.3 Tétel
ezt tObb irdnyban terjeszti ki: a valds szamok testérdl a komplex szamokéra, illetve
polinomok grafikonjardél algebrai varietasokra, tovabba a gazdagsag kovetelményén is
enyhit. Kideriil, hogy a V algebrai feliilet pontosan akkor gazdag, ha V-nek van olyan
irreducibilis komponense, ami vagy egy kétvaltozdés gorbe feletti henger, vagy egy egy-
dimenzids Osszefiiggd algebrai csoportbdl szarmaztathaté valamely jol meghatarozott
modon. Az 1.4.2 Tétel ennek magasabb dimenzids véltozata.

A Hilbert-sémakat hasznalé bizonyitas egyik alappillére egy geometriai illeszkedé-
sek szamdara vonatkozd becslés (1.2.6 Tétel), valamint az un. kompozicids lemma
(1.3.6 Lemma), ami Hrushovski hires csoportkonfigurdciés tételének viszonylag em-
beri nyelven elmagyarazhaté specidlis esete. Roviden csak az elsordl ejtenék par szot.
Onmagukat nem metsz8 sikgorbék egy csalddjdnak szabadségi foka d, ha alkalmas c
korlattal barmely két gorbének legfejebb ¢ k6zos pontja van, és barmely d ponton a
gorbék koziil legfeljebb ¢ halad at. A Pach—Sharir-tétel egy n-elemii ponthalmaz és egy
m-tagu, d szabadsagi foku gorberendszer kozott fellépd illeszkedések szamara ad
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alaku becslést, ahol a multiplikativ konstans csak a c,d paraméterektdl fiigg. Abban
a specialis esetben, amikor minden goérbe egyenes, a Szemerédi—Trotter tételt kapjuk
viszsza. A feliilettétel bizonyitasdhoz Elekes és Szab6 ennek egy megfelel6jét adja komp-
lex projektiv térben, gorbék helyett olyan algebrai részhalmazokra, amelyek valamely
Y algebrai halmaz &altal paraméterezheté csaldadhoz tartoznak. Az ehhez megtalalt
kulcsfogalom az illeszkedési graf egy elég nagy b paraméter mellett rekurziv médon
definialt kombinatorikus dimenziéja, mely a Pach—Sharir-tételben minden esetben 2-
nek valaszthaté. Az 1.2.6 Tételben bizonyitott incidenciaszam becslésben a kitevok
csak a rendszer kombinatorikus dimenzi6jatol és az Y paraméterhalmaz dimenziéjatél
fliggnek, a linearis m tag helyett pedig mlogn jelenik meg. Ez egy onmagaban is
nagyon érdekes eredmény, melynek vélhetéen sok alkalmazasa lesz még.

Az 1. fejezet végén két gyors alkalmazas keriil bemutatasra. Elsoként tekintsiink
egy nem 2 karakterisztikaju test feletti projektiv sikon n darab nemelfajulé kiipszeletet,
melyek koziil semelyik harom nem érinti egymast ugyanabban a pontban. Hirze-
bruch egy sejtését igazolva Megyesi és Szabé korabban O(n?~¢)-os korlatot adtak ilyen
gorberendszerek érintkezési pontjainak szamara. A kombinatorikus dimenzié alkalma-
zdsaval az exponens 9/5-re, 0 karakterisztikdban pedig még tovabb is cstkkenthetd.



Roviden arrél van szd, hogy a kupszeletek egy 5-dimenziés projektiv tér pontjaival
paraméterezheték, melyben egy nemelfajuld kupszeletet érinté kupszeletek egy-egy
hiperfeliiletet alkotnak. Kiszamolhato, hogy az adott kipszeleteket paraméterezd pon-
tok és a hozzajuk tartozo hiperfeliiletek rendszerének kombinatorikus dimenzidja alkal-
mas b paraméter mellett legfeljebb 5-nek adddik, ami elvezet az elmlitett becslésekre.

Maésodjara vegytink a sikon harom pontot, majd mindegyik koré rajzoljunk egy-
egy n darab koncentrikus korbol 4ll6 rendszert. Hany olyan pont lehet a sikon, melyen
az adott korok koziil egyszerre harom is athalad? Elekes egy szép példaja szerint,
ha a hirom kozéppont azonos tévolsdgban koveti egymést egy egyenesen, akkor cn?
harmas pont elérhetd. A feliilettétel segitségével itt bizonyitast nyer Erdds, Lovasz és
Vesztergombi azon sejtése, mely szerint nemkollinearis kozéppontok esetén a harmas
pontok szama ennél joval kevesebb lehet csak. Itt az alapgondolat a kovetkez6. Ha a
harom pont koré rajzolt harom kornek van kozos pontja, akkor a sugaraik négyzetébdl
alkotott harmas gyoke egy 3-valtozés masodfoki polinomnak, ami irreducibilis, ha a
kozéppontok nem esnek egy egyenesre. Ha a sejtés nem lenne igaz, az a polinom
gyokeibdl allo feliilet gazdagsagat jelentené, azonban a feliilettétel alkalmazasa utan
kapott algebrai szamolasok ellentmondésra vezetnek. A bizonyitds soran kiadodik
Elekes példédjdnak tetszoleges kollinedris harmasra torténd &ltaldnositdsa is. (Meg-
jegyzem, hogy ez utébbi pusztdn a koszinusz-tételre tamaszkodva is konnyen meg-
talalhatd.)

A 4. fejezetben Szab6 Endre Elekes Gyorggyel és Simonovits Miklossal az el6z6 je-
lenséget terjeszti ki koncentrikus korseregekrdl nagy altaldnossdgban harom folytonosan
paraméterezett gorbeseregre, amelyek megfelelnek bizonyos algebrai, analitikus és ge-
ometriai feltételeknek, melyeket nem részleteznék. Inkabb csak a fejezet {6 eredményé-
nek (4.4.1 Tétel) egy latvanyos alkalmazdsit emlitem meg, mely pozitiv vélaszt ad
Székely egy kérdésére. A 4.5.1 Tétel szerint, ha adott a sikon harom kiilonb6zé pont,
és mindegyikhez n darab, az illet6 pontra illeszked6 egységkor, akkor az igy nyert harom
korrendszer harmas pontjainak szdma O(n?~¢).

Az 5. fejezet egy a gytimolcsoskert-probléméhoz kapcsolédo struktiralis eredményt
targyal. Ha adott n pont a sikon, akkor egyszerii leszamlalas mutatja, hogy legfeljebb
n?/6 olyan egyenes lehet, melyek az adott pontok koziil legalabb hérmat tartalmaz-
nak, ezeket tripla egyeneseknek nevezziik. Green és Tao friss eredményében pontosan
meghatarozza (elegend6en nagy n esetén) a pontosan hdrom ponton dthaladé egyene-
sek maximélis szamat. Az elliptikus gorbékbdl, mint Abel-féle varietasokbol kaphatd
extremalis konfiguraciék kozismertek. Szabdé Endre Elekes Gyorggyel a kovetkezo
eredményt bizonyitja (5.2.2 Tétel): ha egy d-ed foku irreducibilis algebrai gérbe n >
no(c, d) pontja legalabb cn? tripla egyenest hatdroz meg, akkor a gorbe sziikségképpen
harmadfoki. A bizonyitas a feliilettétel mellett az aldbbi fundamentélis lemmara
(5.3.8 Lemma) épit: ha a 0 kozelében értelmezett hdrom, néhany ésszer®i feltételnek
eleget tevo folytonos fliggvény grafikonjain valasztott harom pont kozotti kollinearitast
egy A kommutativ topologikus csoport miivelete segitségével lehet jellemezni, akkor
a harom grafikon egyesitése lefedhetd egy harmadfoku gorbével. (A jellemzés alatt
azt értjik, hogy a fliggvények alkalmas A-ba torténo atparaméterezése mellett harom
pont pontosan akkor esik egy egyenesre, ha Gsszegiik nulla.) Nyilvan elég azt belatni,



hogy a harom fiiggvény kozos értelmezési tartomanyaban barmely pontnak van olyan
kis kornyezete, amelyben a grafikonok lefedhetok egy alkalmas harmadfokd gorbével.
Ehhez a szerz6é a Cayley—Bacharach tételre tamaszkodva bizonyos 10 pontu konfigura-
ciékat konstrudal, melyeket aztan végtelen, in. konzolos tartékka egészit ki. A Bezout-
tételbdl kovetkezik, hogy ha egy harmadfoku gorbe tartalmazza egy 10 pontu kon-
figuracié 9 specifikus pontjat, akkor lefedi az egész konzolos tartét is. Ezutan a lemma
mar konnyen igazolhaté egy kis ligyeskedéssel és egy folytonossdgi meggondolassal. Kar,
hogy ez a gyonyori gondolatmenet nem keriilt nyilvanossagra azel6tt, hogy Green és
Tao bizonyitottak a sajat eredményeiket, melyeknek egyik alappillére egy alapgondo-
latdban nagy rokonsagot mutatd érvelés.

Novekedés csoportokban. A disszertacié minden tekintetben legfontosabb és leg-
Osszetettebb eredménye az tigynevezett szorzattétel, mely szerint az F' véges test feletti
1 determindnsi n x n-es matrixok csoportjanak, SL(n, F)-nek tetszOleges generator-
rendszere exponencialisan novekszik. Pontosabb megfogalmazasban a 2.1.4 Tétel a
kovetkezd erésebb allitast mondja ki. Legyen A az L véges Lie-tipusu egyszeri csoport
egy generdtorrendszere, és jeldlje A% az A elemeibdl képezhetd haromtényezds szorzatok
halmazat. Ekkor vagy A3 kiadja az egész L csoportot, vagy elemszamara, |A3] > c|A|1+e
érvényes, ahol ¢ és € csak az L csoport rangjatol fiiggd pozitiv konstansok. A tétel tobb
iranyban terjeszti ki Helfgott korabbi eredményeit. Kozvetlen kvetkezménye Babai egy
régi sejtésének igazoldsa korlatos ranga Lie-tipusu véges egyszerii csoportokra: a 2.1.2
Tétel szerint, ha S egy szimmetrikus generatorrendszere az r ranga Lie-tipusu L véges
egyszeri csoportnak, akkor a I'(L, §) Cayley-graf atmérgje kisebb, mint (log |L|)¢, ahol
a ¢ konstans csak r-tdl fiigg. A szorzattételt a Pyber—Szabd parossal parhuzamosan
Breuillard, Green és Tao is igazoltak, a Ree-csoportokat azonban akkor 6k még nem
tudtak kezelni.

A kozel 60 oldalas igen Gsszetett bizonyitast, mely Helfgott SL(3, Z/Z,)-re vonat-
koz6 eredményének levezetésével allithatd parhuzamba, nagyon nehéz lenne itt réviden
Osszefoglalni, mar csak a fogalmi nehézségek miatt is. Egy dolgot azonban mégis
érdemes megemliteni. Helfgott bizonyitdsdnak egyik kiindulépontja, hogy ha A3 mérete
az A halmazéhoz képest kicsiny, akkor A-nak egy maximalis térusszal vett metszete
nem lehet sokkal nagyobb, mint |A| egy bizonyos hatvanya. Az adott véges test algeb-
rai lezartja feletti Osszefiiggd algebrai csoportokra vonatkozod, a szorzattételt magaban
foglalé 2.1.6 Tétel bizonyitasahoz Pyber és Szabd a maximalis térusz fogalmét az un.
CCC-részcsoport fogalmaval véltja fel (2.8.6 Definicié): a G algebrai csoportnak egy, a
trividlistol és a csoport egységkomponensétol kiilonbo6zo részcsoportja CCC-részcsoport,
ha el6all gy, mint egy, az egységelemet tartalmazo irreducibilis zart részhalmaz cent-
ralizatoranak egységkomponense. Ennek a fogalomnak a megtaldlasa és hasznalata
a probléméanak olyan szinti megértését jelzi, amely szintén tulmutat a Breuillard—
Green—Tao-féle bizonyitason, lehetoséget nytjtva Freiman—Ruzsa tipusu struktiuratétel
igazolasara is.

Az additiv kombinatorika egyik legismertebb strukturalis eredménye, a Freiman—
Ruzsa-tétel szerint, ha az egész szamok egy A véges halmazéira az A + A Gsszeghalmaz
kicsi, akkor A lefedheté egy kis méretii altalanositott szdmtani sorozattal. A tételt
Z helyett tetszOleges kommutativ csoportra Green és Ruzsa terjesztették ki, itt az



altalanositott szamtani sorozatok szerepét részcsoportok szerinti mellékosztaly soroza-
tok veszik at. Az elsé nemkommutativ ilyen iranyu eredmény Elekes és Kiraly nevéhez
flizédik, akik az SL(2, R) csoportra talaltak hasonlé eredményt kommutativ részcso-
portok szerinti mellékosztélyokkal, Hrushovskinak SL(n,C)-re vonatkozé tételében pe-
dig az Abel-féle részcsoportok szerepét a feloldhaté részcsoportok veszik at. Ebbe a
sorba illeszkedik bele a 2.13.4 Kovetkezmény, mely szerint tetszéleges SL(n, F') cso-
portra igaz, hogy minden kis novekedésii részhalmaz lefedheté egy virtualisan felold-
haté részcsoport kevés mellékosztalyaval, vagyis egy olyan részcsoportéval, melynek
van véges indext feloldhaté részcsoportja.

A 3. fejezetben ennél pontosabb struktiratételt mutat be a szerz6. A dissz-
ertacié 3.1.2 Tétele, mely azon kiviil, hogy magaban foglalja a szorzattételt és Helfgott
kordbbi eredményeit, Hrushovskinak modellelméleti bizonyitasat is effektivizalja. A
bevezetében adott megfogalmazds szerint, ha A az SL(n,F) csoportnak olyan véges
részhalmaza, mely minden egyes elemével egyiitt annak inverzét is tartalmazza, akkor
|A3] < K|A| esetén az A atal generalt részcsoportnak léteznek olyan P < T’ normdlosz-
t6i, melyekre A tartalmazza P egy mellékosztélyat, I'/P feloldhaté, és A lefedhet6
I'-nak legfeljebb K¢ darab mellékosztalyaval, ahol a ¢ konstans csak n-tol fiigg.

A dolgozat utols6 két fejezete tovabbi alkalmazasokat targyal. A 6.1.2 Tételben
Szabd Endre szerzotarsaival Weiss egy permutdciécsoportokra vonatkozo régi, sokat
vizsgalt sejtését igazolja Babai-Cameron—Palfy-tipusi csoportok osztalyaira. Ennek
részletezésétol eltekintenék; egyrészt elkeriilendé a sziikséges fogalmak bevezetését,
masrészt mivel fontosabbnak is tartom a csoportok szorzatfelbontasaival foglalkozd
7. fejezetben foglaltakat. Liebeck és Shalev egy mély és hasznos tétele szerint, ha
A a nemkommutativ G véges egyszerli csoport egy nemtrivialis konjugéltosztalya,
akkor G = A™, ahol m < clog|G|/log|A|. Sejtésiik szerint hasonlé allitds igaz
altalaban is: létezik olyan ¢ univerzalis konstans, hogy tetszoleges legaldbb 2 elemii
A részhalmazra G el6all az A halmaz legfeljebb clog |G|/ log|A| szdmu konjugéltjanak
szorzataként. Liebeck, Nikolov és Shalev korabbi eredményeit megjavitva Szabd Endre
szerzotarsaival a 7.1.3 Tételben bebizonyitja, hogy a sejtés igaz korlatos rangu Lie-
tipusu véges egyszerii csoportokra. Abban az esetben, amikor S elemszdma megha-
ladja G legkisebb nemtrivialis konjugéltosztdlya méretének negyedik gyokét, a bi-
zonyitas a szorzattételen kiviil épit Petridisnek egy 1j Pliinnecke-tipusu tételére, Gow-
ers egy eredményére, valamint Landazuri és Seitz véges Chevalley-csoportok projektiv
reprezentacidinak fokara vonatkozo alsé becslésére, a kis S halmazok esetét pedig
egy ugyes kombinatorikus érveléssel intézik el. Ugyanebben a fejezetben megfogal-
magzasra és bizonyitasra keriil egy 11j nemkommutativ Pliinnecke-tipusi egyenlétlenség
is (7.6.1 Lemma), mely elvezet az emlitett sejtés egy novekedési valtozatanak megfo-
galmazasahoz.

A szorzattételnek a fentieken tul is szamos jelentés alkalmazdasa taldlhaté mar az
irodalomban és az interneten, elsésorban az expander-grafokkal valé Osszefiiggésben.
Breuillard, Green, Guralnick és Tao eredménye szerint példaul minden r > 2 esetén
létezik olyan pozitiv e(r), hogy egy r rangu véges egyszerii csoportban két véletlen elem
altal generalt iranyitatlan Cayley-graf a csoport rendjének novekedésével egyhez tartd
val6szintiséggel lesz e(r)-expander. A szorzattétel ugyancsak fontos szerepet jatszik



a Bourgain—Gamburd—Sarnak-féle uin. affin szita Golsefidy és Sarnak altal kidolgozott
effektiv valtozataban, mely varhatéan szamos mély szamelméleti eredménynek lesz még
forrasa.

Kritikai észrevételek. A szerz6 nagy igyekezetet forditott arra, hogy a vizsgalt prob-
lémakat, a bevezetett fogalmakat és az elért eredményeket tobbféleképpen megvilagit-
sa, példékkal illusztralja, a heurisztikakat bemutassa. Mindezen torekvések ellenére a
disszertacié igen nehéz olvasmany, és nem csak azért, mert hatalmas ismeretanyagra
épit. Bizonyos definiciok, tételek tobbszor is kimondasra keriilnek, de gyakran elté-
r6 forméban, melyeket nem mindig konnyl Osszeegyeztetni. A Pach—Sharir-tétel (1.
Tétel) példdul mind a bevezetdben, mind a magyar nyelvii 6sszefoglaléban hibdsan van
kimondva. A kombinatorikus dimenzié ezt kdveté megfogalmazaséban (3. Definicid)
felcserélédik a pontok és a részhalmazok szerepe, ami miatt aztan a 4. Megjegyzést
sem lehet értelmezni, csak ha az ember azt Gsszeveti a késObb mar helyesen megadott
1.2.1 Definiciéval.

A bizonyitasokat sem mindig egyszert kovetni. A Hirzebruch problémajaval foglal-
kozo6 1.5.1 Kovetkezmény nulla karakterisztikara vonatkozo allitasanak bizonyitasandl
példaul az 1.2.6 Tételre hivatkozik a szerzo, de a D = 4d — 4 vélasztas jogossdgarol
csak az emlitett tétel bizonyitasanak tjraolvasasaval gy6zodhet meg az olvasé.

Az angol nyelvet helyesen, gordiilékenyen hasznélja a szerzd, élvezetes olvasni.
Sajtéhibat, kimaradt kotészét alig taldlni. Nikolov és Pyber cikke kétszer is szerepel
az irodalomjegyzékben, de hasonlé hibdt a pedans Drmota és Tichy is elkovettek mar
“Sequences, Discrepancies and Applications” ¢. monografidjukban. Osszességében el-
mondhatd, hogy az értekezés gondosan megirt munka, a magyar nyelvii 6sszefoglaléban
szerepld emlitett hibdkat viszont j6 lenne kijavitani.

A tarsszerzoség kérdése. Napjainkban egyre tobbszor szembesiil a biralé azzal a
kérdéssel, hogyan allapithaté meg egy jelolt érdemi hozzajarulasa tarszerzos munkak
esetében. A gyakran elhangzé érv, mely szerint “igen neves tarsszerzékkel dolgo-
zik egyiitt”, jelen esetben is alkalmazhatd, onmagdban azonban véleményem szerint
soha nem elfogadhat6. Aki az MTA Doktora cimre palyazik, attél én személy szerint
elvarom, hogy mindenképpen rendelkezzen fontos 6nallé eredményekkel is. Szabd End-
re esetében tobbek kozott kiemelhetd 1994-es “Divisorial log terminal singularities”
cimi dolgozata, mely egyik legtobbet idézett és felhasznalt munkaja.

Még ilyenkor is szemére vetheté azonban a jeloltnek, ha benyujtott disszertacidja
kizardlag tarsszerz6s munkdkat mutat be. A jelen esetben ezzel szemben a koévetkezd
érveket ajanlom a biralo bizottsag figyelmébe. A leggyengébb indok szerint a benyujtott
mi konnyen szétszedheté lenne két olyan részre, melyek csupan a benniik foglal-
takat tekintve kiilon-kiilon is elegenddek lennének egy MTA doktori disszertécionak.
Nyomésabb érv, hogy a kidogozott médszerek a matematika oly sok teriiletének (véges
csoportok elmélete, reprezentaciéelmélet, Galois-elmélet, algebrai csoportok, algebrai
geometria, kombinatorikus geometria, additiv kombinatorika, fiiggvényelmélet, modell-
elmélet) mélyen ért6 ismeretét feltételezik, mellyel egy személyben vildgviszonylatban
is csak kevesen rendelkeznek. Ennél is fontosabb megjegyezni, hogy a szorzattétel bi-
zonyitasakor a Pyber—Szabd parosnak egy olyan félelmetes ellenféllel kellett tigymond



felvennie a versenyt, mint a Breuillard-Green—-Tao harmas, és még igy is csak haj-
szal hijan lett ovék az elsObbség egy olyan tétel bizonyitasaban, mely minden kétséget
kizaréan a jelen szézad eddigi egyik legjelentosebb magyar matematikai eredménye.

Végezetill egy tudomanypolitikai megjegyzés. Egyre vilagosabba valik, hogy a
magyar matematika tObb népszerli iranyzatanak — mint pl. az additiv kombinatorika
vagy az Erdos-féle kombinatorikus geometria —, eredményes miivelésében komoly sze-
rephez jut az algebrai geometria. Fried Ervin mér a 80-as években erdsen szorgalmazta
egy olyan magyar algebrai geométer allando jelenlétét, aki ezt a kozosséget hathatosan
ki tudja szolgalni. A jelen disszertacié ékesen bizonyitja, hogy Szabé Endre megfelel
ezeknek az elvarasoknak.

Osszegzés. Osszefoglalva, az elbiralasra benyujtott értekezésben foglalt eredményeket
igen érdekesnek és értékesnek tartom. A kidolgozott mddszerek és alkalmazésok széles
targyi tudasrél, mély megértésrol, innovativ fogalomalkoté készségrol és igen komoly bi-
zonyitoerorol tesznek tantusagot. Egyértelmiien megallapithatd, hogy a korabbi fokozat
megszerzése 6ta Szabd Endre jelentos eredeti tudomanyos eredményekkel gyarapitotta
a tudomanyszakot, meghatarozé moédon jarult hozza annak tovabbi fejlédéséhez. A
nyilvanos vita kitlizését és az akadémiai doktori fokozat odaitélését mindenképpen in-
dokoltnak tartom és messzemenden tdmogatom.

Kérdések. A pélyamunkaban a szerz6 szamos kapcsolédd problémat és sejtést is

megfogalmaz. A teljesség igénye nélkiil kérdezem, hogy hogy sikeriilt-e a disszertacié
benyujtasa ota ezek némelyikében lényeges elérelépést tenni?
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