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1. Bevezetés

Az elmult szaz évben a kriptografia egyre nagyobb szerepet kapott a
matematikai és informatikai kutatdsokban. A teriiletnek szamos fontos
gyakorlati alkalmazéisa van, igy példaul a digitalis alairas, a vezeték nélkiili
mikrohullami kommunikéacio (WLAN) vagy kiilonb6z6 titkositasi algoritmu-
sok. Ezek az alkalmazasok kiilonb6z& objektumok pszeudovéletlenségének
tanulményozasat inspiraltdk. Kezdetben a véletlen vagy pszeudovéletlen
objektumokat fizikai modszerekkel generaltak (pl. diodaval), azonban a
fizikai modszereknek szamos hatranya van: koltségesek, lassiak, nehézkes
megoldani az adatok biztonsagos téarolasat, a generalt sorozatok véletlen-
szeriisége nem bizonyithaté matematikailag. Manapsag pszeudovéletlen ob-
jektumokat inkabb matematikai algoritmusok és szamitogépek segitségével
konstrudlnak. Ezek az objektumok ugyan nem tekintheték ,yéletlennek”,
de reményeink szerint még szamitogépek segitségével sem kiilonboztethetGek
meg a fizikai modszerekkel generélt véletlen objektumoktol, ezért a tovabbi-
akban a pszeudovéletlen elnevezést hasznaljuk rajuk vonatkozoan.

A pszeudovéletlenségnek szamos megkozelitése és definicidja van.
Menezes, Oorschot és Vanstone [52] kitiinG monografiat irt ezekrsl a
megkozelitésekrsl. A pszeudovéletlenség leggyakoribb értelmezése bonyolult-
sagelméleti aton torténik; errdl Goldwasser [16] irt Osszefoglalo cikket. A
bonyolultsagelméleti megkozelitést egyre szélesebb korben kritizaljak: &l-
talaban csak végtelen hosszii sorozatokat mindsit, mig a gyakorlati alkalmaza-
sok soran mindig csak véges hosszii sorozatok keriilnek felhasznalasra. A
legtobb bonyolultsdgelméleti eredmény bizonyos bizonyitatlan hipotéziseken
alapul (ilyen példéul az, hogy az egész szamok korében nem lehet gyorsan
faktorizalni). Véges hosszu [0, 1) sorozatok pszeudovéletlenségét Niederreiter
vizsgalta.

Az 1990-es évek masodik felében Mauduit és Sarkozy [51] bevezette
a pszeudovéletlenségnek egy 1j, konstruktiv és kvantitativ megkozelitését,

amelyben véges bindris sorozatok pszeudovéletlenségét definidltak, karakte-
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rizaltak. A kovetkezd kvantitativ pszeudovéletlen mértékeket vezették be:

1.1. Definici6. (Mauduit, Sarkézy) Legyen Ex = (e1,és,...,eny) €
{=1,+1}" egy N hosszii +1 sorozat. Jellje U(Ey,t,a,b) az

t—1

U(EN,t a, b) defzea_’—jb.

Jj=0

osszeget. Ekkor En-nek az eloszlas mértékét

W(Ey) o max |U(Ey,t,a,b)| = max

a,b,t a,b,t

E €a+jb

képlettel definialjuk, ahol a maximumot az Gsszes olyan a, b, t-n vessziik, ahol
a,bjteNésl<a<a+(t—1)b<N.

)

Az eloszlas mérték szamtani sorozatokban tanulméanyozza azt, hogy a +1-
ek és —1-ek szdma mennyire kozel van. Gyakran azonban sziikség van arra is,

hogy a sorozatban tobb elem egyméshoz val6 viszonyat is vizsgéaljuk. Ehhez:

1.2. Definicié. (Mauduit, Sarkézy) Legyen Ex = (ej,és,...,en5) €
{=1,+1}" egy N hosszii +1 sorozat. Legyen tovabba D = (di,...,d,) ter-
mészetes szamokbol all6 sorozat, ahol di < --- < dy, jeldlje V(Ey, M, D)

a
M

def
V(En,M,D) =) " eniaiCntds - - - €nsa,

n=1

osszeget. Ekkor Fn-nek az (-edrendd korrelacié mértékét

Cy(EN) def maX|V(EN,M D)| = max ZenerlenerQ,. Cnd,

képlettel definialjuk, ahol a maximumot az dsszes olyan D = (dy, ds, ..., dy)
sorozaton és M egész szamon vessziik, ahol 0 < dy < dy < --- < d; <
M+ dy, < N.



dc_603_12

1.3. Definici6. (Mauduit, Sarkézy) Legyen Ex = (e1,€s,...,eny) €
{—1,+1}" egy N hosszii £1 sorozat. Legyen toviabba X = (xy,...,x;) €
{—1,+1}¢, jelolje T(En, M, X) a kovetkezé egész szamot:

T(En, M, X)=H{n:0<n <M, (ent1;€nt2,---»enie) = X} .
Ekkor En-nek az (-edrendli normalitas mértékét
Ne(Ey) = max |T(Ey, M, X) — M/2'|

képlettel definialjuk, ahol a maximumot az dsszes olyan X = (xq,..., 1) €

{—1,+1}* sorozaton és M egész szamon vessziik, ahol 0 < M < N — { + 1.

A kombinalt mérték a korrelacio és az eloszlas mérték kozos al-

talanositasa:

1.4. Definici6. (Mauduit, Sarkézy) Legyen Ex = (e1,€s,...,eny) €
{=1,+1}" egy N hosszii +1 sorozat. Ekkor Ey-nek az (-edrendii kom-

binalt (eloszlas-korrelacio) mértékét a kovetkezéképpen definialjuk:

t—1
def
Qu(En) = max |Z(a,b,t,D)| = max E Cartjbtdi Catibids - - Catibidy| >
1™y t e j:0

ahol a maximumot az dsszes olyan a,b,t egész szamokon és D =

(dy,dy, ... ,dy) kiilonb6z6 egész szamokbdl allé sorozaton vessziik, ahol az
dsszes szummaéaban eléfordulé a + jb + d; index eleme az {1, ..., N} halmaz-
nak.

A gyorsan fejléds teriileten azdta nagyon sok szerzd dolgozott, szamos
konstrukcid, rengeteg eredmény és kiilonboz6 altaldnosités sziiletett.

[10]-ben Cassaigne, Ferenczi, Mauduit, Rivat és Sarkozy a kovetkezo elvet
fogalmazta meg: Az Fy sorozat erGs pszeudovéletlen tulajdonsagokkal ren-
delkezik, amennyiben a W (Ey) és Cy(Ey) mértékek (legalabb ,kis” (-ekre)
wkicsik”. Ezt az elvet késébb [11]-ben Cassaigne, Mauduit és Sarkozy iga-
zolta, bebizonyitva, hogy majdnem minden N hosszi sorozatra ezeknek a

mértékeknek az értéke alig lehet nagyobb N/2-nél.
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Disszertaciomban 6sszefoglalom a teriileten elért legfontosabb ered-
ményeimet. Néhany cikkemet (a [20], [22], [26], [30], [41], [42]) részletesen
ismertetem a disszertacio 2.-7. fejezetében, mig mas munkaimat (a [19], [21],
[23], [24], [25], [27], [28], [29] [31], [32], [33], [34], [35], [36], [37], [38], [39] és

[40] cikkeket) csak roviden Gsszefoglalom a disszertéacio 8. fejezetében.

2. Hatvanygenerator

L. Blum, M. Blum és M. Shub [7] megalkotta a maig egyik legismer-
tebb és leggyakrabban tanulmanyozott pszeudovéletlen generatort, mely a
nevét feltalaloirol kapta. Azota a Blum-Blum-Shub generatornak szamta-
lan tulajdonsagat vizsgaltak, azonban a legtobb eredmény bizonyos bizonyi-
tatlan hipotéziseken alapul (példaul az egész szamok korében a faktorizalas
nehézségén).

Disszertaciom 2. fejezetében (mely [20]-as cikkem tartalméat ismerteti)
olyan eredményeket bizonyitok, amelyek kvantitativak. Az altalam bi-
zonyitott tételek feltétel nélkiiliek, nem alapszanak bizonyitatlan hipotézisek
igazsagan.

A hatvdnygenerdtort (amely a Blum-Blum-Shub generator 4ltalanositasa)
szerz6i [7] a kovetkezSképpen definialtak:

Legyenek k > 2, m > 1 és 9 egészek, amelyre 1 <9 <m —1, (¢,m) = 1.

Az {u,} sorozatot a kévetkezs rekurzioval definialjuk

Uy = 0a
(2.1)
u, =uf |, (modm), 0<u,<m-—1, n=12 ...
Ezutéan az {u,} sorozatot w, utolso bitje szerint binaris sorozatta kon-

vertaljuk:

2.1. Konstrukcié. (Blum, Blum, Shub) Definidljuk az FE, =

(e1,€es...) sorozat n-edik elemét a kivetkezd képlettel

+1 ha u, pdros,
en =
—1 ha u, paratlan.

4
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A (2.1) rekurziobol adodoan az E, sorozat periodikus, jelolje T e sorozat
periodushosszat. Disszertaciom 2. fejezetében az (eq, ey, . .., er) véges hosszi
sorozat pszeudovéletlen tulajdonsigait vizsgalom. A kovetkezdket bizonyitot-

tam:

2.1. Tétel. Legyen m prim, és jelolje T' a 2.1. Konstrukciéban definialt E
periodikus végtelen sorozat periédushosszat. Jelélje Er = (e, ey, ..., er) az

E sorozat elsé T elemébdl 4ll6 részsorozatot. Ekkor:

W(Er) < m™®logm,
Ny(Er) < m”#logm.

Ha T a modulus m fiiggvényében elég nagy, ezek a becslések nem tri-
vialis felsG becslések. A korrelacié becslése Bourgain 2005-0s exponencidlis
osszegekre vonatkozo eredményéig [8] elérhetetlen volt, azonban Bourgain

tétele segitségével a kovetkezdt tudtam igazolni:

2.2. Tétel. Legyen m prim, § > 0, ekkor létezik € csak (-tél és -tol fiiggd
pozitiv konstans, hogy ha N (< T) kielégit bizonyos feltételeket (lasd 2.3.
Tétel a disszertaciom 2. fejezetében), akkor E., elsé N eleme altal alkotott

Enx = (e1,€q,...,eN) sorozatra
Cg(EN) < mlfe.

Disszertaciom 2. fejezetében (Sophie-German primeket hasznélva) olyan
eseteket mutatok, amikor N (< T') értéke m/4 koriil van.

Megjegyzem, [20]-ban és disszertaciom 2. fejezetében a fenti tételeket csak
abban az esetben igazolom, ha az m modulus prim. Valoszintileg Gsszetett
modulus esetén a magasabb rendii korrelacié naggya valhat. (Ez a szituacio
bizonyos tovabbi konstrukciok esetén valoéban fennéll, lasd példaul Rivat és
Sarkozy cikkét [57] vagy Liu, Zhan és Wang cikkét [48].)
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3. Binaris sorozatok korrelacioja

[11]-ben Cassaigne, Mauduit és Sarkozy igazolta, hogy majdnem minden
N hossztt Ey € {—1,+1}" bindris sorozatra W (Ey) és Cy(Ey) értéke N'/2
koriil van. Ezt az eredmény késébb Alon, Kohayakawa, Mauduit, Moreira és
R6dl [3] tovabb élesitette.

Egy er6s pszeudovéletlen tulajdonsidgokkal rendelkezd sorozattol azt vér-
juk, hogy a pszeudovéletlen mértékeik bizonyos felsG korlat alatt vannak,
azonban hasonl6 als6 korlat kikotése nem sziikséges, az alabbiak alapjan:

Jelolje m(N) és My(N) a kovetkezd értékeket:

m(N) = min W(Ey), My(N) = min Co(EN).

Ene{-1,+1}V Enye{-1,+1}¥

m(N) becslése klasszikus probléma: 1964-ben Roth [58] bebizonyitotta,
hogy m(N) > N4, Sarkdzy [14] majd Beck [5] adott felss becslést m (N )-re.
Végiil Matousek és Spencer [49] bebizonyitotta, hogy m(N) < N/4,

M,(N) nagysagrendje ¢ paritasatol fiigg. Cassaigne, Mauduit és Sarkozy
[11] bebizonyitotta, hogy My(Ey) < (¢Nlog N)Y2.  Alon, Kohayakawa,
Mauduit, Moreira és Rodl [2]-ben és [46]-ban alsd becslést adott, bebi-
zonyitva:

3.A. Tétel (Alon, Kohayakawa, Mauduit, Moreira, R6dl) Ha ¢ pdros,

akkor
MN) = [ {HLJ .

Cassaigne, Mauduit és Sarkozy [11] észrevette, hogy a péarat-
lan rendd korreldciok minimuma nagyon kicsi, nevezetesen az Ey =
(—1,41,—1,+1,...) € {—1,+1}¥ sorozatra C\(Ey) = 1, ¢s igy M,(N) =1,
ha ¢ paratlan. Cassaigne, Mauduit és Sarkozy [11] cikkiikben megjegyezték,
hogy habar az Ey = (—1,4+1,—1,+1,...) sorozatra C3(Ey) = 1, ekkor
a masodrendi korrelacié nagy: Co(Ey) = N — 1. Cassaigne, Mauduit és

Sarkozy [11] valamint Mauduit [50] problémait megoldva [18]-ban igazoltam,
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hogy ha Cy(Ey) < N%3, akkor Cs(Ey) > N'/2. Ebbsl adodoan a
Cy(EN)Cs(Ey) > N3 (3.1)

osszefiiggés mindig fennall. S6t, [18]-ban egy a fentieknél altalanosabb egyen-
16tlenséget igazoltam, amelyben egy paratlan rendd Cy,yq és egy paros rendd
Cy korrelaciot vetettem Ossze, abban az esetben, ha 2k + 1 > 2¢. Kés6bb
Anantharam [4] élesitette (3.1)-et. A korabbi eredményeket &altalanositva,
[30]-ban Mauduit-val Coyyq és Cop-t vetettiik Gssze (abban az esetben is,

amikor 2k + 1 < 2¢). Féeredményiink a kovetkezs volt:

3.1. Tétel. (Gyarmati, Mauduit) Létezik olyan c, csak k-tol és (-tdl

fiiggd konstans, amelyre ha
Corr1(En) < Ckle/Q,

akkor
C2k+1<EN)2ZC%<EN>2k+1 > N2k+1’

ahol az alkalmazott konstans szorzé csak k-tol és (-tdl tiigg.

Ennek a tételnek a kovetkezd kovetkezményei vannak:

3.1. Kovetkezmény. (Gyarmati, Mauduit) Ha Cy,(Ey) = O(1),
akkor Co(EN) > N, ahol az alkalmazott konstans szorzé csak k-tol és (-
tol fiigg.

3.2. Kovetkezmény. (Gyarmati, Mauduit)
Coi1(En)Co(Ey) > N*9

ahol az alkalmazott konstans szorzé csak k-tol és (-tdl tiigg, és

1 hak >/,
c(k,l) =

1 2k+1
5‘1‘7 ha k < ¢.

Disszertaciom 3. fejezetében a 3.1. Tételt és kovetkezményeit igazolom.

7
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4. A Legendre szimbo6lumot hasznald csalad f-

bonyolultsaga

Goubin, Mauduit és Sarkozy [17]-ben pszeudovéletlen sorozatoknak egy

nagy csaladjat konstrualtak.

4.1. Konstrukcié. (Goubin, Mauduit, Sarkézy) Legyen K > 0
rogzitett egész. Tekintsiik az dsszes olyan f(x) € Fylx] k-adfokid polinomot,
ahol k < K, és amelynek nincs tobbszords gyoke E,—ben. Minden ilyen
polinomhoz hozzarendeliink egy E, = (e1,e2,...,¢,) € {—1,+1}?, p hosszi

binaris sorozatot 1igy, hogy a sorozat n-edik eleme

(£2) ha (f(n).p) = 1.

4.1
+1 ha p| f(n). D)

Hoffstein és Lieman [43] olyan f(z) polinom hasznalatat javasoltak (4.1)-
ben, melyeknek nincs tobbszoros gyoke, se nem péros, se nem pératlan.
Azonban a kapcsolodo E, = (ey,eq,...,€,) sorozat pszeudovéletlen tulaj-
donsagair6l semmit sem bizonyitottak. Késgbb Goubin, Mauduit és Sarkozy
[17] igazolta, hogy ha néhany nem tulsigosan megszorito feltevést kikotiink
a konstrukcioban szerepld f(z) polinomra, gy az E, sorozatnak erds pszeu-
dovéletlen tulajdonsigai vannak.

Néhéany alkalmazasban nem elég tudni, hogy a csalad sok pszeudovéletlen
sorozatot tartalmaz, az is fontos, hogy a csaladban sok ,fliggetlen” sorozat
van. FEnnek vizsgalatira vezette be Ahlswede, Khachatrian, Mauduit és

Sarkozy [1] az f-bonyolultsdg fogalmat:

4.1. Definici6. (Ahlswede, Khachatrian, Mauduit, Sarkézy) Legyen
F N hosszii Ex € {—1,+1}" pszeudovéletlen sorozatoknak egy nagy
csalddja. Jeloljiik C(F)-fel az F csalad f-bonyolultsidgat, amelyet azzal
a legnagyobb j egész szammal definidlunk, amelyre a kovetkezd teljesiil:

minden 1 < 4y < iy < --- < i; < N j-esre és e1,¢€9,...,6; € {—1,+1}
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szamokra legalabb egy En = (e1,...,en) € F sorozat létezik, amelyre

62‘1 = &1, 6i2 —E€9,...,6;.

J:€j'

Ahlswede, Khachatrian, Mauduit és Sarkozy [1] a kovetkezs altalanos

fels6 becslést adta binaris sorozatok tetszéleges F nagy csaladjara:

4.1. Propozici6. (Ahlswede, Khachatrian, Mauduit, Sarkézy)

1
o) < 2]

log2

Ahlswede, Khachatrian, Mauduit és Sarkozy [1| bebizonyitotta, hogy ha
kicsit modositjuk a 2.1. Konstrukciot, akkor olyan pszeudovéletlen generatort
kapunk, amelynek nagy az f-bonyolultsaga.

4.A. Tétel (Ahlswede, Khachatrian, Mauduit, Sarkozy) Legyen p

prim. Tekintsik az dsszes olyan f(x) polinomot, amelyre
0<degf(z) <K

(itt deg f(x) jeldli f(z) fokdt) és f(z)-nek nincs tébbszirds gydke F,-ben.
Minden ilyen f(x) polinomra, tekintsik azt a bindris E, = E,(f) =
(e1,€9,...,6p) € {=1,+1}F sorozatot, amelyet (4.1)-gyel definidlunk, és

jelolje Fy az ily modon kapott bindris sorozatok csaldadjat. Ekkor
C(F1) 2 K.

A 4.1. Propoziciébol azonnal kovetkezik, hogy

log | F1| < K +1

C < log p.
CFl < log2 — log?2 08P
Igy also becslésként K-t, felsé becslésként £+llogp-t tudunk mon-

log 2
dani C(F))-re. Erdekes kérdés, hogy vajon melyik becslés all kozelebb az

igazsdghoz? [22]-ben megjavitottam az als6 becslést, és a kovetkezdt bi-

zonyitottam:
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4.1. Tétel.

K—1
> — .
C(F) > 2Tog2 log p — O(K log(K logp))

Vagyis az also és a fels§ becslés most méar csak egy konstans szorzoval tér
el egyméstol. Az also becslés bizonyitasa karakterosszegekre, Weil tételére
[59] és egy atlagolasos Otlet ujszerti alkalmazasara épiil. Disszertaciom 4.

fejezetében igazolom a 4.1. Tételt.

5. Rovid részsorozatok korrelacidja

Néhany kriptografiai alkalmazasban rendkiviil fontos, hogy ne csak az
egész sorozat, hanem annak rovidebb részsorozatai is erds pszeudovéletlen
tulajdonsigokkal rendelkezzenek. Nyilvanval6an

max  |U(En,t,a,b)| =t,
Ene{—1+41}N

max |V(En,M,D)| = M.
Ene{-1,+1}¥

Amennyiben |U(Ey,t, a,b)| nagy t-hez képest vagy |V (En, M, D)| nagy M-
hez képest, gy az Ey sorozatnak van egy ,része”’, amely gyenge pszeu-
dovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezik. A legjobb egydimenzios konstruk-

cidkban
\U(En,t,a,b)| < NY2(log N)**, |V (Ey, M, D)| < NY?(log N)

bizonyitott. Ha t vagy M < N2, ezek a becslések trivialisak. Az alkal-
mazéasokban azonban el6fordulhat, hogy olyan szoveget szeretnénk titkosi-
tani, amelynek hossza < N'2. Ez esetben kulcsként nem az egész pszeu-
dovéletlen sorozat, hanem annak csak egy rovidebb része (mondjuk N1/2—¢
hossztisagn) keriil tényleges felhasznalasra. Ezért fontos, hogy a rovid rész-
sorozatok pszeudovéletlen mértékeit is kontrollaljuk. A disszertaciom 5. fe-

jezetének rovid részsorozatokra vonatkozo eredménye:

10
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5.1. Tétel. Minden N egész szamra létezik egy olyan Ey € {—1,+1}V
sorozat, hogy ha D = (dy,ds,...,dy) és M < N'Y2re 0 < dy < dy < --- <
dy < M +d, < N teljesiil, akkor

\V(En, M, D)| < (*N'*1log N. (5.1)
Tovabba
Co(Ex) < PNY2(log N)?
és
W(Ey) < N**log N
is fennall.

(5.1)-bol kovetkezden 1 < M < N-re

M
\V(Ey, M, D)| < & ’VW—‘ N1/410gN

teljesiil.

Az 5.1. Tételt el6szor [26]-ban publikdltam. Az eredmény abban az
hossza c¢;N'/41log N-nél hosszabb. Mivel varhatéan a teljes sorozatban
létezik olyan cp log NV hosszu részsorozat, amely csupa egyesbdl all, ezért nem
remélhetjiik, hogy egy erGs pszeudovéletlen sorozat Gsszes részsorozata erds
pszeudovéletlen tulajdonsidgokkal rendelkezzék. Nyitott kérdés, hogy vajon
becsiilhets-e azon részsorozatok korrelacioja, amelyek hossziisaga co log N és
ciNV*log N kozé esik. E probléma nehézségét mutatja, hogy egy ehhez
kapcsolodo probléma, a legkisebb kvadratikus nemmaradék (mod p) becslé-
se esetén is nagyon nagy hézag van Burgess [9] fels6 becslése O (p#> és a
megoldatlan sejtés (O(logploglog p)) kozott.

Az 5.1. Tétel bizonyitasa konstruktiv, és a pszeudovéletlenség tobbdi-

menzios elméletét is hasznélja.

11
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6. A Legendre szimbo6lum racs

Ebben a fejezetben disszertaciom 6. és 7. fejezetét foglalom Gssze.

A pszeudovéletlenség tobbdimenzios kiterjesztése Hubert, Mauduit és
Sarkozy [44] nevéhez kotsdik. Ok vezették be a kovetkezd definiciokat:

Jelolje I} azon n-dimenzi6s vektorok halmazat, amelynek koordinatéi 0

és N — 1 kozotti egész szamok:
IN=Ax=(z1,...,24): 1,...,2, €{0,1,...,N —1}}.

Ezt a halmazt n-dimenzios N-rdacsnak vagy roviden N-rdcsnak nevezziik.
Ez a definici¢ altalanosabb racsokra is kiterjeszthet: Legyen uy, ug, ..., uy,
n darab linedrisan fiiggetlen vektor, ahol u;-nek az i-edik koordinataja po-
zitiv egész, a tObbi koordinata viszont 0, azaz w; = (0,...,0,2,0,...,0)
alaka, ahol z; € Z*. Legyen ty,to,...,t, olyan egészek, amelyekre 0 <
t1,ts,...,t, < N. Ekkor a

By ={x=zu 1+ +zu,: 0<z|u <t;(<N)i=1,...,n esetén}

halmazt n-dimenzios N-téglardcsnak vagy roviden N-téglardcsnak nevezziik.

Hubert, Mauduit és Sarkozy [44]-ben kiterjesztette a binaris sorozatok

“, e,

ex =n(x): Iy — {-1,+1}

egy fiiggvény. Az egyszeriiség kedvéért, ha x = (z1,...,2,) és igy n(x) =
n((z1,...,2,)), akkor a jovében azt irjuk, hogy n(x) = n(xy,...,x,).

Az ilyen fiiggvényeket bindris N-rdcsoknak vagy rovidebben bindris rd-
csoknak nevezziik. Szemléltetésiik egyszert: egy N-racs, amelyben a racs-
pontokat a + és — elGjelek valamelyikével helyettesitjik. A binaris 2 vagy
3 dimenzids pszeudovéletlen récsok hasznalatosak digitalis képek, térképek
titkositasahoz, valamint az orvosi diagnosztikdban.

[44]-ben Hubert, Mauduit és Sarkozy a kovetkezd pszeudovéletlen
mértékeket vezette be bindaris racsok pszeudovéletlen tulajdonsigainak vizs-

galatara:
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6.1. Definici6. Legyen
n: Iy —{-1,+1}

egy binaris racs. Definidljuk az (-edrendti pszeudovéletlen mértékét

n-nak a kovetkezd képlettel:

ahol a maximumot az Gsszes olyan kiilonboz6 dq,...,d, € I} vektoron és

N-téglaracs B-n vessziik, ahol B+ d,,...,B+d, C I}.

Ebben a fejezetben egy természetes - Legendre szimboélumon alapuld
- konstrukciot ismertetek, melyet tarsszerzGimmel, Sarkozy Andrassal és
Cameron L. Stewarttal kozosen [41]-ben és [42]-ben publikdltunk. A ko-
rabbi cikkekben megadott konstrukciok kissé mesterkéltek. Raadasul ezeknek
a korabbi konstrukcioknak az implementalasa meglehetdsen bonyolult. Igy
[41]-ben olyan ,természetes” konstrukciot definialtunk, ahol a pszeudovéletlen
mértékekre adott becslések gyengébbek ugyan, mint a korabbi konstrukciok
esetében, de még mindig erds, nem trividlis becslések. Ez az j konstruk-
ci6 az egy dimenzioban a legjobb és a legtobbet vizsgdlt binéris sorozatok, a
Legendre szimb6lumon alapulé 4.1. Konstrukcioban megadott binaris soroza-

tok két dimenzios kiterjesztése:

6.1. Konstrukcié. (Gyarmati, Sarkozy, Stewart) Legyen p egy parat-
lan prim, f(x1,x9) € Fplry, 20| pedig kétvaltozés polinom. Definialjuk
n: I7 — {—1,+1} récsot

n(z1, x2) = (W> ha (f(x1,22),p) =1,

+1 ha p| f(xy,x9)
képlettel.

Megjegyezziik, hogy tobb olyan kétvaltozos f(xq,x2) polinom létezik,

amelyre az 7 racs gyenge pszeudovéletlen tulajdonsigokkal rendelkezik.
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Disszertaciom 6. fejezetében példakat adok ilyen polinomokra. Az Gsszes

megadott példa specidlis esete volt a kovetkezdnek:

6.1. Példa. (Gyarmati, Sarkozy, Stewart) Legyen r nem negativ egész
és legyen o, B; € F, j =1,...,r esetén. Legyen

flxr,20) = (H filojzy + 5j$2)> g(z1, IE2)2 (6.2)

alakd polinom, ahol f;(z) € F,[x] és g(x1,22) € Fylx1, 2]

Az olyan f € F,[x1,x2] polinomokat, amelyek felirhatéak (6.2) alakban
degeneralt polinomnak hivjuk, és amelyek nem irhatéak fel ilyen alakban,
azok a nem-degeneralt polinomok.

Abban az esetben, amikor az f polinom nem-degeneralt [41]-ben a

kovetkez6t tudtuk bizonyitani:

6.1. Tétel. (Gyarmati, Sark6zy, Stewart) Legyen f(z1,22) € Fplz1, 29]
k-adfoka polinom. Tegyiik fel, hogy f(x1,22) nem irhaté fel (6.2) alakban,
és a kovetkezd 5 feltétel koziil egy fennall:

a) f(x1,xq) irreducibilis Fp[zy, xs]-ben,

b) ¢ =2,

¢) 2 primitiv gyék modulo p,

d) 45+ < p,

e) { és az f(xy,xy) polinom foka x1-ben (esetleg xo-ben) paratlan.

Ekkor a (6.1)-gyel definialt n bindris rédcs esetén

Qe(n) < llkfp?’/2 log p.

Amennyiben f degeneralt, akkor a (6.1)-gyel definialt binaris racs akar
gyenge pszeudovéletlen tulajdonsidgokkal is rendelkezhet. Ezt a szituéciot
[41] folytatasaban, [42]-ben analizaltuk. A degeneralt esetre vonatkozo ered-
ményeket, disszertaciom 7. fejezetében ismertetem. A legfontosabb tételek a

kovetkezsk:
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Degeneralt polinomok esetében a rangot azzal a legkisebb r pozitiv

egésszel definialjuk, melyre f(z1,zy) felithato (6.2) alakban.

6.2. Tétel. (Gyarmati, Sarkodzy, Stewart) Legyen f(xy,xs) € Fplzy, xo]
egy kétvaltozos, legalabb elséfokt, r rangi, k-adfoki polinom. Tegyiik fel,
hogy ¢ a korrelacié rangja kisebb vagy egyenlé mint r, és a 6.1. Tételben
megadott a), b), ¢), d) és e) feltételek koziil legalabb egy fennall. Ekkor a
(6.1)-gyel definialt n binaris réacs esetén

Qi(n) < 11kep3/? log p.

Azt is bizonyitottuk, hogy létezik olyan magasrendii korrelécid, amely

nagy.

6.3. Tétel. (Gyarmati, Sark6zy, Stewart) Legyen f € F,[x;, 2] degen-
eralt polinom, amelynek fokat k-val, rangjat r-rel jeloljiik. Ekkor létezik

¢ < 2" pozitiv egész, amelyre
Qu(n) > p* — 4rp>? — Alkp.

Megoldatlan kérdés, hogy r rangi, degenerélt polinom esetén hogyan be-
csiilhetd azon tovabbi pszeudovéletlen mértékek értéke, amelyek rendje r + 1
és 2" kozé esik.

Er6és pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezé binaris sorozatok és
racsok konstrualasa igen fontos teriilet a kriptografiaban. [27]-ben egy Ossze-
foglal6 cikkemben szamos 1j konstrukciot emlitettem, ezek koziil kiilondsen
figyelemreméltoak az elliptikus gorbéket is hasznalé konstrukciok, lasd pl.
Meérai [53], [54], [55], [56], Chen [12], Chen, Li és Xiao [13] és Liu, Zhan és
Wang [47] eredményeit.

7. Tovabbi eredmények

Disszertaciom utols6 fejezetében rovid osszefoglalot adok a PhD-m 6ta

(részben egyediil, részben tarsszerzékkel kozosen) irt pszeudovéletlenséggel
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