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A XX. szézad maéasodik felétdl kezd6ds szamitastechnikai fejlédés a kriptografiai kutatasok
gyors fellendiilését eredményezte. A véletlen sorozatok létrehozéasa fontos kihivast jelentett mind
a matematikusoknak, mind a mérnokoknek. Szamos fizikai megvalosulas (pl. Zener diodak ter-
malis zajat, vagy radioaktiv bomlast hasznalo eljaras) mellett a matematikusok is tébb modszert
fejlesztettek ki véletlen sorozatok elGallitasara. Itt egy determinisztikus algoritmussal olyan so-
rozatot generalunk, ami ugyan a determinisztikussdga miatt ténylegesen nem véletlenszertd, de
egy "igazi" véletlen sorozat f6bb tulajdonsigaival rendelkezik. Igy jutunk el egy pszeudovéletlen
sorozathoz. A pszeudovéletlenséget elGszor bonyolultsdgelméleti modon értelmezték. Ebben az
esetben a problémét az okozza, hogy itt végtelen sorozatot kell vizsgéalni, mig a gyakorlatban
mindig véges sorozatok fordulnak elé.

A véges pszeudovéletlen sorozatok vizsgalataban mérfoldks volt Mauduit és Sarkdzy 1997-es,
Acta Arithmeticiban megjelent dolgozata, mely egy hétrészes cikksorozat elsé része volt. Ebben
elgszor is a hagyomanyos 0 vagy 1 szdmokat tartalmazé sorozatok helyett a +1 szédmokbol
allo sorozatokat vettek (nyilvan a ketts kolcsondsen egyértelmien megfeleltethets egymasnak).
Ebben a dolgozatban dolgoztak ki a pszeudovéletlenség legfontosabb kvantitativ mértékeit, amik
azOta is a véges pszeudovéletlen sorozatok vizsgalatanak alapfogalmai. A tovabbiakban En-nel
jeloljiikk egy N hossziusagi +1 szamokat tartalmazoé sorozatot: legyen En = (e1,eg,...,en),
ahol e, € {1, —1}. El8szor is bevezették az un. eloszlasi mértéket, ami azt méri, hogy szamtani
sorozatokban a -1 és -+1 szdmok mennyire egyenletesen fordulnak els:
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Legyen D = dj,ds,...,d;, 0 < dj <dy < --- < d;. Ekkor az l-edrendii korrelaci6 mértéke:
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Az tn. k-adrendd normalitds mértéke azt fejezi ki, hogy egy sorozat hanyszor fordul el§ mint
részsorozat a varhato értékhez képest: Legyen X = (x1, z2,...,27), ; € {—1,1},
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Mauduit és Sarkozy 1997-ben igazolta, hogy a normalitas mértéke feliilrél becsiilhet§ a korreléaci-
0s mértékkel, emiatt a normalitas mértékét nem szoktak kiilon vizsgélni. Az altalanos korrelacios
mérték definicidja a kovetkezs:
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Ezzel lehet példaul azt kisziirni, hogy a sorozatunk nem olyan, ahol a paratlan indext tagok vélet-
len sorozatot tartalmaznak, de a paros indext az el6tte 16v6 paratlan szam (—1)-szerese. Cassaig-
ne, Mauduit és Sarkozy igazoltak, hogy majdnem minden Ey sorozatra W(Ey) = N'/21og® N,
valamint Cy(Ex) = N 1/210g% N. Ez alapjan egy En sorozatot erds pszeudovéletlen tulajdon-
saggal rendelkezének mondunk, ha W(Ey) = o(N) és Cj(En) = o(N). Sarkézy Andrasék cikke
ota a pszeudovéletlen sorozatok elemzése a szamelmélet egyik gyorsan fejléds agava valt, ami
egyrészt a benne lévé matematika szépségének masrészt az alkalmazhatésaganak koszonhetd.
Szamos magyar kutatd mellett tobb francia, kinai és egyéb nemzetiségi matematikus is dolgozik
ezen a teriileten. A kutatas egyik iranya bevezett fogalmak kozotti kapcsolatok feltérképezésé-
re irdnyulnak, masrészt speciélis sorozatok esetén vizsgaljak azok fenti (és tovabbi) mértékekre
vonatkozo6 tulajdonsagait.

Gyarmati Katalin értekezésében az alkalmazasok szempontjaboél is fontos tobb sorozatra
bizonyitja az er6s pszeudovéletlen tulajdonsagot illetve a bevezetett mértékek kozott mély kap-
csolatot bizonyit.

Az értekezés a bevezets fejezettel kezdddik, ahol a szerzg attekinti a pszeudovéletlen so-
rozatok torténetét, a kvantitativ vizsgéilatokhoz sziikséges legfontosabb fogalmakat, az ezen a
teriileten elért legfontosabb eredményeket illetve ennek soraba illesztve a doktori értekezés ered-
ményeit ismerteti.

Az értekezés 2. fejezet a Blum-Blum-Shub-féle hatvanygeneratorral foglalkozik. Itt egy alkal-
masan valasztott kiindulési szdm és modulus esetén az egymas utani hatvanyozas soran kapott
szam binaris felirasanak utols6 szamjegye hatarozza meg az E sorozatot. Ez az egyik legtobbet
hasznalt és vizsgalt véletlen sorozat generator. A szerzé az eloszlas mértékére, a normalitas mér-
tékére valamint korrelacié mértékére bizonyitja a sorozat véletlen tulajdonsiagat erds forméban.
A bizonyitas soran exponencialis 6sszegekre vonatkozd modern eredményeket (Bourgain-tétele,
Friedlander-Hansen-Shparlinski-tétele) hasznal illetve fejleszt tovabb. A bizonyitas alapgondo-
lata Mauduit, Rivat és Sarkozy 2004-ben megjelent cikkében szerepel: az altaluk bevezetett
sulyfliggvényt szerepelteti az exponencialis 6sszeghben. A bizonyitéashoz kidolgozott exponencié-
lis Osszegekre vonatkozé lemmak mas problémaknél is jelentGsek lehetnek.

Az értekezés 3. fejezetében korrelacios mértékek kozotti kapcesolatokat vizsgal a szerzé. Amint
azt az Ey = {1,—1,1,—1...} sorozat mutatja, hogy a Cor+1(En) = O(1) lehetséges. Ekkor
azonban Cy(ExN) > N. Alon, Kohayakawa, Mauduit és Rodl 2007-ben bizonyitotta be, hogy
l[i
241
rozat, melyre Copy1(En) és Co(Ey) is kicsi, példaul Co(Ex) = O(VN) és C3(En) = O(1)
egyszerre lehetséges-e. A szerzé a Caypp1(En)Cy > N°®D ahol ¢(k,l) = 1, ha k > [ és
c(k,l) = 1 + 2EH ha k < | egyenlStlenségeket igazolja. Specidlisan a Co(EN)Cs(En) > N?2/3
egyenlGtlenség adodik. A bizonyitas egy altalanosabb korrelaciés mértékeket tartalmazéd egyen-
16tlenség kivetkezménye, amirdl a szerzé megmutatja, hogy optimaélis. A bizonyitas soran a szerzd
bevezet egy polinomot, melynek tulajdonsagait felhasznélva egy szép négyoldalas bizonyitasat
adja a becslésnek.

A 4. fejezetben a szerzd egy Legendre-szimbolumokkal definialt F csalad komplexitasat vizs-
galja. Legyen F bizonyos Ey sorozatokbol allo halmaz. Ekkor C'(F)-fel jeloljiik a legnagyobb
olyan j szamot, hogy minden 41 szamokbol all6 j hosszu sorozat el6fordul tetszdleges 1 < i1 <
ip < --- <ij < N esetén valamelyik Ey € F sorozatban mint (e;,, e, . .., ei].). Sarkozy és tarsai
bizonyitottédk be, hogy bizonyos feltéteteleknek eleget tevs legfeljebb K-adfoka polinomok ese-
tén a Legendre-szimbolum segitségével az &ltaluk generalt sorozatok komplexitasa legalabb K.
A masik oldalrol megmutattak, hogy C'(F) < kffg@. Gyarmati Katalin megmutatja, hogy nem
tul nagy K-k esetén a felsd becslés nagysagrendileg pontos: C(F) > £E=L — O(K log(K logp)).
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A bizonyitasban a polinom értékeken vett karaktertsszegekre vonatkozo Weil-tételt hasznalja

minden paros [ esetén Cj(Ey) > ]. Az alapkérdés az volt, hogy vajon van-e olyan Ey so-




egy atlagolasos eljarast alkalmazva.

A pszeudovéletlen sorozatok alkalmazasanal gyakran fontos, hogy a pszeudovéletlenség lo-
kélisan is teljesiiljon. Az 5. fejezetben olyan sorozatokat konstruél a szerzd, amelyek révidebb
részsorozatai is rendelkeznek jol becsiilt pszeudovéletlen tulajdonsagokkal. A bizonyitis sorédn a
szerz6 kétdimenzios pszeudovéletlen récsot general, amibdl vetitéssel kapja az En2 sorozatot. A
bizonyitas sordn megmutatja azt az 6nmagaban is érdekes eredményt, hogy ha a racs korrelacios
meértéke kicsi, akkor a vetitéssel kapott sorozat korrelacids mértéke is kicsi.

A 6. fejezetben Legendre-szimbolumok segitségével kapott racsok pszeudovéletlen tulajdon-
sagat vizsgéalja a szerzd. Mauduit és Sarkozy bizonyittak be, hogy ha f(z) € Fplz]| egy "szép"

tulajdonsaggal rendelkezé polinom, akkor az e, = @ , 1 < n < N sorozat eloszlas mér-

téke jol kontrollalhato. Gyarmati, Sarkozy és Stewart ennek a tételnek kétvaltozos valtozatat
bizonyitja: olyan kétvaltozos f(x1,x2) € Fplx1, 22| polinomokat definial, melyekbdl szarmazo
alkalmasan definialt korrelacios mérték kicsi. A szerzdk két esetet kiillonboztetnek meg aszerint,
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hogy a polinom f(z1,x2) = H filogzr + Bjza) | g(x, z2)? alaki vagy sem. A bizonyités itt
j=1

is karakterosszegeket és Weil-tételt hasznédl. Az 5., 6. és 7. fejezetben a bizonyitédsok a korab-

bi szintén Osszetett bizonyitdsokhoz képest is sok - nem csak technikai - nehézség lekiizdését

igénylik.

Az értekezésben szerepld bizonyitasok részletesen kidolgozottak, jol kdvethetSk, hibat nem
talaltam benniik. Az értekezés felépitése logikus, talan a 2. és 3. fejezetet lehetett volna felcse-
rélni, hogy a speciélis sorozatokra vonatkozo eredmények egy tombben legyenek. Az értekezés
tipografialag gondosan kidolgozott, a terjedelméhez képest elenyész§ szamu sajtohibat tartalmaz.
A tételeknél egyértelmiien vannak jelezve a szerzdk; itt még érdemes lett volna a megjelenés év-
szamét is feltlintetni. Zardjelben jegyzem meg, hogy a Weil-tétel kétszer is ki lett mondva: ez a
Lemma 4.1 és a Lemma 5.2 is.

Osszefoglalva: A szerzé a pszeudovéletlen sorozatok elméletének terén ért el a legijabb nem-
zetkozi kutatdsok élvonaldba tartozo eredményeket. A bizonyitdsokban a szerzd az exponencid-
lis 0sszegek €s az algebra mély eszkdzeit kreativan haszndlja, néhol tovdbbfejleszti. A kimondott
eredmények és a bizonyitasok részletei is jelentds érdeklddésre tarthatnak szamot, ami az eddigi
hivatkozdsokon is ldtszik. Ezek alapjdn az értekezést alkalmasnak tartom a nyilvanos védésre és
javaslom Gyarmati Katalin szamdra az MTA doktori cim odaitélését.

Kérdések:

1. Milyen mas mértékei vannak a +1 szamokat tartalmazd véges sorozatok pszeudovéletlen-
ségnek?

2. Kapcsolodik-e szabadalom az értekezésben szerrepld konstrukcidkhoz? Van-e olyan szoft-
ver, ami a szerz6 konstrukciéit hasznalja?
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